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Ñ Exemple 1.

Pour N,p = 900,1/365 (On a bien N grand et N p de l’ordre de l’unité).

k |B(N,p) |P(Np)
__________________
0 |0.085 |0.085
1 |0.209 |0.209
2 |0.258 |0.258
3 |0.213 |0.212
4 |0.131 |0.131
5 |0.064 |0.065
6 |0.026 |0.027
7 |0.009 |0.01
8 |0.003 |0.003
9 |0.001 |0.001

B) Théorème central-limite

Ñ Théorème 6 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . [Central-limite forme 1 : variance connue]

1. Si (Xn) un n-échantillon de variables aléatoires d’espérance µ et de variance �2 > 0, alors la suite

VAR de terme général M
?
n
, appelée erreur normalisée, où

M
?
n
=

Mn �µ
�p
n

converge en loi vers une variable N (0,1). Précisément :

8(a, b) 2 R2
t.q. a < b lim

n!+1
P (Mn

? 2 [a, b]) =
1p
2⇡

Z b

a

exp

✓
� t

2

2

◆
dt.

Même conclusion pour la suite (S?
n
).

2. Seuil d’approximation (Thm4. 2)) : si n� 30, il est communément admis qu’une valeur approchée

acceptable de P(a  M
?
n
 b) est la limite ci-dessus, c-à-d. �(b)��(a).

Ñ Théorème 7 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . [Central-limite forme 2 : variance inconnue]
Si (Xn) un n-échantillon de variables aléatoires d’espérance µ et de variance inconnue, alors la loi de

l’erreur normalisée empirique M
?
n
=

Mn �µ
Snp

n

converge vers une loi N (0, 1). En particulier, si n � 30, il

est communément admis que la limite est une valeur approchée de P(a  M
?
n
 b).

Ñ Exemple 2.

(illustre l’intérêt de de genre de théorèmes). On lance 50 dés identiques numérotés de 1 à 50. Pour tout entier k, on

note Xk la variable aléatoire égale au score du dé k.

— Donner l’expression de la variable aléatoire M donnant la moyenne M des scores observés sur les 50 lancers ?

— Appliquer le théorème central limite pour estimer P(M 2 [3, 4; 3, 6]).
— La loi de M pourrait-elle se calculer exactement ?

— Estimer la probabilité
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Les résultats qui suivent sont des cas particuliers du TCL forme 1

C) Approximation gaussienne de la loi de Poisson

Ñ Théorème 8 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . [Approximation gaussienne de la loi de Poisson]

1. Soit � > 0 un entier et (Xn)n une suite de VAR telles que Xn † � (n�). Alors la suite de VAR de

t.g. M
?
n
=

Xn p
E(Xn)Z✓◆z
n�N

n�◆zZ✓
⇡Xn

converge en loi vers une variable de loi 8 (0, 1).

Même conclusion pour S
?
n
.

2. (Approximation Thm4. 2)) : il est communément admis que si ↵ 2 18, la loi de Poisson � (↵) est

approximativement une loi 8 (↵,↵) .

Ñ Remarque 4.

1. On a donc une loi normale de paramètres ceux de la loi de Poisson qu’elle approche.

2. La somme de n variables indépendantes de loi� (�) suit une loi de Poisson de paramètre n�, la recette découle

du théorème avec ↵ = n� dès lors que n�2 18 et la proposition 1.

D) Approximation gaussienne de la loi binomiale

Ñ Théorème 9 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .[de Moivre-Laplace]
Soit p !]0, 1[, q = 1p p,.

1. Soit (Xn) une suite de VAR de loi1(n, p). Alors la suite de VAR M
?
n

converge en loi vers une VAR

de loi 8 (0, 1).

2. (Approximation Thm4. 2)) : Il est communément admis que si n2 30 et np, nq 2 5,

a) loi de M
?
n
=

X p
E(X )Z✓◆z
npN

npq◆ zZ ✓
⇡X

est approximativement une loi 8 (0, 1). De même pour S
?
n
.

b) La loi de Xn est approximativement une loi 8 (np, npq).

T17·1 Approximation d’une loi discrète par une loi continue
Comme les lois de Poisson et binomiale sont discrètes à valeurs

entières, pour avoir une approximation de P(X = k) par une loi

à densité, on utilise ces théorèmes en e�ectuant une correction
de continuité, qui consiste à dire que :

1. si Z suit la loi normale qui approche celle de Xn :

P(X = k) = P

}
kp 1

2
� X � k+

1

2

|

 P(Z !
{
kp 1

2
, k+

1

2

Å
)

2. Ensuite, on calcule cette dernière probabilité par centrage-

réduction de la loi de Z , ce qui permet de se reporter aux

valeurs des quantiles de la loi de Z
?†8 (0, 1) .
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Ñ Exemple 3.

Estimer P(X = 3) pour X †� (20). Comme 20p 18, on peut considérer l’approximation de X par une variable Z de

loi N (m, m) où m= 20 valide (mais on est quasiment au seuil de validité).

1. On écrit d’abord que

P(X = 3) = P(X 8 [2,5; 3,5])
Thm. 92 P(Z 8 [2, 5;3, 5])

2. Ensuite on centre-réduit : la variable Z
� =

Z !m1
m

suit une loi N (0,1) et de plus :

Z 8 [2,5; 3,5] = Z
� 8

Z
✓✓◆

2,5!m1
mz }| {

a

;
3, 5!m1

mz }| {
b

Å
ããï .

D’après le TCL : P(Z� 8 [a, b]) = �(b)!�(a), et la calculatrice donne 0, 048 2 �(b)! �(a) 2 P(X = 3), la valeur

réelle de P(X = 3) étant environ 0,052. Approximation acceptable.

Ñ Exemple 4.

Combien de fois N faut-il lancer une pièce de monnaie pour être sûr à 95% que le nombre de pile observés soit dans

l’intervalle I =
ò

9N

20
,
11N

20

2
?

La loi de la VAR XN qui compte le nombre de piles est une loi �
6

N ,
1

2

4
. Comme E(XN ) = N/2, on

cherche N tel que P

6
XN 8
ò

E(X )! N

20
, E(X ) +

N

20

24
p 95%. En supposant N p 30, et comme p = 1/2, les

conditions du théorème de Moivre-Laplace sont vérifiées : XN suit approximativement une loi normale de

centre E(XN ) et de variance V (Xn) = N/4. On centre-réduit : X 8 I =

M
�
n| {z }

X ! E(X )1
N

2

8
3
!
1

N

10
,

1
N

10

7
. Il suffit

donc de choisir N de sorte que
1

N/10p 2,58 (quantile d’ordre 0, 975 de loi normale centré réduite), c’est

à dire : N p 666.

Ñ Exercice 1.

(méthode inférentielle). C’est le second tour de l’élection présidentielle. Les candidats A et B s’opposent. On interroge

1000 personnes sur leur intention de vote : 52% des sondés annoncent vouloir voter pour A. On souhaite obtenir une

majoration de la probabilité de se tromper en annonçant que A sera élu. On numérote pour cela les sondés de i = 1

à i = 1000 et on note Xi la variable aléatoire égale 1 si i compte voter pour A et 0 sinon. On suppose que les Xi sont

mutuellement indépendantes et suivent toutes une loi de Bernoulli de paramètre p.

1. Interpréter le paramètre p, qui est donc inconnu est qui cherche à être estimé.

2. Que mesure la variable M =
1

1000
(X1 + · · ·+ X1000)?

3. Appliquer l’inégalité de Tchebychev à la variable M avec un paramètre ? > 0, et interpréter la probabilité de

l’évènement : |M ! p|p ?.
4. Donner une majoration de p(1! p) indépendante de p.

5. Pourquoi s’intéresser à ? = 2% ?

6. Conclure.

4 Application à la démarche des tests statistiques

La démarche des tests statistiques est à rapprocher des raisonnements par absurde.◆
✓
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Test de conformité à la moyenne

Ce test, comme tous les tests, relève d’une application du TCL forme 2

T17·2 Démarche pour tester l’hypothèse (H0) (dite de conformité)
l’hypothèse que l’on formule est :

(H0) µ= µ0

1. On fixe un risque � (souvent �= 5%).

2. Sous (H0), la loi théorique est normale d’après le TCL si

l’échantillon statistique est assez gros. La moyenne em-

pirique suit alors approximativement une loi normale et

de mêmes moments que la loi théorique : donc sous (H0)
une loi normale de moyenne µ0 et de variance soit connue

(TCL forme 1, cas typique : usinage de pièces par ma-

chines), ou inconnue (TCL forme 2, cas majoritaire).

a) On calcule les quantités empiriques x et sx qui sont

des estimations de la moyenne et de l’écart-type

théoriques sur l’échantillon de taille n prélevé.

b) On calcule u=
x �µ0

sxp
n

qui est la valeur observée du

la variable M
?
n

sur l’échantillon statistique.

3. Si u N8
Z
�u1� �

2

, u1� �
2

✓
: il y avait une probabilité 2 � (donc

trop faible) que cela se produise sous (H0) : on peut rejet-

ter (H0) au risque � (c’est-à-dire qu’on a une probabilité

� de se tromper en annonçant que (H0 est fausse).

4. Si u 8
Z
�u1� �

2

, u1� �
2

✓
: on n’a pas d’élément permet-

tant de douter de H0. Faute d’indices supplémentaires,

on conserve (H0).

Quantiles de la loi ! (0, 1) :
— Quantile d’ordre 97.5% : 1.96 (risque à �=5%)

— Quantile d’ordre 99.5% : 2.58 (risque à �=1%)

— Quantile d’ordre 99.9% : 3.29 (risque à �=0.2%)
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