B Exemple 1.
Pour N,p = 900,1/365 (On a bien N grand et Np de l'ordre de I'unité).
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B) Théoreme central-limite

BThéoreme6 ................ . ...t [ Central-limite forme 1 : variance connue]

1. Si (X,,) un n-échantillon de variables aléatoires d’espérance u et de variance o > 0, alors la suite
VAR de terme général M, appelée erreur normalisée, ou
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converge en loi vers une variable 4" (0, 1). Précisément :

b
1 t2
VY(a,b)€R?*tq.a<b lim P(M," €[a,b])=— | ex (——)dt.
(a,b) q lim P ( [a,b]) «/ﬂja 2

Méme conclusion pour la suite (S).

2. Seuil d’approximation (Thm4. 2)) : sin > 30, il est communément admis qu'une valeur approchée
acceptable de P(a < M < b) est la limite ci-dessus, c-a-d. ®(b) —®(a).

B Théoreme 7 ..... E(’.k’ N T Pg .............. [ Central-limite forme 2 : variance inconnue]
Si (X,,) un n-échantillon de Varia%les aléatoires d’espérance u et de variance inconnue, alors la loi de

M
Perreur normalisée empirique M = —n_fE converge vers une loi A4 (0, 1). En particulier, si n > 30, il
Sh

est communément admis que la limit & une valeur approchée de P(a < M < b).

B Exemple 2.
(illustre I'intérét de de genre de théoremes). On lance 50 dés identiques numérotés de 1 a 50. Pour tout entier k, on
note X, la variable aléatoire égale au score du dé k.

— Donner l'expression de la variable aléatoire M donnant la moyenne M des scores observeés sur les 50 lancers ?
— Appliquer le théoréme central limite pour estimer P(M € [3,4;3,6]).
— Laloi de M pourrait-elle se calculer exactement ?

— Estimer la probabilité
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Les résultats qui suivent sont des cas particuliers du TCL forme 1

C) Approximation gaussienne de la loi de Poisson

MThéoreme 8 .......... ... ... ... i [Approximation gaussienne de la loi de Poisson ]

1. Soit a > 0 un entier et (X,,),, une suite de VAR telles que X,, ~ & (na). Alors la suite de VAR de
E(X,)
= t (l Ffa.lk. Ou olec N

X, — na
— ___— converge en loi vers une variable de loi 4 (0, 1).
vna 8 (0.1) ('l tnd s *00)

~—~—

t.g. M’ =
Méme conclusionn pour S*. ‘0‘ SoVawe (M(h\iﬁ "'\.{ JAV&‘- (0"\\0-(4 v \“' U\”‘I"tv\ |n

2. (Approximation Thm4. 2)) : il est communément admis que si A > 18, la loi de Poisson (A7) est
approximativement une loi A4 (A, 1).

H Remarque 4.

1. On a donc une loi normale de parametres ceux de la loi de Poisson qu’elle approche.

2. Lasomme de n variables indépendantes de loi & (a) suit une loi de Poisson de parameétre na, la recette découle
du théoreme avec A = na des lors que na > 18 et la proposition 1.

D) Approximation gaussienne de la loi binomiale

BThéoreme O ... ... . [de Moivre-Laplace]
Soit p€]0,1[,g=1—p,.

1. Soit (X;,) une suite de VAR de loi %(n, p). Alors la suite de VAR M converge en loi vers une VAR

de loi A" (0,1).
2. (Approximation Thm4. 2)) : Il est communément admis que si n > 30 et np,nq = 5,
E(X)
~— =
—n
a) loide M = Lo est approximativement une loi 4" (0, 1). De méme pour S’.
v 1pq
——"
O'Xq

b) La loi de X,, est approximativement une loi A" (np,npq).

E%m \v()

Approximation d’une loi discrete par une loi continue

Comme les lois de Poisson et binomiale sont discrétes a valeurs
entiéres, pour avoir une approximation de P(X = k) par une loi
a densité, on utilise ces théorémes en effectuant une correction
de continuité, qui consiste a dire que :

1. si Z suit la loi normale qui approche celle de X, :

P(X:k):P(k—l <X<k+ 1)
2 2
~P(Ze |:k— 1,k+ 1])
2 2
2. Ensuite, on calcule cette derniére probabilité par centrage-
réduction de la loi de Z, ce qui permet de se reporter aux

valeurs des quantiles de la loi de Z* »» A4 (0,1).
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B Exemple 3.
Estimer P(X = 3) pour X ~» & (20). Comme 20 > 18, on peut considérer 'approximation de X par une variable Z de
loi A (m,m) ot m = 20 valide (mais on est quasiment au seuil de validité).

1. On écrit d’abord que

P(X=3) = P(Xe[25:3,5])

Thm. 9

~° P(Ze[2,5;3,5])

Z —
m suit une loi A4(0, 1) et de plus :
m

2. Ensuite on centre-réduit : la variable Z* =

2,5—m 3,5—m
vm ’ v/ m
—_— —
a b

D’apres le TCL : P(Z* € [a,b]) = ®(b) — ®(a), et la calculatrice donne 0,048 ~ &(b) — ®(a) ~ P(X = 3), la valeur
réelle de P(X = 3) étant environ 0,052. Approximation acceptable.

Z€[2,5;3,5]=2"¢€

B Exemple 4.
Combien de fois N faut-il lancer une piéce de monnaie pour étre siir a 95% que le nombre de pile observés soit dans

_[9N 1IN o\ N
lmtervallel—[zo, 20]? No{’u ol‘n_ [ 0// [N,o(/ o) akc. dlﬂ So -
o
1
La loi de la VAR X qui compte le nombre de piles est une 101 B ( , E) Comme E(Xy) = N/2, on
N N
cherche N tel que P (XN € [E(XJ ~ 50’ E()'(‘) + %D > 95%. En supposant N > 30, et comme p = 1/2, les

conditions du théoreme de Moivre-Laplace sont vérifiées : X, suit approximativement une loi normale de

My
/_M
. s X —E(X) vN VN :
centre E(Xy ) et de variance V(X,,) = N/4. On centre-réduit : X € [ = —— € | ——, — |. 1l sulffit
N VN 10 ° 10
2

donc de choisir N de sorte que +/N/10 > ;X{S (quantile d’ordre 0,975 de loi normale centré réduite), c’est

édire:NZ%. 335 9/

m Exercice 1.

(méthode inférentielle). C’est le second tour de I'élection présidentielle. Les candidats A et B s'lopposent. On interroge
1000 personnes sur leur intention de vote : 52% des sondés annoncent vouloir voter pour A. On souhaite obtenir une
majoration de la probabilité de se tromper en annoncant que A sera élu. On numérote pour cela les sondés dei =1
a i = 1000 et on note X; la variable aléatoire égale 1 si i compte voter pour A et O sinon. On suppose que les X; sont
mutuellement indépendantes et suivent toutes une loi de Bernoulli de parameétre p.

1. Interpréter le parametre p, qui est donc inconnu est qui cherche a étre estimé.

1
2. Que mesure la variable M = W(X 1 -+ X1000) ?

3. Appliquer I'inégalité de Tchebychev a la variable M avec un parametre € > 0, et interpréter la probabilité de
I'événement : |[M —p| > ¢.

4. Donner une majoration de p(1 — p) indépendante de p.
5. Pourquoi s'intéresser a € = 2%?

6. Conclure.

4 Application a la démarche des tests statistiques

La démarche des tests statistiques est a rapprocher des raisonnements par absurde.
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Test de conformité a la moyenne

Ce test, comme tous les tests, reléve d’une application du TCL forme 2

@ Démarche pour tester I’hypothése (H;) (dite de conformité)

I'hypothése que I'on formule est :

1.
2.

(Ho)  w= o

On fixe un risque a (souvent a = 5%).

Sous (Hy), la loi théorique est normale d'aprés le TCL si
I"échantillon statistique est assez gros. La moyenne em-
pirique suit alors approximativement une loi normale et
de mémes moments que la loi théorique : donc sous (H)
une loi normale de moyenne u, et de variance soit connue
(TCL forme 1, cas typique : usinage de piéces par ma-
chines), ou inconnue (TCL forme 2, cas majoritaire).

a) On calcule les quantités empiriques Xx et s, qui sont
des estimations de la moyenne et de |'écart-type
théoriques sur I'échantillon de taille n prélevé.

Uo

b) On calcule u= qui est la valeur observée du

Sx

vn
la variable M sur I'échantillon statistique.

Siu¢ [—ul_%,ul_%] - il y avait une probabilité < a (donc
trop faible) que cela se produise sous (H,) : on peut rejet-
ter (H,) au risque a (c'est-a-dire qu'on a une probabilité
a de se tromper en annoncant que (H, est fausse).

Siu e [—u1—§;u1—g] . on n'a pas d'élément permet-
tant de douter de H,. Faute d'indices supplémentaires,
on conserve (Hy).

Quantiles de la loi A4(0,1) :
Quantile d'ordre 97.5% : 1.96 (risque a a =5%)
Quantile d’ordre 99.5% : 2.58 (risque a a =1%)
Quantile d'ordre 99.9% : 3.29 (risque a a =0.2%)
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