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Grille d’analyse des exercices

Exercice | Question T Référence(s) | Commentaires/remarques

1. Ty : technique ancestrale. Pas listée dans les techniques de base.
2. Déf : pas de technique livrée. Revenir a la définition.

3. C: utilisation dun résultat de cours (théoreme, proposition, etc.)

4. | » | Question discriminante et plus difficile : demande raisonnement et enchainement de techniques.
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e But : définir des indicateurs permettant de résumer, suivant les besoins, des informations sur la
distribution des données collectées aupres d'une population étudiée.

e Les variables étudiées seront quantitatives.

1 Vocabulaire

Le vocabulaire des statistiques est souvent polysémique, ce qui induit souvent des er-
reurs de compréhension : soyez donc tres attentifs au sens des mots employés

A) Variable (Statistique)

B D NIt on 1 .. [Variable - Constantel

o Variable : Concept en lien a une «réalité » (physique ou non), et se manifestant sous différents
aspects, appelés valeurs possibles de la variable.

o Constante : variable qui se manifeste toujours sous la méme valeur.

B Remarque 1.
Les termes variable, et constante ont donc ici des acceptions différentes de leur acception mathématique, ou informa-
tique,ou méme physique.

B) Population - caractere

W Définition 2 ... [Population - individu - effectif - caractére - modalité - échantillon -
taille]

1. Lensemble & (au sens mathématique) des objets sur lesquels les informations seront collectées
est appelé population.

. Les éléments de la population & s’appellent les individus.

Le cardinal de & est appelé effectif de la population (si il est défini).

Une variable statistique attachée a & est aussi appelée caractere de la population.

Les valeurs prises par un caractere s’appellent les modalités du caractere ou de la variable.

. Tout sous-ensemble fini & de & est appelé échantillon de la population.

N O u A WN

. Le cardinal de & est appelé taille de 1’échantillon.

C) Types de caracteres

W Définition3 .................. [Variable statistique catégorielle, ordinale, quantitative]
Le caractere x est :

1. qualitatif ou catégoriel si les valeurs de x ne peuvent étre ordonnées. Exemple : la couleur des
yeux, le groupe sanguin.

2. ordinal si les valeurs peuvent étre seulement ordonnées sans pouvoir donner de sens aux diffé-
rences entre les valeurs (typiquement : un caractere mesuré sur une échelle de valeurs, telle que
0—1—2—3—4—5 ou Satisfait — Moyen — Nul).

3. quantitatif quand les valeurs sont celles d'une grandeur numérique (typiquement : toute grandeur
exprimée dans une certainte unité).
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2 Statistiques univariées

A) Seérie statistique
Usages la matiere.

1. Quitte a numéroter les n individus de I’échantillon &, on peut supposer : & = {1,2,...,n}.
2. Dans ce cas : x; est la valeur du caractere x observée sur l'individu j € &.
H Définition 4 [Série statistique]
La liste x = (x1,...X,) s’appelle série statistique.
B Remarque 2.

1. Ainsi, si le caractére x est quantitatif, x € R" : on a alors a notre disposition tous les concepts de I'algebre
linéaire euclidienne.

2. La série statistique x est congte&éc z) si .Rourxﬁrtﬁ’l réela,ona:x=(a,aq,...,a). Ce qui Veuﬁi

que X est colinéaire a la séri€ .1 = (1,...,1)" P\

3. Ainsi, Vect(1) est le sev des séries statistiques constantes. — V

H Définition 5 [Série chronologiquel
Soit x une série statistique. Si 'ordre dans lequel les mesures ont été prises est important, x s’appelle série
chronologique, et la numérotation des éléments de & est choisie de sorte a respecter 'ordre d’acquisition
des données.

m Définition 6 [Effectifs, fréquences de la série x]

1. on note n; le nombre de fois que cette valeur est observée, et on 'appelle effectif des cas ou x
prend la valeur x.

n
2. Le rapport f; = kK est appelé fréquence de I'observation xy.
n

B) Représentations graphiques

La visualisation des données donne une bonne synthése des listes de nombres!
Représentations possibles :

Boites a moustache.

Diagramme en batons.

1.
2.
3. Histogramme (regroupement par classes dans ce cas).
40

Polygone des fréquences ou effectifs cumulés.

B Remarque 3.

1. Le choix de 'amplitude des classes ne va pas de soi.

2. En effet, si les classes sont trop amples, la synthese des données risque de refléter assez peu les tendances de
la série.

3. A contrario, des classes trop étroites brouillent la lisibilité.

4. On peut toujours essayer de regrouper les classes en classes de largeur de 'ordre d’ un écart-type de la série
de données : ceci devrait faire ressortir une distribution normale d’apres le TCL, lorsque bien entendu ses
conditions sont vérifiées. Toutefois, il n’y a pas de regle absolue.
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C) Caractéristiques de position
mDéfinition7 ............ ...l [Mode d’une série statistique, classe modale]

1. Le mode d’une série statistique est la valeur observée le plus grand nombre de fois.

2. En cas de regroupement par classe, la classe modale est la classe d’effectif le plus élevé.

B Remarque 4.

1. S’il y a plusieurs modes ou plusieurs classes modales, n’importe laquelle des valeurs la plus observée constitue
un mode.

2. En cas de regroupement par classes, les classes modales sont celles dont les rectangles sont d’aire maximale.

H Définition 8 ......... ... ...l [Moyenne ou moyenne empirique de la série x]
Soit x = (x4, ..., X,,) une série statistique. Alors :

B Remarque 5. &= (1' ln) CXI‘):xiJ-“-"xv\
x1 4‘."— (A""IA) “4“1.544_._.*4_:”‘

1. Onadonc: x = 5 -
I11]]

x-1

2. Lasériek=(x,...,x)= TE

1 est donc le projeté orthogonal de x sur le sev des séries constantes :

k= 1_[Vect(l) (X)

B Proposition1 ....................... ... [Stabilité de la moyenne par changement affine]
Si(a,b) €R*, x=(x;)1<j<n €t ¥y = (ax;+ b);<j<p. Alors :

y=ax+b
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mDéfinition9 ........ .. ... [Médiane d’une variable non qualitative]
Soit (x;)1<j<, une série statistique. Quitte a renuméroter les modalités, supposons que ces dernieres

sont rangées dans I'ordre croissant :

X1 <Xy << X1 S X,

La médiane de la série est le nombre noté Q, défini par :

1. Qy=xnu sinest impair.&— Ao o sév e F—ﬁ(—&"’_—r—

2. Qy = %(g +x1+g) sin est pair.%&m 7/‘ 7L ' Xg 1\

B Remarque 6.
La détermination de Q, passe par le classement des données dans I'ordre croissant. Voir la fiche Méthodes de tri.

D) Caractéristiques de dispersion

[Etendue d’une série x]

B Définition 10 .......... ...
Soit x = (x;);<j<n Une variable statistique quantitative.

max(x:)— min(x;).
1§n( i) 1<j n( )

B Remarque 7.
Donne une idée de la «variabilité» des données, mais est extrémement sensible aux données aberrantes, puisqu'une

valeur anormalement petite par exemple (obtenue par erreur de manipulation par exemple) modifie complétement
la valeur de I'étendue des données.

EDéfinition11 ... .. ... .. [Variance/écart-type d’une série]

o Variance des données :

2_1 =02
s = (x x) =(x—Xx)2.

o Ecart-type des données :

— /<2
o Sx =14/52.

m Remarque 8. A"‘/'\hk@ (Qc = (%o Xp )

Jo- (% )
. .
1. On peut remarquer, avec les notations de Rem. 5 b., que '
x-l - (7-,,-;/,__ ) 1,,-7?)
am
s2=lx—K|* | Dkt 3 (z-2)*
o<
N = m§ 7L,
2. Ainsi, par définition de projeté orthogonal réalisant le minimum de distance, o, est la distance de x au sev
des variables constantes.

B Proposition2 ...l [Formule de Koenig pour les séries stats.]

6:54 x s2=x2—%> = Winiue te %apa

B Remarque 9.
C’est simplement le théoréme de Pythagore (cf. fiche Produit scalaire, Prop. 4), et Rem. 5b., puisque :

Ix)1* = [Ix —KJI* + [[K]]*  car k= Tlyeeyqq (%)
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BMProposition3 ... ... .. ... [Propriétés de la variance]

1. Si x est en unités u, 52 est en unités u?

2. ‘v’aERs . =a szHowa'b‘JU- G/
3. VbERstrb Sx* f AV OUROWN L \90,\ tm,\elwhm

3 Statistiques bivariées

A) Cadre

Sur un échantillon & donné d’'une population £, on est amené a observer plusieurs caracteres. Le cas
qui nous intéresse ici est celui de deux caractéres quantitatifs. Dans ce cas, on étudie des séries statistiques
bivariées.

B) Données

On se donne un échantillon & de taille n d’'une certaine population £ sur lequel on a mesuré deux
caracteres quantitatifs x, y. On note :

1. x; < xg < -+ < X, les différentes modalités observées de x sur les individus de & (quitte a les
renuméroter).

2. y; <Yy <--- <Yy, les différentes modalités observées de y sur les individus de & (idem).

3. On note n; ; l'effectif de I'observation (x;, y;) c’est-a-dire le nombre d’individus de & pour lesquelles
lobservation conjointe de x et y donne les valeurs respectives x; et y;

4. On a donc iini’f =n.

i=1 j=1

C) Représentation des données

Dans un tableau a double entrée, on représente les modalités de x et de y. A I'intersection de la ligne x;
et de la colonne y;, on place leffectif conjoint n; ; de la modalité (x;, y;) (Comme pour les lois conjointes
de variables aléatoires).

D) Indicateurs

B Définition12 ... ... ... ... [Point moyen d’un nuage de points]
Pour une série statistique (x, y) bivariée, le point moyen est le point de coordonnées (x,y).

E) Covariance, coefficient de corrélation AAafh" Qs Mkcn )

H Définition13 ........ ... ...l [Covariance d’une série statistique bivariée]
Soit (x, y) une série statistique double, notons (x;, y;) ses modalités distinctes (cf. B) DONNEES ), n la
taille de échantillon. La covariance de la série est le nombre noté s, , défini par :

P g % _g‘d,
—~A—

Sy == S (s — B .

’OT(; i o 3

H Proposition4 ........................ - [Formule de Kenig pour la covariance]

Sx,y =Xy —X*)Yy
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mDéfinition14 ........ ... ... [Coefficient de corrélation linéaire]
C’est le nombre noté r, ,, et défini par :
Sy . S

st o Gvowanwe 1or Wlf/)& : Foy = SxSy = % 3" ‘AL
k- xX-% o~ o ;
B Remarque 10. — & Centnis +ldnt

S 7 . . 7 . . a . 7 . \
Le coefficient de corrélation linéaire renseigne sur la tendance qu’a le nuage de points de la série a se concentrer le
long d’une droite : il ne détecte pas d’éventuelles corrélations non linéaires! (voir figure ci-dessous, le deuxiéme cas
semble révéler une corrélation du style y = a(x — b)?).

154 ] > e ® (/1 8
{ae ,”I h
10+ 2% ® :o.: e °1? : / o
> o @ | 104 ® ¢
o8, suelee o & 3.. ..! *
ot S o
1: s ] | ‘ | 01— | "‘.‘J. 4 ‘
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. o :. ° e O ‘s b U )
24 ¢ ® e e -10 O
> oo © . %0 o > ¢ % l‘.. ‘ 0®
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6
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X

AP - scwile. it Ue adahon afline
H Proposition5 ......................... [Propriétés du coefficient de corrélation linéaire]

@ Prowllnnd /brust - pos dx Len porfraaba. -
1. r., €[-1,1].
2.

ry,y| =1 si et seulement si il existe deux réels a, p tels que :
y =ax +b.
(le nuage de points est aligné sur une droite).
H Remarque 11.

& Ne pas confondre causalité et corrélation !

dwos £
F) Ajustement affine - régression linéaire Dewe 1D
llwenty de Ouplrensm Je«“; w1
H Définition15 ......... ... ...l [Données du probléme de l’ajustement affine]

1. On se donne un nuage de n points du plan (x;, y;) (1 <i < n), issu d’'une statistique bivariée.
2. Deux réels a, b quelconques, et la droite d’équation y = ax + b.

3. On définit ’écart quadratique moyen EQM(a, b) mesurant la «distance» du nuage a la droite.

, 2
n Yi
EQM(a, b) := Z y; —(ax; + b)
i=1

B Remarque 12.
Ce choix de EQM est motivé par les considérations suivantes :

1. Les points (x;, y;) sont alignés sur la droite d’équation y = ax + b si, et seulement si EQM(a, b) est nul.

2. Comme : Y(a, b) € R?, EQM(a,b)> 0, plus EQM(a, b) est petit, mieux la droite d’équation y = ax + b devrait
épouser le nuage de points.
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3. La «meilleure» droite épousant le nuage de points devrait donc étre celle qui rend EQM(a, b) minimal.

n
EQM(a, b) = lzéiz (Xs, ¥s)

wa ® do_n=10
Fd\'V\V) que
o o AL‘YN/
& |ong d'w(,
Motz

+Y10)

X Is‘a“dh. “vow 6% cx‘»(i&h"‘ H
Ve howy aim o Mmase

légende : y; =ax;+b ( x), et 6;=|y;—y;| (---).

H Définition 16 [Ajustement affine]
On appelle ajustement affine du nuage de points ((x;,y;));<i<, la recherche des parametres a, b de
sorte a rendre EQM(a, b) minimal.

La résolution du probleme de I'ajustement affine se comprend mieux dans un cadre
abstrait de projection orthogonale dans R".

H Définition 17 [Vecteurs abstraits associés]

o [Vecteurs des] observations :

X :=(x1,...,x,) €R"
y:=(y1,.--,¥,) €R"

o Série certaine :
1=(1,...,1)€R"
o Prévisions du modéle linéaire (a,b) : y=ax+ b1 € R".
o Erreur de prévision du modéle (a, b) :
EQM(a, b) = lly—JII* €R,.

B Remarque 13.

1. On appelle les y; = ax; + b les «prévisions du modéele linéaire (a, b)», puisque si x et y étaient
effectivement liés par la relation y = ax + b, alors les valeurs de y; seraient parfaitement prédites a
partir de celles de x. En effet, dans ce cas le modele prédit que : y; =ax; +b=  y;

—_——

prévisions observations

2. Résoudre le probléme de I'ajustement affine, c’est donc déterminer les couples (a, b) pour lesquels
on a: EQM(a,b) = m)in , ly — ¥/|2, c’est-a-dire modeéle linéaire collant le mieux aux observations.
(a,b)€R:

3. Lensemble des modeles possibles, c’est-a-dire 'ensemble des sets de prévisions possibles ¥ a partir
d’observations x, est donc 'ensemble des vecteurs de la forme ¥ = ax + b1 quand (a, b) décrit R?.
Cet ensemble des modeles possibles est donc le sev de F de R" donné par : F = Vect(x,1). D’apres
2., résoudre le probléme de I'ajustement, cest trouver ¥ tel que ||y —x||* = rglellgl ly —v||*. De thm.

6. du chapitre 15 Géométrie euclidienne, on tire le thm.1 qui suit :
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BThéoreme1 .................................. [ Existence et unicité de la droite des moindres carrés |

1. Il existe une unique droite d’équation y = ax + b minimisant la quantité EQM(a,b) (Déf. 4).

2. Les nombres a, b sont les coordonnées sur la base (x,1) du projeté orthogonal de y sur le plan
F =Vect (x,1). En particulier :
Sy Sxy

=Tr,,— =
Vs, s2

a

3. Cette droite est appelée droite de régression, ou droite des moindres carrés, puisque toute
autre droite a un EQM qui lui est strictement supérieur.

4. Elle passe toujours par le point moyen du nuage G(x,y) (Déf.12), donc b =y —ax.
5. L’équation de la droite de régression est donc :

Sy . .
Y= rx,ys_(x_x)+y-

X

G) Recherche de lois approchées par changement d’échelle
Cas pour lesquels un ajustement affine est envisageable apres changement d’échelle :

1. Modeles linéaires du premier ordre. (qui sont quasiment universels en premiere approche), la
Y =AX+B

. . _ Ax . s . N
relation est du type : y = Ce™”, qui équivaut a : X=x,Y=Iny,A=A,B=InC

B Exemple 1.

Evolution de la population mondiale depuis 1900 :

Evolution de la population mondiale
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Année

On peut ajuster ces données a un modele malthusien (c¢f. fiche Dynamique des populations) :

y=0.01381x —18.97 Coeff. de Corrélation : 0.99
7000

6x 103
6000 -

4x10% 5000

3x103 4000

3000 -
2x103

2000 -

1900 1920 1940 1960 1980 2000 1900 1920 1940 1960 1980 2000

2. Relations allométriques. (pour des grandeurs dimensionnées) : On soupconne un lien du type :
y = Cx%, ce qui équivaut a
Y =AX +B
X=Inx,Y=Iny,A=a,B=InC
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B Exemple 2.

Corrélation entre la masse corporelle M (en kg) d’especes de mammiferes et celle m. de leur cerveau (en
g).

6000

5000 A
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Cerveau (g)

2000 A

1000 -

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
Poids (kg)

Les données sont tres dispersées (recensées sur 23 especes allant de la souris (0,02 kg pour un cerveau de

0,4¢g) a I'éléphant d’Afrique (7 tonnes environ pour un cerveau de 6kg)). En passant aux logarithmes, on
voit que 'on peut tenter un ajustement affine :

y=0.75x+2.11, r=0.95

103 -

102 -

Cerveau (g)

101 4

100 -

102 1071 100 10! 102 103 104
Poids (kg)

duquel on tirerait : m, ~ 8.25 x M3
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