
PREPA CONCOURS Feuille de calcul no 10 Durée : xxxx min.
10. xxxx

Inégalités

[Q1.] Montrer que pour tout réel x > 0 ln x ≤ x − 1.

[Q2.] Étudier sur R+ le signe de x 7→ xe−x − 1

[Q3.] Montrer que pour tout entier k ≥ 2 :

∫ k

k−1

dt
t + 1

≤
1
k
≤
∫ k

k−1

dt
t

.

Études locales ou globales de fonctions

[Q4.] Soit a, b deux entiers et fa,b : x 7→ xa(1− x)b. Tracer les courbes de f1,1 et f2,1 sur [0, 1].

[Q5.] Soit n ∈ N, n≥ 2. Étudier lim
x→+∞

xn − ln x − n

[Q6.] Soit n ∈ N, n≥ 2. Étudier lim
x→0+

xn − ln x − n

[Q7.] Soit f une fonction définie sur I = R+ telle que :

∀t ∈ I f (t) ∈]0,1[ et t + 5=
1
4

ln

�

f (t)[2− f (t)]3

[ f (t)− 1]4

�

.

Montrer que lim
t→+∞

f (t) existe et vaut 1.
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[Q8.] Soit λ > 0, et ϕ : x 7→ eλ(x−1) − x .

1. Montrer que si λ≤ 1, ϕ s’annule une seule fois sur [0, 1] (commencer par étudier ϕ′′).

2. Montrer que si λ > 1, ϕ s’annule exactement deux fois sur [0,1] (commencer par prouver que ϕ′

ne s’annule qu’une seule fois en un réel α ∈ [0,1] que l’on ne cherchera pas à calculer).
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