Exercice 1

TD 1 : Nombres complexes

A prendre avec des précautions

L, 3460 (3+6)(3+4i) 9+30i-24  -15430i _
" T34 (3-4i)(3+4i) 9+16 25
: 3 1

2. zQ:e_”r/Gzcos<—g>—i—z’sin(—g):\2[—21'.
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3. 23: T = - - = = — — —
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5. 25 = <—2 + z\f> = (cos %” + isin 2{)3 = cos(27) + isin(27) = 1.

3. z3 =4+ 4.

Donc

4. 2z =3 —1i.

|z4| =

21| = 2, arg(z1) =m (ou —m, principal : ).

z1 = 2" |.

|z2] = 3, arg(zz2) = 0.

Z2:3€i0:3.

4
| 23| = \/m = 4/2, arg(zz) = arctan<1>

23 = 424

(V324 (-1)2=3+1=2,

arg(zy4) = arctan(

e

V3

1):_

T
o



Donc

2y = 2e”/6

4 s
|25] = 3 arg(25) = —5 (dans | — m,7]).

Donc

4 .
2= e /2,

6. 26 =cosae? ac]—mn], §eR.

Remarque : cosa € R peut étre positif ou strictement négatif.

0 si cosa > 0,
|26] = | cos a, arg(ze) = .
0+ m sicosa<O,
(on raméne 'argument dans | — 7, 7| si nécessaire).

Ainsi on peut écrire de maniére compacte

26 = | CcOS Oé| ei(‘9+1{cosa<0}7") .

En particulier, si I'on choisit 'argument principal arg(zs) €] — m, 7], alors
6 (mod 27) réduit dans | — 7, 7]

26 = | cosal e’ *8(#)  ou arg(zg) =
0 + 7 (mod 27) réduit dans | — 7, 7]

Exercice 3
Soita=1+1iet b=+3—1.

1. Formes exponentielles de a, b et ab.

Poura=1+7:

si cosa > 0,

st cosa < 0.

1
la| = VIZ 412 = V2, arg(a) = arctan<1> = % (argument principal € (—, 7]).

Donc
a=+2em*,
Pour b=+3—1i :

-1 T
bl = 3)2 —1)2=+/34+1=2 b) = t — ) =——.
= (V37 + (-1 = VBFT =2,  arg(h) = arctan( ) =~

Ainsi

Pour le produit ab, on additionne les arguments et multiplie les modules :
T T w
bl = la||b] = V2-2=2v2 b)=—— - = —.
bl = lallb) = V2 2 =22, arg(ab) =7~ 5 =

D’ou

ab = 2v/2 /12

On peut vérifier par le calcul :

ab=(1+i)(V3—i)=(V3+1)+i(V3—1).
R(ab) S(ab)



2. Valeurs exactes de cos(7w/12) et sin(7w/12).
En divisant I'expression exponentielle de ab par son module on obtient

gin/12 _ _ab (V3+1) +i(v3-1)

W2 2V2 '

En identifiant parties réelle et imaginaire :

71'_\/5—1—1 .o V3-1

COS —

S = s SIn — = .
12 2v/2 12 2v/2

On peut aussi écrire ces valeurs sous la forme plus courante :

T V6+V2 . W:\/é—\/?_

COSE = 1 N sin 12 1

Exercice 4

On écrit - W | |
1+i\/§=2(cos§+isin§) :26“T/3’ 1— V3 = 2¢e7i7/3,
Ainsi | |
(1 4 Z\/g)n _ 2n€7,n7r/3’ (1 _ Z\/g)n _ 2’rze—m7r/37
et

2= (1+iV3)" — (1 —iV3)" =2n (em’f/f“ - e*m”/?’) —on.9; sin(%) — jontl sin(%) .

On obtient donc une quantité purement imaginaire. Comme

§ sin=1,2 (mod 6),
nm
5111(?) = —§ sin=4,5 (mod 6),

0 sin=0,3 (mod 6),

on en déduit la forme exponentielle de z :

n=1,2 (mod 6) : z=2"/3e"/?
n=4,5 (mod 6): z=2"/3e "% (=2"/3e"/?),
n=0,3 (mod 6): z=0 (pas de forme expo.).

Exercice 5

On écrit /3 cosz + sinz = Rcos(x — ) avec

v3

R=1/(V3)2+12 =2, cos p = = o=

N =

. T
, sinp = —=.
6

L’équation V3cosz + sinz — v/2 = 0 devient alors

2cos<x— %) =2 = COS(CE— %) = \f :COS%.

Donc - .
—— =442k keZ
T3 1 +2kr (keZ),
d’ou
51 T
= — 42 =—— 42 7.
T= 1 +2km ou = 5 + 2km, k €




Exercice 6

On pose

S, = cos* O — sin? 0, S5 = cos® § — sin® 6.

On utilise les formules d’Euler

ez’@ 4 e—i@ ei@

cosﬁzf, sinf = ————.

1) Linéarisation de S; = cos?# — sin* 6.

i0 —ig\ 4
1/ . A _ ,
cost 9 — <e +e > B 7((34@9 44620 464 4210 €—4u9>’

2 - 16
i0 —if\ 4
— 1/ . . A ,
sint g = (e;) = — (4 — 4629 4+ 6 — 4720 4 =40

En soustrayant,

Lo 9 —2i0\ _ L 20 | —2i0) _
S4—E<8e + 8e >—§<e +e )— cos(20) |.

On aurait pu aussi remarquer que :

Sy = (cos? @ — sin? 0)(cos® 6 + sin® §) = cos(26) - 1

2) Linéarisation de S3 = cos®6 — sin® 6.

i0 4 ,—i0\ 3
1/ o , . .
cosP O — (e +e ) _ §(63Z9 4360 4 30— 4 6—319)

2

De méme,

= | Sy =cos(20) |

= %(COSBQ—FBCOSG).

0 _ —if\ 3 1 , , . , 1
sin® 0 = ((32'e> = <€310 — 3¢ 4 37 — 67319> =1 (3 sin § — sin 39).

—81

)

Donc

1 1
3 . 3 . .
S3 = cos® f—sin” 0 = 1 (cos 3043 cos 0)—7 (3 sin 0—sin 39) =

Exercice 7

Par la formule de Moivre,

1=

(c0839+sin39) + Z(COSG —sin@)

(cost + isint)® = cos 5t + isin 5t.

En développant et en prenant la partie réelle,

cos bt = cos® t — 10 cos® tsin® t + 5 cos t sin ¢.

Or sin?t = 1 — cos?t. On obtient

cos 5t = cos® t — 10 cos® t(1 — cos® t) + 5 cost(1 — 2cos? t 4 cos? t) = 16 cos® t — 20 cos® ¢ + 5 cost.

cos(5t) = 16 cos®t — 20 cos> t + Hcost |.




Exercice 8

On a

1
j:—§+i—:cos—+isin—:ez?>

V3 2T 2T om
2 3 3 '

1) Forme exponentielle : |j =e 5 (son module vaut 1 et son argument est 27/3).

2) Puissances et somme :

Donc /3 3
o 13 1 V3
L+j+2 =1+ (—5+i0) +( )=o.

3) Pour tout n € N, montrer (1 + j)?"*1 = —j"*2, Or

B

.1 V3 T .. T i
1+j==-+4+i— =cos— +isin- =e’3.

2 2 3 3
Alors
. s - 27 . T
(1 +j>2n+l _ ez(2n+1)§ _ ez((n+2)?—ﬂ') _ _ez(n+2)% _ _jn+2.
Exercice 9
Soient 21, zp de module 1. Ecrivons
21 = €', 29 = P, u:#, v:aTJFB.
Alors
21+ 29 = €W (ei“ + eii“) = 2¢" cosu, 1+ 2129 = 1 + @1 = ¢ (e*“’ + ew) = 2¢" cosv.
Sicosv #0 (ie. 1+ 21290 #0),
g Atz 2¢" cosu | cosu cos 252 cR
14 2z129  2ecosv | cosv _Coso%rﬁ i
De méme,
1— 2129 = 1 — eilath) — v (e_w - e’”) = —2ie'Ysinw,
et sisinv # 0 (i.e. 1 — 2129 #0),
g A + 29 2¢W cosu _cosu . COs L;B e
— e - =11 =1 1 o
1—z129 —27e® sinv sinwv sin #

Remarque : si 1+ z129 =0 (resp. 1 — z120 = 0), la fraction Z (resp. Z’) n’est pas définie.



Exercice 10
1. Parallélogramme pour les modules.
lu+ v = (u+v)(ut+ov) = |u*+ [v]* +ut +av,

lu—v]? = (u—v)(w—=20) = ul*+ |v|* — ut — T

En sommant :

v+ Ju = vf? = 2(Juf® + [v?) |

1
2. Condition pour que o) 1.0Ona
14
’ T 1 e 4] = (1 - ul.
1—u

Ecrivons u = a + ib avec a,b € R. Alors
1+iuf=1-0)2%+a  [1—dwul®>=(1+b?2+d

L’égalité des modules équivaut & (1 — b)2 = (1 + b)2, soit b = 0. Donc u € R. Réciproquement,
siu € R, on a |l+iu|l =|1—1iu| donc la fraction est de module 1 (et le dénominateur est non
nul car u # —i).

—| =1 <= ueR |
1—u

‘l—i—iu

Exercice 11

e+ et = 2cos<a;b> eiaTH).

Ici cos(anb) = 005(5—4) > 0, donc
— im/6 | im/12 _ o ( & ) in/8
z=ce +e Cos 21 e .

Ainsi

arg(z) = — (mod 27) |.

il
8

2. Pour 6 € ]—g, %]
o zp =1+ e =2cos(8) e/2 avec cos(6/2) > 0, d'ot

0
arg(z4) = 3 (mod 27) |.

oz _=1-—¢¥=-2 sin(g) e0/2 = 2! sing‘ e ou argument ¢ dépend du signe de sin(6/2)
0
5~ g (mod 27), si 6 >0,
arg(z—) = < (indéfini), si0=0 (z-=0),
0 = :
B + 5 (mod 27), sif < 0.




Exercice 12

1) Solutions de 2" = 1. Ecrivons z = re?. L’équation impose ™" =1=r =1et ™ =1 =
nf = 2km pour k € {0,...,n — 1}. Ainsi les n solutions sont

2 = e 2mh/n (k=0,1,...,n—1)

2) Avec w = €™/ Somme géométrique :

n—1 1 — W
S = k— =0 1, w" =1).
Zw T—w (car w # 1, w )
k=0
S=0
Produit :
n-l -1 n(n—1) n(n—1)
P= H Wk = wzzzok — W T = Rt ezﬂ'(nfl) _ (_1)n71
k=0
P = (_1)n—1

Exercice 13

1) Résoudre 2z* =i.
. . (T . [N
On écrit i = ¢(Z+257) | Les racines quatriémes sont

,%-&-Qkﬂ (x| km
z=e' 1 :ez(8+2), k=0,1,2,3.

= {ezw/S’ ez57r/8’ 61971'/8’ 61137r/8}

1+iv3)*
2) Résoudre 2% = M
(141)3
On met le second membre sous forme exponentielle :

14+iV3 =23 = (1+iV3)t=16*7/3,
14+i=+v2e™* = (14i)% =2v2e5™4,
Donc . \
(1+Z\./§) = 16 ei(%_%) :4\/561%.
(1443 22

On cherche z = re? tel que 2° = 4v/2€/™/12. Alors

2

Ainsi les cing solutions sont

2 = V2el(&T5), £=0,1,2,3,4 |




Exercice 14
Posons y = z2. L’équation devient
y* —2(cos2a)y + 1 = 0.
Or e*%2% sont solutions, puisque (e*2%)2 — 2 cos(2a) e*?2? 41 = 0. Donc
2 e omi2a),

Il s’ensuit

z € {£e', £} |

Remarque. Sia =0 (mod ), on a (22— 1)? = 0 (racines %1 doubles) ; si a = 5 (mod ), on
a (22 +1)2 = 0 (racines 44 doubles).

Exercice 14 bis

1 —cos2
On utilise sin 2z = 2sinz cosx et sin?z = % .
3 1—cos2z 1
V3sinzcosz —sin’x = \gsinlr— y = §(COS2JJ+\/§SiH2:E— 1).

L’équation devient
cos 2z + v/3sin 2z = V2.

Or cos 2z + v/3sin 2z = 2cos(2x — %) Ainsi

2
2603(2x—g> =2 — COS<2$—§> ZTZCOS%.

Donc - -

20— —=4+—+2 Z

T-g 4+ kr (k€ Z),
d’ou

T s

x—ﬂ—i-lm ou x—ﬁ—l—kw,kez.

Exercice 15

1. Formule de la tangente demi-angle. Posons t = tan(%) (avec a € ]—g, o [) Alors

. 2t 1—¢t2
sing = ——= cosaq = ——
1+ 2 1+ 2
d’ou
2t 2tan(2
tana = = (2)

1—t2  1—tan?(2)

2. Valeur exacte de tan g. En prenant a = 7 dans la formule précédente, on a

T 2t

1=tan— = = ?4+2%—-1=0.
R R +

Comme t > 0, t = —1 + /2. Ainsi




3. Résoudre (v/2 —1)cosx +sinx = —1. Ecrivons Acosz + Bsinaz = Rcos(z — ) avec

B
A=V2-1, B=1, R=+A2+B2=1/4-2V2, cp:arctanzzarctan(\/?+l):

Donc

Ainsi

1
Rcos<$— 3;) =-1 <— cos<:17— 37r) =—— = —cosz.

~3)

soit finalement

Exercice 16

1. Soit u de module 1 et d’argument 6 €] — 7, 7]. On écrit u = €. Alors

Donc

8 R 8

+2kn (keZ),

x:—z+2k’7r ou :CZ%T—I-QIWT, keZ |

2

14w — 2 (6_2’9/2 n €¢9/2> _ 2COS§ ¢i0/2,

1= /2 (e—w/2 B ei6/2> _ o Sing G0/,

0 6
|1+u|:2)cos§ ) |1—u|:2‘sin§‘
Pour les arguments (quand le nombre n’est pas nul) :
0 .
ara(l +u) = { 2 (moc'l 27), b? 0 e (—mm),
indéfini, sif=n (1+u=0).
%—g (mod 27), sif >0,

4+ 7 (mod 27), sif<0.

arg(l — u) = < indéfini,

sif=0 (1—u=0),

2. Soit n € N. Simplifier :

(a) (1+cosf+isinf)". Comme 1+ cosf = 2coszg et sinf = 2sin cos?

o

Ainsi

o

Donc

1—idtané

1+ cosf@+isinf = 2cos—

2

0

2 20

0 ] 0 .
Ccos— —i—isinf) = 200s§ ei/2,

2 2

0
(14+cosf +isinh)" =2" cos”i e

- nb
v

= 2" cos" = cos — + i sin —

(o +ismy

)

1+itané

L+it  (1+4at)>  1—¢

i

2t

n
> , B0¢€ }—%,g[ Posons t = tan 6. Alors

= cos(26) + isin(26) = €',

1—it

1+t2 1+ ¢2

11+t2

(

1+itané
1—itan@

) = 2" = cos(2n0) + isin(2nh) |

3T

3



Exercice 17

Soit Sy, = (14+14)" 4+ (1 — )" avec n € N.
1) S, est réel. Onal+i=1—1,donc (1+4)" = (1—1)". Ainsi

Si= 0+ + 10— =(1—i)"+(1+i)"=5,,

d’ou S, € R.
2) Développement. Par la formule du binome,

1+£i)" = zn: (Z) () = S,

k=0

I
3
(=)
N
> 3
N———
—~
<.
Eo
+
—~
L
~—
By
~—

Or i¥ 4 (—i)¥ = 0 si k est impair et = 2(—1)* si & = 2m. Donc

3) Forme exponentielle de S,,. Comme 1+ i = V2emtet 1 —i= \/56477/4,

Sp = (\/5)"(6“”/4 + eiim/4> =on/2. 2c05(%) )

S, =2 PR cos(%r)

4) Somme combinatoire. En comparant (2) et (3),

Ln/2]

2 kzzo (—1)* <;€) - 2%+1COS(%>.

Ainsi

10



