TD 2 : Fonctions

a prendre avec précautions

Exercice 1

1 —cosx

1) fl(.f) = W en a = 0.
1—cosx~$22, tanz ~z (z —0)
donc
f@) ~5 | = [lm @) =0]
2) fo(x) = 1(7:__“;8):5 en a = % La fonction est continue en 7/4, ainsi
1+ 4 8 . 8
fg(x)NMZW(QjL\@) - xggl/4f2($):@(2+\/§) .
3)
L VE-l _ VE-l o gm ]
fale) = 24+2x -3 (z—1)(x+3) (z-D@+3) | (Vz+1)(z+3) (@ #1)-

Vers z —1:

1 1 1
f3($)—>m—§ ; fs(ff)’vg :
Vers =z —2:
1 V2-1 1 V2-1
. — = s ~ =
fs(x) Vit1)-5 5 f3(x) 53+ 1) 5
Vers =z — 400 :
fol) 1 1 lip_fs(2) =0
7) = ~ im z)=0 |
’ Vet 1)(z+3) 232 [ rrpoo 13
4) fi(x) =V 22+ V2" +1—2v2 en a = +oo.
Vat+1=2%/1+ 4 =2%+0(1),
donc le terme sous le radical vaut 222 — xv/2 + o(1) et
falx) ~ V22 = zEToo fa(z) = 400 |




5) fs(z) =sin(l —cosz) en a = 0.

2 2

1 —cosz~ =, sint~t(t—=0) = | fs(@)~ = |=] lim fs5(z) =0 |
2 2 z—0
Vzl+tz
6) folw) = ——— = eV en g = oo,
e
1 1
/72 /1l -
22+ =x4/1+ 2 —x+2 -I— <$>7
d’out
fo@) e || lm fae) = e/
Exercice 2
On considere (o
LG |
fl@)=< Ve +4-2 définie sur [—4, +o0].
8, z =0,

Continuité sur [—4,+o0o[\{0}.
Les fonctions = +— sin(2z) et  — /x + 4 — 2 sont continues sur [—4, +0o0|.
sin(2z)
De plus, vz +4—-2=0 <= z=0. Donc z — ———
P vr+4-2
particulier en x = —4, extrémité gauche de I'intervalle, ou le dénominateur vaut —2 # 0.
Etude en x = 0. Pour z # 0, on rationalise le dénominateur :

sin(2z)  sin(2z)  Vz+4+2  sin(2z)(Vr+4+2)
Ve+d-2 Va+d-2 Vz+i+2 @ ‘

est continue sur [—4, +00[\{0}, en

Ainsi

I
®

in(2 in(2
lim —S022) <lim sin x)> 2. <lim(\/x+4+2)) =1-2-4
z—0 /x +4 — 2 z—0 2z z—0

Or f(0) = 8. Donc f est continue en 0.

’ La fonction f est continue sur [—4, +oo|. ‘

Exercice 3

On considére la fonction
f(z) = cos(Vx).
Ensemble de définition. On doit avoir y/z défini, donc x > 0.

Df = [0,—1—00[ .

Dérivabilité sur |0, +oo[. Par composition de fonctions dérivables :

Fla) = —sin(va) - 5z = =B oo

sin(y/z)
2z

f est dérivable sur |0, +-o00[ avec f'(z) = —




Dérivabilité en x = 0. On regarde la dérivée a droite :

R (O .. cos(Vh)—1
T

Posons t = Vh, donc h =2, t — 0% :

cos(Vh) —1  cost—1

h 12
Or cost—1~ —%, donc
I cost —1 1
im = —=
t—0+ 12 2

Ainsi f est dérivable en 0, avec f/(0) = —1.

f est dérivable sur [0, +00[ , f/(0)=—3, f(z)=

Exercice 4
On considere
2z +1
Val+a+1
1) Image et bijectivité. Le dénominateur est strictement positif (discriminant < 0), donc
f est définie sur R. On dérive :

fR—=R, f(z) =

fla)=Qz+ )" +2+ )72 fa) =

Ainsi f est strictement croissante sur R. De plus,

lim f(z)= -2, lim f(z) =2,

T—r—00 T—r+00

et I'égalité f(x) = £2 est impossible (elle ménerait & —3 = 0). Donc

| T=Tm(f) =] -2, 2|

U

et f: R — I est bijective.
2) Propriétés de f~! et dérivabilité. La fonction f est C! sur R et f/(x) > 0 pour tout
x. Par le théoréme d’inversion locale, f~1 : I — R est O, strictement croissante, et

-y = our .
(f )(y)—f,(f_l(y)) pour y € [

3) Calcul de (f~')'(1). Résolvons f(z) =1 :

20+ 1

Va4 +1
Donc f~1(1) =0 et

=1 = 2e+1)?=2*+z+1 et 20+1>0 = 2=0.

= | (M) =55 =

o=




Exercice 5

On considére la fonction ch : Ry — R définie par
2 )
1) Bijectivité et dérivabilité de ch sur R;. On a

T

ch(z) = R4+ = [0, +o0].

e

ch/(z) = _T = sh(z).
Pour = > 0, sh(z) > 0, et sh(0) = 0. Ainsi ch est strictement croissante sur Ry. De plus,
ch(0) =1, wgrfoo ch(z) = +oo.

Par continuité et monotonie, I'image de R est

| Tm(ch) = [1,+00] |

Donc

’ ch: Ry — [1, 00| est une bijection ‘

Enfin, ch est C* sur R avec

ch’/(z) =sh(z) |

2) Dérivabilité de la bijection réciproque. Notons g = ch™! : [1, +00[— R, (g = arcch).
Pour y > 1, en différentiant I'identité ch(g(y)) =y :

1
sh(g

(¥))
Or, pour z = g(y), ch?(z) — sh?(z) = 1 donne sh(g(y)) = 1/ ch®(g(y)) —1 = /y2 — 1 (positif
pour y > 1). Ainsi

ch’(9(w)g'(y) =1 = J¢'(y)=

1
g€ C(1,+o0) et ¢'(y) = —= (y > 1).
y —_—
Eny=1,9(1)=0et
1
lim ¢'(y) = lim ———— = 400,
Jim, g () R o
donc g n’est pas dérivable en 1 (mais elle y est continue).
arcch : [1, +o0o[— Ry est continue, C'' sur |1, +o00|, arcch’(y) = Nk et n’est pas dérivable en 1.
y J—

Exercice 6

On pose u(z) = sin(3z). Prés de 0,

u(z) = 3z + o(x?).
2
Orln(l+u) =u— % + o(u?). Ainsi

(3?2 +o(z?) = 32 — 20% + o(a?)

In(1 +sin(3x)) = 3z — 5

In(1+ sin(3z)) = 3z — §x2 +o(z?) (DL,(0))




Exercice 7

On développe séparément les deux termes.
e Développement de (14 2)'/3 en 0 :

(1+2)Y3 =1+ to— %CL’Q + o(z?).

e Développement de cos(2x) en 0 :

cos(2z) =1— (232”)2 +o(z?) =1 — 2% + o(z?).
e En combinant :

folz) = (14 z)'/3 — cos(2z) = (1 + iz —$2%+ 0(1‘2)) — (1 — 2% + 0(x2)>.

fo(z) = Lo+ (2 - %)xg + o(z?) = tr+ 1@73:2 + o(z?).

fa(z) = %l‘ + 1@7962 + o(z?) (DL, (0)) |.

Exercice 8

On a
In(1 + sin(3x))

YT+ 2 —cos(2x)

Numérateur (DL, en 0). sin(3z) = 3z — 32° + o(23) et In(1 +u) = u — % + o(u?), donc

fa(x) =

(32)°
2

+ o(2?) = 3z — 93:2 + o(z?).

In(1 + sin(3x)) = 3z — 5

Dénominateur (DL2 en 0).
V1+x —cos(2z) = (1 + iz — %x2) - (1 - 2:62) + o(z?) = io+ %:f + o(z?).
Quotient (DL;). Cherchons f3(z) = a + bx + o(x). On impose
(a + bx) (%av + %xz) =3z — %1:2 + o(z?),

soit, en identifiant les coefficients de x puis z2

)

a 17 b 9 129
129
f3(z) =9 — o +o(z) (DL(0))




Exercice 9

On considére, pour n € N*,

1) Etude générale ( n > 1 fixé ).
(a) Domaine de définition.
On doit avoir 2 — 1 > 0, donc x €] — oo, —1[U]1, +o0].

| Dy =] =00, —1[U]1, +oo[ |

(b) Prolongement par continuité en 1.

Quand x — 1, 2" — 1 ~n(z — 1) et Va2 — 1= /(z — 1)(@ + 1) ~ V22 — 1. Ainsi
" —1 n(x —1)

lim ——— =

im ———— =
a—=1 /72 —1  2=142r —1

’ fn est prolongeable en 1 par f,(1) =0 ‘

0.

(c) Prolongement par continuité en —1 selon la parité.
Posons x = —1+ h, h — 0~. Alors

—2+nh+o(h), n impair,

o :{—nh+0(h), n pair, \/ﬁz (1—%)($+1)N\@\/jh_

Donc
lim f,(z) =0sin est pair| (prolongeable par f,(—1) =0),
rz——1"
tandis que
lim f,(x) = —o0 si n est impair| (non prolongeable).
rz——1"

(d) Limite en +oco. V2 — 1 ~ z, donc

fn(x) ~ ; — mn—l
1 n=1
l. — ) )
;v—1>I-lI-1c>o fn(@) {+oo, n > 2.

e imite en —oco. V- —1l~|z|=—x et 2" -1~ 2" dou fp(x) ~—x" .
Limit \/27 n 1 n Qob n—1

-1, n=1,
lim fy(z) = ¢ +oo, n pair (>2),

—00, n impair (> 3).

(f) Dérivabilité et dérivée. Sur D,, f, est C* et

() = nz" ' a(@" 1) | (n—1)a"t! - nz" !4z
n\T) = 22 _ 1 (1:2 _ 1)3/2 - (:132 _ 1)3/2
. z—1
2) Etude de fi(z) = ———
x?—1



Formes utiles. Pour z > 1 :

rz—1 rz—1
e = re—aan | Vari
Pour z < —1:
z—1 z—1
ho= e | Va+i

(a) Bijections. - Sur |1, 4o00[, la fonction h(z) = T
x
donc f1(x) = y/h(z) est croissante, avec lim,_,1+ fi(z) =0 et limy,_, 4o fi(z) = 1.

1 est croissante, & valeurs dans |0, 1[;

f1:]1, +o00[—]0,1] |
bij.

Par prolongement par continuité en z = 1 (valeur 0) :

fi: [1,—|—OO[—> [O, 1[ .
bij.

- Sur | — oo, —1[, h est encore croissante et h(z) > 1; alors —m est décroissante, avec
limg oo fi(z) = —1 et lim, , ;- fi(z) = —o0.

f1: - oo,—l[—b—ij.—ﬂ — o0, —1[ |

(b) Nombre de solutions de fi(z) =a selon a€R.

a ‘ #{x €Dy : fi(x) =a}
a<—1 1 (sur | — o0, —1])
—1<a<0]|0 (dans D;), mais a =0 a = = 1 si 'on prolonge
0<a<l 1 (sur |1, +o0l)
a>1 0

(c) Bijection réciproque de f; sur [1,+oo[. Pour y € [0,1],

rz—1 9 x—1 9 9 1
Y ) 4 -1 z(1—y7) Y i (W) 2




