TD 3 : Intégrales et équations différentielles

Solutions & prendre avec des pincettes (rédaction/justification etc.)

Exercice 1

Ler —1
1./ dz. Posons u = e® (dz = ). Alors
0 e +1 u
1 e e
—1 —1 1 2
| Gae= [ i pdu= [ (<) du
0 eT+1 1 u(u+1) 1 u  u+1

1 =z
1 1
/e dx:—1—|—21n<6+ )
0 €I+1 2

Donc

|
2. / L
L tt+1)

1 1 1 N /2 Lot
=-— =In- |
tt+1) t t+1 L HE+1) 3
w/4 :
3. / w&p. Posons u = cos? z (du = —2cos x sinz dz).
0 1+ cos*x
/4 cos zsin x 1 (' du 1 1 1 4
/0 1+cos2a ™" 2/1/21+u Q[H( +u)]1/2 23

V3
4. / xarctan z dx (intégration par parties). Avec u = arctanx, v/ =2 = v = z?
0

5 N
V3 22 V3 1 V3 g2
/ rarctanx dr = [— arctan x} — = / —dx.
0 2 0 2 0 1 + 372

2
T 1
Comme 177 =1 - 1422

— —|x — arctanx
5|

V3 3 7 V3 2t V3
rarctanrdr = — - — } —
0 2 3 2

5. On pose
I= /e‘w sin(bx) dx, a,beR.

(a) Premiére intégration par parties. Choisissons u = sin(bx), dv = e*® dzx. Alors
axr
du = bcos(bx) dr, v = — (si a = 0, la formule finale reste vraie et la preuve est immeédiate).
a

ax

e b
I = —sin(bz) — — ar bx) dz.
- sin(bx) a/e cos(bx) dz



Notons
J = /e‘w cos(bzx) dz.

Alors s

e b
I = —sin(bz) — —J. 1
- sin(bx) . (1)
(b) Deuxiéme intégration par parties (pour J). Cette fois u = cos(bz), dv = e** dx.

Donc du = —bsin(bx) dz, v = .
a
J = . cos(bz) + b / e sin(bzx) dx = . cos(bx) + éI (2)
a a a a

(c) Résolution du systéme. En reportant (2) dans (1) :

ax b azx b ax b e 2
=% sin(bz) — — <e cos(bz) + I> =< sin(bz) — 62 cos(br) — —1.
a a

a a a a a

Donc

et finalement

ax

azx e :
I= /e sin(bx) dx = m(a sin(bz) — beos(bx)) + C |,

Application a l’intégrale 5 :

w/2 2z /2 — 9T
/ ¢ sin(3z) de = | - (2sin(3z) — Beos(3z)) | =| D¢
0 13 13

0
1
6-/2(ix.
o z¢+x+1

24241 ( +1>2+( )2:>/ Qacta(% )
A T =\ — —_— —————— — ——=ar 1 .
2 2 24+r+1 3 V3

Ainsi

/1 7d$ = i[arctan(%g—'—1)}1 =
o 2H+z+1 /3 V3 0o 3vV3 [

1
7. / V1—a2dx. Avec x = cost, dr = —sintdt :
0

0 w/2 0(24)17/2
sint (—sint) dt = / sin2tdt = [E _ M} _
0 2 4 Jo

NS

/Olmdx:/w

/2

Exercice 2

On pose, pour tout n € N,



1) Calcul de Iy, I, I>.

w/2 po w/2
Ioz/ ldx = 5 I1:/ sina:da::,
0 0

w/2 7r/21_ 9
1'2:/ sin2xdac:/ Mda@: il .
0 0 2 4

2) Convergence de (I,,),>0. Pour x € [0,7/2] et n > 0, (sinz)"™ < (sinz)”. Donc
I+1 < I, : la suite est décroissante. Comme I,, > 0, elle converge.

‘ (I,) est décroissante et converge ‘

3) Relation de récurrence. Pour n > 0, intégration par parties sur I, o avec u =
sin"™z, v =sine = v = —cosx :
. 1 /2 /2 . 9 /2 ) . 9
Inio = [— sin" ! cosx} + (n+ 1)/ sin” z cos®xdx = (n + 1)/ sin” z(1 — sin® x) dz.
0 0 0

Ainsi

Lpo=(+ 1)L —(n+ ) Ips = | (0+2) Iy =+ 1)1, |

4) La suite a, = n 1, I,,_1 est constante. En écrivant la relation précédente avec I'indice
n—1:(n+1)+1 =nl,—1. En multipliant par I,

An4+1 = (n + 1>In+1fn =nl,_ 11, = a,,.

Donc (ay) est constante et, pour n=1,a1=1-I1-Ip =1-1-5 = 7.

nl,I,_1= g pour tout n > 1|

5) Limite de ([,). Comme I,,_1 > I, > 0,

nl2<nllh1== = I,<,/——>0.
2 2n n—o0

La suite étant positive, par encadrement, sa limite est donc O :

lim I, =0 |

n—o0

Exercice 3

On définit
F(z)= _ (x € R).

th 12+ 1

1) Domaine de définition. Le dénominateur vaut t* + ¢ +1 = (> + 1)+ 2 > 0 pour

tout ¢. Donc
20|
o . 1 .
2) Parité. La fonction ¢(t) = ———5—— est paire. Alors

ot 2 41

F(—z) = /_M o(t) dt = — /_m o(t) dt = — /:x o(u) du = —F ().

—x —2x



F' est impaire ‘

3) Tableau de variations. Par la régle de Leibniz,

_ 2 1 _ 1 — 222 — 142*
S 16zt 42+ 1 2t a2+ 1 (1624 H 42+ D) (2t a2+ 1)

F'(z) = (22) - 2 — ()

Ainsi sgn F'(z) = sgn(1 — 222 — 142*). Posons y = 22 > 0. Alors 1 — 222 — 142* > 0 <
-1+ V15 —-1++15
14 ’

. Ennotant a = /yo = 11

14y%+42y—1 < 0, dont la racine positive est yo =

on obtient

<0, l|z|>a,
Fl(){ =0, z==+a,

>0, |z|<a.

Donc F' décroit sur | — oo, —a/, croit sur [—a, o], puis décroit sur [o, +00[. Comme F est impaire,
F(—a) = —F(«). (On peut poser M = F(a) > 0.)
4) (a) Encadrement utile. Pour ¢t > 0 (ce qui suffira car on I'appliquera a t = 22 > 0),

1 1

L+t+12 >4 = 0< ———— < = |
EERE T 14t T 2

(b) Limites aux bornes de Dp. Pour |t| > 1, en appliquant ’encadrement précédent a

t:xz,

1 1 1
0< = < —.
T4+l (P2 +t241 7t
Ainsi, pour = > 1,
2x 2x
dt 1 7 1
< Fle) < /x 4 [ 3t3L Y a——

Par impaireté, la limite en —oo est également 0.

lim F(z)= lim F(z)=0 |

T—-+00 T——00

5) Valeur de F’(0) et aspect de la courbe. On a ¢(0) = 1, d’ou

La courbe est symétrique par rapport a l'origine (fonction impaire), passe par (0,0) avec une
tangente de pente 1, croit sur [—«, a] et décroit au-dela, avec lim F(z) = 0.

r—+o00
y
014 T //%
Lo |1 F(0.45299)
0.2/
| 1 I ; ¥
-3 N9 2 3
07 |
F(-0.45200) 1 | |
Ean



V15—1

Remarque : la valeur de a vaut 11> car on pourrait montrer que F(z) = G(2z) — G(x),

si on pose
1 t2+t+1> 1 ( <2t+1> <2t—1>)
G(t)=-1n + arctan| ——— | + arctan| —— .
=13 <t2—t+1 2V/3 V3 V3

Exercice 4

t
e
On pose pour t € R*: f(t) = 7 et pour z € R:

3 ot

3z e
Fz) = f(t)dt:/ ar

1) Régularité et variations sur R et R*. Sur chacun des ouverts R* et R* , I'intégrande
est continue ; par la régle de Leibniz,

F(z) =3 f(32) — fla) = — - & =

€3x ex e:r (€Qm _ 1)
; R S

X

x
Ainsi, pour z > 0, €2* —1 >0et 2 > 0= F(zr) >0;pourxz <0, e** -1<0etx <0
= F'(z)>0.

F est C' et strictement croissante sur R’ et sur R*.

2) Limites a l’infini et croissance asymptotique. Pour z > 0, comme f est croissante
(pour t > 1),

2
2¢ f(r) < F(z) <2x f(3x) = 2" < F(x)< 56333.
Donc
F
lim F(x) = +oo, lim (z) =400 |
T—+00 T—+00 T
Pour z < 0, on a
x t 1 x r _ 3z
OSF(m)—/edtS edt =5 ¢ 0,
32 || 32| /3, 3z a——oo
d’ou
lim F(z)=0 |
T——00
el —

3) Extension continue de g¢. Posons g(t) =

pour t € R*. Alors

¢
—1
e _ 1

li t) =1
tgl(l)g() tl—% t

(dérivée de €’ en 0). En posant g(0) = 1, on obtient

‘ g se prolonge en une fonction continue sur R ‘

4) Prolongement par continuité de F en 0 — détails.
On écrit
et 1 el —1
f =S =249, glt) = (t#0), 9(0)=1

La fonction g ainsi prolongée est continue sur R.




3z 3z dt 3x 3z
F(z)= f(t)dt:/ t+/ g(t)dt:1n3—|—/ g(t) dt.
x x x x
=In3

Théoréme des accroissements finis pour les intégrales (T.A.F.1.), appelé aussi théoréme de la
valeur moyenne. Si g est continue sur le segment [a, b] (avec a < b), alors

b
3¢ € [a,b] tel que / g(t)dt = g(&) (b— a).

Application.

e Siz >0, g est continue sur [z, 3z], donc
3x
[ a0yt =g(6) (32— ) = 209(&) pour wn &, € fo,30],
x
e Siz <0, on applique le T.A.F.I. sur [3z,z] (o0 3z < z) :

/3 " g(t)dt = g(ns) (x — 32) = — 2w g(ny).

X
Ainsi

3x x
| atat=— [ g~ 20q0).

T

En posant &, = n,, dans tous les cas

/?w g(t)dt =2x g(&) avec & € [min(z,3z), max(z, 3z)] |

Pourquoi &, — 0 quand x — 0 7 Comme &, est entre x et 3z, on a

|€2] < max(|x|,|3z|) = 3|z| — 0,
x—0

donc &, — 0. Par continuité de g en 0, g(&;) — ¢g(0) =1, et

3z
/ g(t)dt =2z g(&) — 0.

z—0
Conclusion. -
F(z)=1n3 +/ g(t)dt — In 3.
T xr—r

Ainsi F' se prolonge par continuité en 0 en posant

F(0)=1n3 |

Exercice 5

Sur I =] — 7, %[, on a cosz # 0, donc on peut diviser par cos® x. L’équation différentielle est

donc linéaire d’ordre un, homogéne, & coefficients continus sur I, et sous forme normalisée.

On détermine une primitive de x +— ijggg , qui est par exemple x —

052 Ainsi, par théoréme

de Cauchy linéaire ’ensemble de solutions est | la droite vectorielle dirigée par x — exp ( — m) .




Exercice 6
On résout sur I =] — oo, —1[, J =] = 1,1[ et K =]1,+00] :

2 r+1

1—2%)y —2 1= f— = - .
(1—2%)y y+x+ 0 <= vy T2V .2

L’équation différentielle est donc linéaire d’ordre un, a coefficients continus sur I, J et K, et
sous forme normalisée.

On décompose
2 1 1

1-22  1-2 1+2

2 1 1 1

On peut donc choisir comme facteur intégrant

donc

—x
+x

)_ 1—z
14z

Sur chacun des intervalles I, J, K (ou le signe est constant), on prend simplement

u(x) = exp(ln i—i

_1—:1:
142

() (tout multiple non nul conviendrait).

Alors, par la méthode de variation de la constante

( )/_ ;o 2 . 733'4—1 _ 1

En intégrant :

1
wx)y(z)=-Inll+z|+C = y(m):li_i((}'—ln|1+x|)

Cette formule décrit la solution sur chacun des intervalles I,.J, K (avec des constantes C
éventuellement différentes sur chaque intervalle).

Exercice 7

On considére, pour = # 0,

2z 1 2
Y (2) +y(r) = ——— = ¥(2)+ —y(r) = ——.
(@) + 3le) = e = @)+ o) = e
C’est une équation linéaire d’ordre 1 (sur | — oo, 0] puis sur ]0, +oo[). Un facteur intégrant est

pu(x) = (car p//p=1/z). Alors

2z
(@) = = =

2z
xy= [ ————
2 +1 Y / Va2 +1
Ainsi, sur chaque intervalle | — 0o, 0 et |0, +00],
2vVzi+1 C
sy =221 O

T T

de =2vVz2+14+C.




(La constante C' peut étre différente de part et d’autre de 0.)

Existe-t-il des solutions sur R ? Pour qu’une solution soit définie sur R, elle doit étre C!
en 0. Or, preés de 0,

2V1+2?2+C  24C
y(w) = T o+ o).
x x
Il faut donc annuler le terme , d’ou C' = —2 (a gauche et a droite). On obtient la fonction

() 2(V14a22-1) 2
e @ S VIt+a? 41

qui se prolonge par y(0) = 0. Cette expression est C! sur R et, pour tout z, vérifie zy/(z)+y(z) =

x
vz +1

(on peut vérifier par dérivation directe).

Il existe une unique solution C* sur R:  y(z) = ————— (avec y(0) = 0).

Exercice 8

On cherche, pour chaque équation, la solution générale, puis la solution vérifiant y(0) = 3/(0) = 0.
1) ¢ =3y +2y=—x—1.

Eq. homogéne : 12 —3r+2=0=r = 1,2, donc y,, = C1e® 4+ Cye?®. Particuliére Yp = axr+b

Cy = 3yn + 2y, = (2a)z 4+ (20— 3a) = —z — 1= a=—3, b= —3. Ainsi
1 5
y(x) = Cre® + Coe® — 5T

Conditions initiales : {

2) y" — 2y + 5y = 3+ sin(2x).
Eq. homogéne : 2 —2r +5=0=r=1+2i, y = ex(Cl cos 2z + Cy sin2x).
Particuliéres :

yp,1=C=>5C=3:>C:%, Yp,2 = acos 2z + bsin 2z.

En substituant, (a — 4b) cos 2z + (4a + b) sin2z = sin2z = a = 1+, b= 7. Donc

3 4 1
y(x) = e"(Cy cos 2z + Cysin 2x) + R + 17 €08 2x + T sin 2z.

y(0)=Ci+ 2+ 3 =0,
/(> 5 17 éClz—%,ng%.

Conditions initiales : 5
y(0)201+202+ﬁ:0

71 61 3 4 1
ya(z) = €x<_85 cos 2z + msinQaz) + 5 + 1—7c052x+ 1—7811123: :




3) " —4y +4y = 3ze?®
Eq. homogéne : (r —2)2 =0 = yj, = (C1 + Cox)e*. Posons y = €22, Alors (D — 2)%y =
e?2" = 3ze* = 2 = 3z. On peut choisir z, = %x?’, donc y, = %:c?’e%

1
y(x) = (C1 + Coz)e®® + 51'36296.

1
e

ys(z) = 5

4) " +y=sindz.

On écrit sindz = %sinx — % sin3z. Eq. homogéne : y, = C; cosz + Cysin .
Particuliére pour %sinx (résonance) : essayons yp1 = ax cosz. Alors 95,1 +Yp1 = —2asinz,
donc —2a = % =>a= —%.

Particuliére pour —i sin3z (pas de résonance) : yp2 = Acos3z + Bsin3z = yg,2 + Yp2 =
—8(Acos3z + Bsin3z) = —1sin3z. Donc A=0, B =
Ainsi

3
y(x) = Crcosx + Cysinz — gxcosx—i— 3—28111395.

Cl:y(0)=C1=0,ety(0)=Co—2+35=0=Cy =

ya(z) = ﬁsmx—gazcosx—}—@sm?)x .

Exercice 9

On cherche les solutions sur ]0, +oo[ (& cause de Inz). Posons

r=¢ (t=Inz), Y (t) = y(eh) = y(x).

Alors / . ) Y)Y ()
Z/(ﬂf):;Y (t), Yy (x):T-
L’équation
22y — 2y = % +Inzx
devient, en remplagant x = e (donc e™! = 1/z et t = Inx),
Y'Y -2V =et 1. (%)

Résolution de (x). Homogéne : 2 —r —2=0=1r =2, -1,

Y, = 01€2t + Cge_t

Particuliéres :
Y}D’l:cte_t = Y”lf ’172}/;,7127306_1e = c:f%,
Yoo=at+b = Yy =Y ,—2Y,0=-2at — (a+2b) =t = a=—% b=1.
Donc
Y (t) = Cre®t + Coe™ — 1te_t - 175—}—1
3 2 4
Retour & . Comme e? = 2% ¢7? = 1/ et t = Inz, on obtient, pour z > 0,
Cy 1lnzx 1
Ch ——f——fl =
y(x) = 7 T 3 x na:+4




Exercice 10

On résout sur R* I'équation
22y + dzy’ + 2y = 1.

z
Changement de fonction : z = 2%y (donc y = —). Alors
x
;2 22 n 242 6z
LA R e R &

En remplacant dans 1’équation :

7 !/ /
9 2 4z 6z z 2z z
v <:c2_x3+x4>+4$<x2_x3>+2x2_1'

Les termes en 2’ et z se simplifient, il reste

2 =1
On intégre :
2
Z(x) =a+ C, 2(z) = '% + Chx + Co.
En revenant a y = z/2?,
1 G O
o2 > 0).
) =5+ 22 w0

Exercice 11
On considére (E): (x—1)y" —y —xy=0.
1) Recherche d’une solution f(z) = €. En substituant y = e** dans (E) :
e ((z — 1)a* —a — 7)) =0 <= a? — )z — (a2 +a) =0 (pour tout z).

Il faut donc a> —1=0et a>+a =0, dott a = —1.

f(z) = e est une solution de (E).

2) Changement y= fz=e¢ "z sur |1,+oo[. On a
y/ — efrp(z/ o Z), y// _ efx(zll o 22/ 4 Z).

En remplacant dans (E) et en simplifiant par e :

(x—1)(="-242)—(F—2)—22=0 < (z—1)" - (22 - 1)z =0.
Posons w = 2. On résout ’équation linéaire du premier ordre
20 — 1
/

w=20

r—1

‘e 2—1 _ 1 .
Puisque = = 2 + =5, alors

Intégration :
2x
— _ 2z o _§
z(x)—C/(x De*dx +Cy =C 5 <w 2>+CQ
Finalement,
—x _ T f § T __ T T §
y(x) =e"z(x) =Ce (2 4)+C’26 =Ae "+ Be <{L‘ 2),
ou A,B € R.

10



Exercice 12

1) Résolution de (E;): ¢" —4y=ax +b.
Homogéne : 12 —4 =0 = r = £2, y, = C1e** + Cye 2%, Particulicre :
yp = azx + B. Alors —4(az + B) =azx +b, dota =%, g = L.

b
y(x) = C1e% + Che 2" — %ZL’ 1

2) Résolution de (F2): y” —4y = a|z|+0b.
On résout sur | — 0o, 0] et [0, +oc[, puis on recolle en imposant y € C1(R).
Sur [0, 4o00[ (|| = x) :

yi(z) = Ae*® + Be " — %x —-—.
Sur | —o00,0] (Jz| = —x) :
2 -2z | @ b
y_(r)=Ce* + De 3”—1—11‘—1.
La condition y € C*(R) impose y_(0) = y4(0) et v (0) = y/,(0), soit
C+D=A+B,  —-C+D=-A+B+2

4
En fonction de A, B :

a a
C=A-S, D=B+-.
8’ "3

Ainsi, ensemble des solutions C? sur R est donné par

b
Ae%—{—Be—Q””—gm—ﬁ x>0,
y(z) = . o A BEeR.
A— D)2 B o2 e 2 <
( 8)6 + ( +8)e Rt z <0,

(La continuité de y et 3 en 0 assure que y”(0) existe et satisfait y”(0) = 4y(0) + b.)

11

on cherche



