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Systèmes linéaires

Notations
• K = R ou C.

• n : nombre d’équations.

• p : nombres d’inconnues dans K,

notées x1, ... , xp

• r : rang du système.

i Les 3 formes de présenta-
tion d’un système

a) Forme complète standard . . .

Soit (S) un système linéaire de n équa-

tions p à inconnues

a1,1x1+ ... +a1,pxp = b1
.
.
.

.

.

.

.

.

.

· · ·+ ai ,jxj + ... = bi
.
.
.

.

.

.

.

.

.

an,1x1+ ... +an,pxp = bn

a. ai ,j : coe�icients dus système.

b. b1, ... , bn : le second membre.

c. A Le second membre ne contient ja-
mais d’inconnues : on commencera

toujours par présenter un système

sous forme complète standard avant

de le résoudre.

b) Forme matricielle . . . . . . . . . .

(S) se réécrit matriciellement :

(E) AX = B

a. A = (ai ,j) ∈ Mn,p(K) : matrice du

système.

b. X = (xj) ∈ Mp,1(K) : colonne des

inconnues.

c. B = (bj) ∈ Mn,1(K) : colonne du

second membre.

c) Forme réduite . . . . . . . . . . . . . . .

On omet l’écriture des inconnues et des

opérateurs : (A|B).

Rem.1

a. Adaptée pour appliquer un pivot par-

tiel ou total.

b.
�� ��T1> Il faut savoir passer d’une des trois

formes à une autre.

ii Généralités
a) Définitions . . . . . . . . . . . . . . . . . .

[Solution] Déf.1

a. Une solution de (S) est une p-

liste (x1, ... , xp) vérifiant (S).

b. Résoudre (S), c’est donner

toutes les solutions de (S)

[Compatible] Déf.2

a. Le système (S) est dit compa-

tible si il admet au moins une so-

lution.

b. Sinon, (S) est dit incompatible.

[Équivalents] Déf.3

Deux systèmes linéaires sont dits équi-

valents si ils ont les mêmes solutions.

iii Cas des systèmes 2× 2

a) Déterminant . . . . . . . . . . . . . . . .

a. Donnée. Un système 2× 2 de forme

réduite :

(S2)

(
a b u
c d v

)

b. Déterminant du système. Le

nombre ∆ := ad − bc. C’est le

déterminant au sens des matrices de

la matrice du système.

c. Notation. Si A =

(
a b
c d

)
son déterminant est noté det(A) ou∣∣∣∣ a b
c d

∣∣∣∣

[Formules de Cramer] Thm.1

a. Le système (S2) a une unique so-

lution si et seulement si son dé-

terminant ∆ est non nul. Dans

ce cas, son unique solution est le

couple (x , y) qui se calcule par

les formules de Cramer :

x =

∣∣∣∣ u b
v d

∣∣∣∣
∆

y =

∣∣∣∣ a u
c v

∣∣∣∣
∆

b. Si ∆ = 0, le système est incom-

patible, ou admet une infinité de

solutions paramétrées par une

des inconnues (la variable libre

du système).

Rem.2�� ��T2> Approche particulièrement adaptée

a. à la résolution de systèmes 2 × 2 à para-

mètres.

b. ou à la détermination des constantes dans

la résolution d’une srl2 ou une edl2.

c. Formules faciles à retenir : on remplace au

la colonne des coe�icients de l’inconnue

qu’on calcule par celle du second membre.

iv Méthode du pivot partiel
a) Pivot . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Donnée. Un système linéaire de forme ré-

duite : (A|B).
Lignes du système. Une ligne complète de

la forme réduite s’appelle ligne du système (elle

correspond à une équation sur la forme complète

standard). La i-ème ligne se note `i .
Pivot d’une équation. Notion qui ne

concerne que A et pas B .

[Pivot] Déf.4

Le pivot de la ligne i du système :

a. N’existe pas si la ligne i de A est

nulle.

b. Sinon c’est le premier coe�icient non

nul de la ligne i . Dans ce cas le nu-

méro de la colonne de A portant ce

pivot s’appelle indice du pivot.

Par exemple :

a. Le pivot de la ligne (0 0 0 0 | 13) n’existe

pas.

b. Le pivot de la ligne (0 0 −2 1 | 1) est −2,

son indice est 3.
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b) Opérations élémentaires . . . .

Opération élémentaire Notation
(i 6= j )

O1. Échange de deux lignes `i ↔ `j
O2. Multiplication par un `i ← α`i
scalaire non nul

O3. Combinaison linéaire `i ← α`i + β`j
de deux lignes

[Équivalence par opérations élémentaires]
Thm.2

Les opérations élémentaires préservent

l’équivalence tant que toute ligne apparais-

sant éventuellement de part et d’autre du

symbole← apparaît avec un coe�icient non
nul.

Exemple Préserve l’équivalence?
`1 ← `1 + α`2 oui pour tout α
`1
•
← α`1

•
+ `2 oui pour tout α 6= 0

c) Méthode du pivot . . . . . . . . . . .

Indispensable

[Système échelonné en lignes] Déf.5

Un système linéaire de n équations (A|B)
est dit échelonné si il existe un entier

r ∈ {0 ... n} tel que :

a. Les r premières lignes de A sont non

nulles.

b. Les n − r lignes restantes de A sont

nulles.

c. La suite des indices des pivots des

r premières lignes est strictement

croissante.

Exemples. Valeurs de n, p, r .

= 0 pivot•

Système échelonné dans chaque cas?

•
•

•
• •

•
•

oui non oui oui

(4
↑
n

, 5
↑
p

, 2
↑
r

) (4, 5,≥ 2) (3, 3, 2) (3, 3, 1)

[Pivot partiel] Thm.3

Tout système linéaire est équivalent par opé-

rations élémentaires à un système échelonné

en lignes.�� ��T3> En pratique on applique l’algorithme sui-

vant, illustré ensuite sur un schéma.

Début

Forme réduite

1. Il y a des

lignes nulles ?

les me�re à la fin par op. élem. O1 (a)

•

2. il y a des

lignes non nulles ?

Remonter en tête une ligne d’in-

dice de pivot minimal (•) par (O1)

Faire apparaître des zéros sous
le pivot par op. élém. O2/O3 , (b)

•

Répéter 1. et 2. tant qu’il

reste des lignes non nulles sur

le sous-système généré, (c)

Fin

oui

oui

non

non

(a)→

•

(b)→

•

(c)→

•

...

•
•
•

d) Rang . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

C’est la partie la plus importante

[Invariance du rang - Rang] Thm.4

Le nombre de pivots dans toute forme éche-

lonnée équivalente à un système (A|B)
donné est toujours le même, et ce, quelles

que soient les opérations élémentaires ap-

pliquées pour échelonner (A|B). Ce nombre

s’appelle rang du système (A|B).

�� ��T4> Pour les systèmes à paramètre :

a. On résout en échelonnant.

b. AOn évite de choisir un pivot dépen-
dant du paramètre

c. On discute suivant les valeurs du rang

pour la remontée.

[Inégalités sur le rang] Thm.5

Pour un système de taille n, p le rang r vérifie

r ≤ n et r ≤ p. En particulier, si r = n : le

système a au moins une solution, et si r = p,

le système a au plus une solution.

[Nombre de solutions] Thm.6

Soit (A|B) un système linéaire et

S l’ensemble de ses solutions. Alors

Card S ∈ {0, 1,∞}.

v Résolution des systèmes
échelonnés

[Inconnues principales] Déf.6

Soit (A|B) un système échelonné, r sont

rang.

a. Les r inconnues correspondant aux

colonnes portant les pivots sont ap-

pelées inconnues principales.

b. Les p − r autres inconnues s’ap-

pellent variables libres ou inconnues

secondaires, ou inconnues non prin-

cipales.

c. Les n− r lignes ne portant aucun pi-

vot s’appellent équations de compa-

tibilité.�� ��T5> Remontée d’un système échelonné

a. Si une équation de compatibilté n’a pas de

solutions, le système est incompatible. Si-

non il est compatible.

b. On résout en remontant les équations de

la dernière vers la première, et on exprime

les inconnues principales en fonction des

variables libres.

c. On présente l’ensemble des solutions S
le cas échéant sous forme canonique :

S = {u0 + t1u1 + · · ·+ tp−rup−r ti ∈ K} .
Dans ce�e écriture :

• u0 est une p−liste ne contenant que

des constantes (u0 = (0, ... , 0) si le

système est homogène).

• t1, ... , tp−r sont les p − r variables

libres du système (et donc S est un

singleton quand r = p).

• uk est une p − liste ayant toujours

un 1 en position égale au numéro de

la variable libre tk (p.ex : si t3 = x4,

il y a un 1 en position 4 dans u3).

[Système de Cramer] Déf.7

C’est un système carré (c’est-à-dire pour

lequel n = p) et ayant une unique solution :

n = p = r .
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