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Espace K’

Espace K"

e K=RouC. teurs. P. ex, (u1, ..., up) sont p vec-
e Un vecteur est noté par une teurs (et pas les p composantes
lettre latine minuscule grasse d’un vecteur u).
. (x,y,u,v..) e La matrice des coordonnées cano-
Notations e Ses composantes sont notées par nique d’un vecteur est notée en
la méme lettre non grasse indi- remplacant les minuscules par des
cée par un entier (xi, x2,... ou majuscules (X, Y, U, V... pour
Vi, Y2, ...) resp. X, y, u, v).
o 2 Attention : familles de vec- o (*) signifie : terme a connaitre.
1 A VISUALISER. A MEMORISER 11 DEFINITIONS ET CADRE g’;,/'ftzce dun systéme de vecteurs]
2 Fondamental pour ne pas confondre A) VECTEURS ..................... Si F = (ug, ..., up) est une famille p

vecteurs de K”, la matrice de la famille

lignes et colonnes dans la lecture d’une ma- PP .
& Z est par définition la matrice

trice surtout pour les applications linéaires.

i [Espace numérique K" | Déf.1 A= Mat(F) = (U1 Up) € Mnp(K)
A) CHEZ LES SYSTEMES LINEAIRES . K':={(x1,....xa), x €K, 1<j<n}.
. ) > . ou U; est la matrice des coordonnées de
Le  scalaire  Xx; s’appelle  j J e
Ligne — équation éme composante® du vecteur u;j (on a donc concaténé les colonnes U;).
X = (X1, .0\ Xn)- Exple.1 |
Une équation linéaire | Sa matrice (A|B) a. lamatrice de %, est la matrice uni-
=H [ | té/identité /,.
[Base canonique] Déf.2 b. Soit uy = (1,0,0,1), up =
, . , (2,0,1,0),etuz = (1,1, 1, 1) trois
. R . C’est la famille de n vecteurs notée " !
Un systéme linéaire | Sa matrice (A|B) B. = (e1 en) ol les vecteurs e; vecteurs de C*. La matrice du sys-
EEEE—N L [ [ [ ]| T 1 téme de vecteurs (u, uz, u3) sur la
=l ] sont définis par :
base canonique est
ej=(0,...,0,1,0,...,0). " w u
B) CHEZ LES VECTEURS ........... P o0
1 2 1
Ainsi, pour x = (xi, ..., Xa) € K" quel- A=([0 0 1
Colonne — vecteur conque : X = xi€1 + - -+ + Xp€en. 0 1 1
Un vecteur Sa matrice X 1 0 1
x € K" (des coordonnées) ,
X = C) RESULTAT ESSENTIEL EN CALCUL
<~ B) MATRICES DE VECTEURS .......
— Mat
X= 0 [Combinaison linéaire de vecteurs]
Déf.5
. . [Matrice d’un vecteur x € K"] Déf.3 Soit # = (u1,...,up) un systéme de
Un systéeme de Sa matrice A . n . p vecteurs dans K" dont la matrice
Six=(x1,...,xn) € K", la matrice de ‘
vecteurs .% = (uy, up) . . des coordonnées est A € ., ,(K). La
x sur la base canonique, ou matrice des o S
A =N ) . * combinaison linéaire
_ NG | coordonnées canoniques™ de x est par
u) _MEEE Ma(z) B définition : " .
uz2 = [ ’ x = Aur+... \pup € K" () : scalaires)
X1 , .
a pour coordonnées canoniques la ma-
c) ’CHEZ LES APPLICATIONS LI- X =Mat(x) = | 1 | € Ani(K). trice X ol :
NEAIRES .......... ... . x
n )\1
e —>equatlons/no.yau. Le scalaire x; s’appelle la j-éme coordon- X=AxN et A=|": (1)
Colonnes — vecteurs/image née canonique™ de x (C’est aussi sa j-éme \
Voir la fiche consacrée aux applications composante). P
linéaires. d’apres les régles du produit matriciel.
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Rem.1 I

a. E Ce résultat est ultra-utile. Il fait la

liaison entre le calcul vectoriel et le calcul
matriciel : il permet donc de matricialiser
les problémes géométriques.

b. Si A est la colonne nulle, la combinaison
linéaire est dite triviale™.

c. Si AA est la colonne nulle, la combinaison
linéaire est dite nulle*.
Exple.2 I En reprenant les vecteurs
u;j de 'exemple précédent, les coordonnées
canoniques du vecteur

x=um—uz3=1-un+0-p+(-1) us

0
-1
-1

0

X =

= O O =
oL ON
e

X

(==}

|

Donc x = (0, —1,—-1,0)
Exple.3 I Dans K? : x = Ai(a, b) +
X2(c, d) a pour coordonnées :

n(0) e (5) =6 8- ()

111 FAMILLES GENERATRICES

A) SEV ENGENDRE

[Vect] Déf.6

Vect(.Z) est le sev constitué de toutes
les combinaisons linéaires des éléments
de .%. Tout sev G contenant .# contient
carrément Vect(.%). Clest faux si G
n’est pas un sev.

B) FAMILLE GENERATRICE

Déf.7

(:F) est génératrice d’un sev F de K" si
F = Vect (F).

[Famille génératrice d’un sev]

[Appartenance a un Vect] Thm.1

a. u € Vect (F) ssi le systéme
(A|U) est compatible, ol Aest la
matrice de (%).

b. Les équations de compatibi-

lité de ce systéme de second membre
u € K" quelconque donnent des
équations de F.
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Rem.2 I Les opérations suivantes sur
une famille génératrice .# d’un sev F pré-
servent son caractére générateur :

a. Renormaliser les vecteurs de .%.

b. Virer les vecteurs qui sont combinai-
sons d’autres vecteurs de la famille.

Thm.2

la famille .# est génératrice de K" ssi
rang(A) = n, ou A = Mat(.%).

[Familles génératrices de K" ]

Rem.3 I En particulier, toute famille gé-
nératrice de K” contient au moins n vecteurs.

c) SEv pe K"

[Sev de K"] Thm.3

a. L’ensemble des solutions d’un
systéme linéaire homogeéne de p
inconnues dans K est un sev de
K",

b. Tout Vect est un sev.

Rem.4 | Ainsi, toute matrice a p co-
lonnes fournit un sev de KP en la lisant en
lignes, et toute matrice A a n lignes fournit
un sev de K" en la lisant en colonnes.

IV FAMILLES LIBRES

[Famille libre - liée] Déf.8
Une famille .% vecteurs de K" est libre
si la seule combinaison linéaire nulle de
ses vecteurs est la combinaison triviale.
Autrement dit avec les notations de (1),
siona:[AXxA=0]= [A=0]. Sinon,
la famille est dite liée.

Thm.4

la famille # = (u, ..., up) est libre ssi
rg(A) = p ou A = Mat(.F).

[Familles libres de vecteurs]

Rem.5 I

a. En particulier, une famille libre de K"
contient au plus n vecteurs.

b. Toute famille contenant {0} est liée.

c. Une famille d’un seul vecteur est libre
ssi ce vecteur est non nul.

d. 2 une famille de vecteurs deux a
deux non colinéaires n’est pas forcé-
ment libre!

v BASES ET DIMENSION

A) BASEs

[Base d’un sev de K" ] Déf.9
Si F est un sev de K", une base de

F est une famille % = (up...up)
de vecteurs libres de F et gé-
nératrice de F : Vect(¥) = F.
Ainsi Yue F 3l (Ar... X)) €KP
u=

Aug + - 4 Apup.
—_——

la décomposition de u sur la base &

Le sev {0} n’admet pas de base (Rem.5 b.).

[Bases de K" ] Thm.5
Une famille % de vecteurs de K" est
une base de K" si et seulement si A est
inversible, oi A = Mat(.%).
[Rigidité] Thm.6
Si F est un sev de K" de dimension d
et si .# posséde exactement d vecteurs,
sont équivalents :
a. % st une base de F
b. .F est génératrice de F.
c. % est libre.

Rem.6 I

On trouve une base d’un sev défini par des

équations en résolvant ce systéme d’équations et
en présentant ses solutions sous forme canonique.

B) DIMENSION

[Dimension d’un sous-espace non nul]
Déf.10
Soit F # {0} un sev de K" Toutes les bases
de F ont méme cardinal. Ce cardinal com-
mun se note dim F est s’appelle la dimension
de F.

Rem.7 | En particulier dim K" = n(valable
méme pour n = 0), et K = {0}.

C) DIMENSION ET INCLUSION . .....
Thm.7
Si F, G sont deux sous-espaces vectoriels de
K", alors :

a. FC G=dimF <dimG.

b F c G
: dimF = dimG

[relations inclusion-dimension]

= F=0G.
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