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Suites numériques réelles

e Prérequis 1: échelle de croissance

Notations
Rappels

des suites.

e Prérequis 3 : techniques de majo-

e Prérequis 2 : calculs avec o(1).

Suites numériques réelles

ration.

e Analyse de base pour I'étude de

tions.

I VOCABULAIRE COURANT

A) VOISINAGE

a. R:=RU{—00, +o0}

b. Voisinage de £ € R : tout intervalle
delaforme]l —¢,{+¢e,e>0.

c. Voisinage de +o0 : tout intervalle de
la forme ]a, +oo[ (a € R).

d. Voisinage de 400 : tout intervalle de
la forme | — oo, a[ (a € R)

111 CONVERGENCE

A) LIMITE

a. (un) converge vers £ € R < tout voisi-
nage de £ contient presque tous les termes

Déf.1
de la suite.

b. La limite est unique.

c. La notion de convergence est locale. En
particulier, il revient au méme d’étudier

fonctions et la résolution d’équa-

D) MINORATION - GENDARMES

[minoration] Thm.4

Si up > vn, asymptotiquement alors
Vp — +00 = Uup — +00

& Ne pas confondre avec les gendarmes, dont la
conclusion est la convergence de la suite!

[gendarmes] Thm.5

a. Sivy < up < wp asymptotiquement

et si (vn) et (wp) convergent vers un

la convergence de la suite (un) ou d’une
méme réel £, alors (un) converge vers

suite tronquée (Un+1), (un+2), etc. : elles
sont de méme nature et en cas de conver- L.
gence, elles ont toutes méme limite. b.

B) NATURE D’UNE SUITE

a. Nature d’une suite : convergente ou Si |un — £] < &, asymptotiquement

divergente. et si en = o(1) alors (un) converge
b. Monotonie d’une suite : croissante ou B) SUITES ADJACENTES ............ vers £.
décroissante ou rien de cela.
La forme a. sert notamment a I'obtention
c) PROPRIETE ASYMPTOTIQUE .. ... saui
[Suites adjacentes] Déf.2 d’équivalents. I

Deux suites (up) et (v,) sont dites adjacentes
si et seulement si I'une est croissante, 'autre
décroissante et u, — vy, = o(1).

Déf.1
Soit (Pn) une propriété dépendant d’un
entier n. La propriéte (P,) est asymp-
totique, ou aymptotiquement vraie,
ou locale, ou encore presque toujours
vraie, si elle vraie pour tout entier n
saufau plus un nombre fini d’entre eux.

[Ultra important]

E) SIGNE DE LA LIMITE

Siup — £,£ € R, € # 0alors (up) est asymp-
totiquement du signe de ¢ et non nul.
Sert a justifier que des suites sont asympto-

tiquement bien définies. Exemple: Si u, — 3 > 0,
asymptotiquement, il est pertinent de parler de
In(un)

Thm.2

Deux suites adjacentes sont toujours conver-
gentes dans R et de méme limite.

[des suites adjacentes]

Rem.1 I La plupart des théorémes
qui suivent demandent des conditions [convergence monotone] Thm.6
vraies  seulement  asymptotiquement. ) SUITES EXTRAITES ............. Si (un) est croissante, de deux choses 'une :
) a. Ou bien (un) est majorée. Dans ce
cas elle converge dans R. De plus, sa
. . limite/ € R:
[des suites extraites] Thm.3
11 BORNITUDE Soit £ € R. Sont équivalent 1) estun majorant de lasuite:Vn €
. . oit £ € R. Sont équivalents N <l
a. Le majorant, minorant, bornant a. (up) converge vers {. 2) est le plus petit majorant de la

d’une suite ne peut dépendre de la
valeur des termes de cette derniére.

b. 1) (u2n) converge dans R. suite : tout autre majorant M de

2) (u2nt1) converge dans R. la suite vérifie M > £.
Ou bien (up) est non bornée. Dans ce

cas elle diverge vers 4oo0.

b. (Un) est bornée & (|Un|) est majorée. 3) Leurs limites valent toutes deux b.

c. Toute suite convergente est bornée. L.

Revoir les techniques de majoration.

Thm.1

£ On voit souvent : «(up) est croissante majorée

Rem.2 | Par négation, (up) ne peut converger
par 2 donc (un) converge vers 2.»

deés lors qu’une des conditions 1.,2.,3. n’est pas vé-
rifiée.
Fournit un critére de divergence par néga-

[caractére asymptotique]
Si @ € {majorée,minorée,bornée, }, une suite
asymptotiquement e est e, puisque tout en-
semble fini est o, et la réunion de deux en-
sembles @ est e.

tion de I’équivalence. Fournit aussi un critére de IV PASSAGE A LA LIMITE

convergence si (u2p) et (u2p+1) sont adjacentes

puisque dans ce cas par b. est vraie. A) REGLE BASIQUE
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Avant de passer a la limite dans une relation
(Rn) dépedant d’un entier n :

a. Vérifier qu’elle est vraie asymptotique-
ment.
b. Apreés avoir fait n — +oo dans (Ry), il

ne peut plus rester de n dans la relation
(R)obtenue. 2,

Utile pour obtenir des renseignements sur la

limite d’une suite qu’on sait convergente.

B) DANS LES INEGALITES

[limite dans les inégalités] Thm.7

a. On peut passer a la limite dans une
inégalité vraie asymptotiquement.

b. Celle derniére devient large a limite
dans tous les cas, méme si elle était
stricte avant passage a la limite. &,

v EQUIVALENTS

A) FORMES INDETERMINEES : MODE
D’EMPLOI

0
2,00 — 00, —,0 X 00,00,1%°, c0l, 0% ...
00 0

[ Typ. Symboles mnémotechniques

Rem.3 I En réalité, ces formes sont toutes
des variantes de la premiére par composition avec
exp /In.

Rem.4 | Usage : p.ex, le symbole 0°° signifie
uy" avec u, — 0Oet v, — oo. Comme u,"
ennvn_ce qui est dans 'exponentielle est bien une
forme indéterminée.

Te> | Pour calculer une limite :

on applique les
opérations. Si on tombe sur une forme indéter-
minée, on léve I'indétermination en cherchant un
équivalent.

B) REGLES DE CALCUL SUR LES EQUI-
VALENTS

Les suites sont supposées non nulles asymptoti-
quement

a. up ~ Vp = up et v, sont asymptotique-
ment de méme signe.

, UnVp ~ ULV},
up ~ uj, /
b. =9 W

!
~
Vi ~ v, o

/
Vn
c. Sia € Rne dépend pasde net up, > 0
asymptotiquement :
up ~ vy = uf ~ v En particulier :

Up ~ Vp = \/Un ~ +/V¢.
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g W N =

d. Siu, — Letl # 0alors up ~ £ asymp-
totiquement

2 Les équivalents ne passent pas aux sommes, ni
aux In, exp

,‘,3; On n’écrit jamais up ~ 0

2 On ne mélange pas dans une experession ~ et
o(1).

On obtient un équivalent de u, en:

a. Atomisant ['expression en expressions
compatibles avec les opérations (produits,
quotients, puissances) pour simplifier.

b. Analysant les termes figurant dans
chaque expression et en factorisant par le
terme le plus haut sur I'échelle de crois-
sance.

ETUDE DES SUITES RECUR-
RENTES U, 1 = f(u,)

\|

Hors-programme, mais les techniques sont classiques

A) QUESTIONS.. .RECURRENTES

q1. Lasuite est-elle bien définie?
q2.
q3.
q4.

Est-elle monotone?
Quelles sont ses limites possibles?

Converge-t-elle? Si oui, vers quoi?

B) POUR SE FAIRE UNE IDEE .......
Ue étude de la fonction f plus ou moins ra-
pide pour obtenir le tracé de sa courbe représenta-
tive est bienvenue.

Une représentation graphique de Cr et des
premiers termes de la suite par cobwebbing (intro-
duire la premiére bissectrice) permet de conjectu-
rer la nature de la suite.

Rem.5 | On peut aussi court-circuiter cela par
une simulation informatique. Ci-dessous, un script
fabriquant la liste des termes up, ..., up (on a pris
icin =10, up = 1/2, f(x) = 2x(1 — x)):

Code Python Vv

f = lambda x : 2xx(1-x)
ud,n = 0.5,10
L =[u0]

for k in range(n):
L.append(f(L[-1)))

C) METHODES DE DEMONSTRATION

[Intervalle stable] Déf.3

Intervalle / tel que Vx € [, f(x) € /.

[Point fixe de f ] Déf.4

Toute solution x de I’équation

f(x) = x (Fix)

Unintervalle (a, b) ol a, bsont deux points

fixes (finis ou infinis) consécutifs de f et sur lequel
f est monotone est stable par f

D) REPONSES AUX QUESTIONS DE A)

r1. Siug € [ et [ est stable par f alors (un)
est bien définie et tous les termes de la
suite sont dans /.
Se  montre  par  récur-
rence, avec comme hypothése de
récurrence up existe et u, € 1

Typ. il s’agit du néme terme, pas de la suite!

r2. Si up € [ ou [ est stable par f et si
f(x) — x est de signe constant sur /, alors
(un) est monotone.
Evident

r3. Si(un) converge vers £ et si f est continue
en £ alors £ est une solution de (Fix).
Passer a la limite dans la relation
Upt1 = f(un).

rd. Sion est dans le cas de r2. et si de plus /
est borné, alors (un) converge.
C’est le théoréme de convergence
monotone.

rdbis. Détermination de la limite
En passant a la limite dans la re-
lation u, € I ou éventuellement une re-
lation plus fine, on déduit la valeur de la
limite en éliminant les limites non accep-
tables.

Rem.6 | On peut avoir des situations tres

compliquées, notamment si aucune monotonie ne

s’observe lors du tracé des premiers termes. Dans

ce cas, il peut étre salvateur d’étudier les sous-

suites (u2n) et (u2n+1) associées a la fonction fof.
Rem.7 |

Sion aun bon contréle de la dérivée f sur /
|f'(x)| est bornée par une constante k €]0, 1[(*)

On peut alors occulter q2., et obtenir la conver-
gence sans monotonie :

a. en remarquant que

luni1 =L = |F(un)=F(O)] < klun—£]
TAF+(x)
b. en montrant par récurrence que :
lun — €] < k"|up — £

c. En concluant par le théoreme des gen-
darmes.
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