Révisions 11/21

Analyse 6/9

Dérivation

Rappels

e Notion de limite

1 NOTIONS DE BASE

A) TAUX D’ACCROISSEMENT

Déf.1
Données : f une fonction, xg un
réel de %Y. Le taux d’accroissement

en xp est la fonction | Typ. fonction

f(x) — f(x)

[Taux d’accroissement]

Tao © X . Elle est définie

X — X0
sur Z¢ \ {x0}.

B) DERIVABILITE

Nombre dérivé en xo ] Déf.2

La fonction f est dite dérivable en xg si
et seulement si la fonction 75, a une li-
mite en xp. La limite obtenue s’appelle
nombre dérivé de f en xp et est noté
f/(Xb):

(1)

’ T
f'(x0) = xhjgo Txo

XFX0

Rem.1 I

a. Le nombre dérivé est obtenu comme

une limite. Il est déterminé par le
comportement local de f.
& Une fonction dérivée n’est donc
jamais prolongeable. C’est-a-dire :
on ne peut jamais écrire : «on pose
f/(Xb) = ...»

b. L’étude de I'existence d’une déri-

vée, en cas ne non applicabilité des théo-
rémes d’opérations, revient donc a étudier
I’existence d’une limite de Tx, en xo.

c) LIEN AVEC LA REGULARITE

a. La fonction f est dérivable en xq si et
seulement si elle définie en xg et ad-
met un DLy(x0) puisque (1) s’écrit :

f'(x0) = T +0(1) x — x,

qui devient, en posant h = x — xp —
0 et en multipliant par h:

f'(x0)h = f(x0 + h) — f(x0) + o(h)
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e Notations de Landau.

Dérivation

e Nuance entre limites latérales sur
un voisinage ordinaire ou épointé.

b. Il en résulte que si f est dérivable en
Xo, elle admet un DLo(xp) donc est
continue en xp.

c. & En général, si vous

dans la méme phrase
nue» et «dérivable», vous direz au
mieux une banalité, et au pire une
c...Moralité : évitez!

mettez
«conti-

D) INTERPRETATION GRAPHIQUE . ..

On note 6r la courbe de f, et My € 6r
le point de la courbe de coordonnées

(%0, f(x0))-

a. Lorsque le nombre dérivé existe
(C’est-a-dire, 7., admet une limite
réelle en xp), 4 admet en My
une tangente, de pente f'(xo), et
tana = f'(xo).

I
I
I
I
I X0 I

tana = f'(xo)

b. Sinon, il peut y avoir :
1) Une demi-tangente verticale : cas
typique f(x) = v/xenxg = 0.
C’est le cas si 7y, a une limite in-
finie.

(6f

9]

Xo = 0

2) Deux demi-tangentes de pentes
distinctes. On a alors en My
un point anguleux. : cas typique
f(x) = |x] en xo = 0. C’est le cas
si Ty, a des limites latérales réelles
mais distinctes.

SQ

3) Rien de tout cela. Dans ce cas,
les phénomeénes sont difficilement
observables graphiquement.

11 FONCTION DERIVEE

A) DEFINITION

Typ. Fonction | Fonction dérivée] Déf.3

C’est la fonction notée f’, définie sur
I’ensemble E des points de Zr en les-
quels f est dérivable, par :

Vx € E f'(x)=limx
Rem.2 I En général E g Ds.

B) DERIVABILITE DES FONCTIONS
USUELLES

[Stabilité par opérations] Thm.1

a. Les fonctions dérivables sont
stables par les opérations
usuelles de somme, produit,
quotient, composition.

b. Parmi les fonctions usuelles, on
a toujours ¥ = Y sauf pour
les fonctions racine carrée, va-
leur absolue et partie entiére.

En pratique :

a. Sitoutes les fonctions en jeu dans I’expres-
sion d’une fonction F font intervenir des
fonctions telles que Zf = Y/, alors u est
dérivable sur son domaine simplement en
citant ce théoreme.

b. Sinon, en dehors de ces points xg particu-
liers, le thm 1. s s’applique, et aux points
restants, I'étude de la limite de 7y, par
les outils classiques (recherche d’équiva-
lents,etc.) s’impose. Cas typique : pré-
sence de | - | ou de ,/

111 REGLES DE CALCUL SUR LA DE-
RIVATION

A) OPERATIONS

ci, f, g sont deux fonctions et partout ou les ex-
Ici, £ td fonct t tout I
pressions ont un sens, les relations
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> _ / ’
(f+ey - f'+eg tant un facteur v (x) au résultat de cette substitu-
AF)! = Af! tion. [TAF] Thm. 4
(fxg) = fxg+fxg Rem3 | Il est clai formule, | i i
1N/ £ em.3 | /‘?St clair que sur cette formule, 'a Si f est continue sur le segment [a, b] et
(,) - -= composée est dérivable au point x lorsque u est dé- dérivable sur a, b[ (inutile au bord), alors :
f , , f , rivable en x (c-a-d. u’(x)) existe, et f est dérivable
i _ f g — fg au point u(x) au point dc e]a, b[ f/(C)(b — a) = f(b) — f(a)
€ ! ’ g2l (03]
fo = x f'o , , ,
(Fog) € g c) DERIVEE DE LA BIJECTION RECI- |
PROQUE ....................... em.
B) FONCTIONS USUELLES .......... a. Dans ce théoréme, a part pour I'écriture
du segment [a, b], la formule (2) reste va-
| f)=| )= | Zr=2+2 | Thm.2 lable si a > b.
[x] 1six>0 non: 97 = R* Soit f : | — J est bijective, et considérons b. Ce théoréme généralise le précédent et on
-1six <0 f~liu— 1 peut lui faire la méme remarque sur le réel
X ax@—1 oui Soit yo € J. Notons xp 'unique xg € [ tel que c.
_ o — f—1
1/x 1 oui f(x0) = yo, autrement dit xo = f~*(yo). c. Il relie les variations globales de f a celles
x2 a. Si f’(xp) existe et est non nul, alors de x au prix d’un facteur f’(c). Autrement
VX 1 non: ¢ = R% f—1 est dérivable en yg. dit, les variations de f sont du méme ordre
2 3 !
\1/;( b. Dans ce cas : que celles de x a un facteur /(c).
In x| > oui (f—l)’ (o) = 1 1 d. | Tg> En particulier, si f’ est bor-
emx me™ oui Y= f'(x0) ' (F~(y)) née sur [a, b], ce qui est le cas par
cos x —sinx oui compacité lorsque f est %%, alors
sin x cos x oui Ts> ,
tan x 1+ tan?x oui D L L V(x,y) € [a b] [f(x)—f(y)| <sup|f’[|x—y|
1 a. Toute la difficulté du théoréme réside en [a,b]
"~ cos?x la détermination fie’)’q) en Ifonchon de xo Tres utile pour controler la vitesse de
1 ] dans la mesure ou I’énoncé porte sur yp, convergence d’une suite (un) définie
arctan x > oul mais le critére se formule a aide de xp = i "
14 x f_l(y ) par récurrence.
0)-
= (T T .
” b. Si f/ existe et ne s’annule jamais sur /, € . Legrmcupedlresteurc?ansAI ap
a. Pour dériver une expression f(x) a valeurs alors f~1 est dérivable en tout point de plication du TAF est toujours le meme::
R - s écriture de I'accroissement global par
complexes (c-a-d. si f(x) € C), en géné- J. ) " ’
o la formule (2} puis contrdle de |f’|
ral, on.met f(X) sous formve algfebr.lque et Rem.4 | Dansle cas ol f(x0) = 0, on peut par majorations
on fferlve parties ;ielle et [maglréilre. 'EX' affirmer que f~1 n’est pas dérivable en yg. Par
ception : x = €™ pour m € L, quise  oyemple, sur | =] — Z, Z[, la fonction tan|; est
dérive comme dans le tableau ci-dessus. bijectri)ve de / sur]J 2 R [dérivable sur / |elt sa C) APPLICATIONS AUX VARIATIONS
1 / n P 5 . . .. . -
b. Utile:Vn € N* (7) =—— d.erxvee ne s’annule jamais sur 1. Sa bijection ré
xn xn ciproque, arctan, est donc dérivable sur J. [Monotonie sur un intervalle] Thm.5
‘ F(u(x)) = ‘ w — Fu(x) ' (x) ‘ a. Si f est strictement positive sur
IX I
Pintervalle / f |
[u()] W (x)si u(x) > 0 IV ACCROISSEMENTS FINIS nrerval. | saur en an piis un
—u(x)si ulx) <0 nombre fini de points, alors f est
u(x)* (au()*™)  xu'(x) | A) THEOREME DE ROLLE .......... strictement croissante sur /.
1 ; b. Si f’ est nulle sur /, alors f est
1/u(x) (7 u(x)z) ' (x) constante sur /.
1 Roll. Thm.3
V) <—) xu/(x) [Rolle] n Rem.7 |
2y/u(x) Si f est continue sur le segment [a, b] et . , . .
1 dérivabl bl (inutil bord - a. Pour le point a., vous n’aurez jamais de
In |u(x)| L i (%) érivable sur ]a, b[ (inutile au bord), et si ; ’ ctablir | ’
u(x) f(a) = f(b) alors : stricte monotonie sans établir la stricte
ou() (")) xu/(x) ) positivité de la dérivée.
cos u(x) (=sinu(x)) xu/(x) Jc €la, b[ f'(c) =0. b. . Pourle point b., si / n’est pas un inter-
sin u(x) (cosu(x))  xu/(x) valle, la conclusion est fausse : f n’est pas
tan u(x) (1+tan?u(x))  xu'(x) Rem.5 | Le théoréme est existentiel : il ne constante obligatoirement.
1 , dit rien sur I'unicité de c (qui n’est pas unique en
=——— xu(x) - s s . o
cos? u(x) général d’ailleurs!), ni sur la localisation de ce fa-
R / meux c.
arctan u(x) 150002 xu'(x)
Ce tableau se déduit du premier tableau eny B) THEOREME DES ACCROISSEMENTS
effectuant la substitution x <— u(x), puis en ajou- FINIS .....oviiinnninnnnn,
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