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Développements limités

e Notion de voisinage d’un réel. e 0l=11=1,
Rappels et Notations e Notations de Landau 20=2, 3 =0,
e Echelle de croissance des mo- 4l =24, 5!=120.
nomes en 0. o VaeR(9) = w

En pratique, les DL se calculent par opéra-

I DL DES FONCTIONS USUELLES A Fions.sur les DL usuels a apprendre. On ne cal.cule [Polynéme de Mac-Laurin] Déf.3
L’ ORIGINE jamais (ou alors cas exceptionnels) par dérivations Pour une fonction de classe " en 0, le po-
successives de f le DL de f. lyndme de Mac-Laurin de f d’ordre n
est:
by Py n
* : d connaitre par coeur [DLn(x0)] D&F.2 Py f(k)(O)Xk
. o = 1+U+U;+ LT +o(s?) Soit f une fonction définie sur un voisinage par S
40 23 de xo € % La fonction f admet un
* sinu = u- %+;’70+o(u5) DLn(xp) si et seulement si la fonction
R : g : h— f(xo + h) adment un DL,(0). [Formule de Taylor-Young] Thm.3
* sy 5, 1oy tagtol) Si f est de classe " en 0 alors f admet
1 . o
o S, ltutdteito(dd) En pratique, pour calculer un DLy(xp) de f : :/?acl-)LLa,:J(r?rz .donne par son polynome de
1 :
* =, loutu—u’+o(w) a. On effectue le chan td iabl
140 w0 . gement de variables B "
« (it = u_£+£+o(u3) x = xg + h, h — 0, puis on obtient : f(x) = Pr(x) + o(x") x —0.
u>0 zu2 3u3 Xox Fx) = (h) En particulier, les fonctions usuelles déri-
In(l—v) = -u-F -5 +ou) 0 x=xo-+h gin). vables en 0 admettent des DL a tous ordres.
* 1+ = 1+au+ (3)?+ (5)u + o(u?)
= I I b. On caclule ensuite un DL,(0) de la nou-
T+u ufz 1+ Su— §u2 + Eu3 + () \f/,elle(?)(pression obtenue et dépendant de 111 OPERATIONS SUR LES DL
1 _ 1 3, 5 3 3 ,g(h):
oo oo 1 2U+8u 6" + o(u’)
g(h) W0 ag+aih+---+anh"+o(h"). Les DL sont tous faits en 0 dans ce qui suit
11 DEVELOPPEMENT LIMITE . Enfin, on revient a la variable x : A)NOTATIONS ....................
f(X) ijo a + a1 (X — Xo)
A) DEFINITION ................... + . : : .
T an(x — x0)" [Notations,valuation] Déf.4
+  o((x —x0)") a. On note pour toute fonction f ad-
[DL,(0) de f] Déf.1 L P P — mettant un DL, R:i la partie régu-
: ien avec la régularité en xo 3 m. s -
Relation de la forme : g ligre du DL, de .
., a. f admet un DLo(xp) < f est conti- b. Pour un polynome P € R[X], on
f(x) = P(x) +o(x") x—0 nue en xo note { P}, sa troncature de degré n
—— —— ..
partie réguliére du DL résidu b. f admet un DLl(XO) < f est déri- c. La valuation d’un polyn()me non nul

vable en xp P est le degré de son monome de plus

o : P € R,[X]. c. Z f admet un DLy (x) 7% f est €* bas degré. On la note val(P).
en xp

L’entier n s’appelle précision du DL Rem.3 I
Rem.2 | Sixo ¢ %, les limites sont prises a. Exemple de4troncature a lordre 3 :
Rem.1 I quand x — xp. Dans ce cas : {27X+X }3 =2-X
_ 7 b. val( —6X +3X2—X5)=1.

a. Un DL est donc une notion locale. a. & f est prolongeable par continuité en T
mondéme de

b. Plus n est élevé, meilleure est I'ap- 0 o plus bas degré

proximation de f(x) par P(x) b. & f est prolongeable par continuité en xg

et ainsi prolongée, la fonction obtenue est B) UNICITE
carrément dérivable en xq.

d’aprés I'échelle de croissance des
monomes en 0.
[unicité du DL] Thm.4

Le DLn(0) est unique, au sens ol la partie
réguliére est.

c. L’approximation reste locale : I'er- B) FORMULE DE TAYLOR-YOUNG . ..
reur commise en remplacant f(x) par
P(x) est négligeable devant x", pour

peu que l'on reste sur un certain voisi- e e R e Une application tres utile est la considéra-
o . . H o0 _
nage de 0. Le résidu ne dit rien sur la Les fonctions usuelles sont ¥°>° sur leur en tion de la parité pour la prévision de I’ordre du cal-

semble de dérivabilité.

taille de ce voisinage. cul.
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c) TRONCATURE

[trocncature] Thm.5

Si f admet un DL, alors f admet un DL,
pour tout entier p < n. La partie réguliére

eg
de ce DL est {Rn,f}p'

D) OPERATIONS

Les ordres donnés sont des ordres suffisants
pour atteindre la précision de DL souhaitée.

Données : f,g fonctions admettant un DL, (0).

Opération | Partie réguliére du DL,
f+g Rsi, + Ri5
Somme
fxeg (R < R%}
Produit
2 gof {R:goRgé,}n
f(0)=0
Composition
1
2 i Composer le DL, de
1
f(0)#0 lui d ,v—0
(0) # avec celui e1+vv
Inverse
X X
F(x) = / F(t)dt | FO) + / R | dt
0 T 0 !
Primitivation

& : Condition de compatibilité des DL a vérifier

Rem.4 I Pour la primitivation des DL, on
gagne un ordre de précision en primitivant. Atten-
tion a intégrer de 0 a x, et donc de ne pas oublier
la constante F(0) en intégrant la partie réguliére!

Pour calculer le DL,(0) de g(f(x)) :

a. On commence par «l’intérieur» en effec-
tuant un DL,(0) de u = f(x) :

f(x)=u= R:ﬁc(x) +o(x") (1)

b. £ (condition de compatibilité) : on peut
composer avec le DL(0) de g si f(0) = 0.
Sinon, c’est le DL(f(0)) de g qu’il faut.

c. Ensuite, effectue le DL(0) de g avec la va-
riable u a I'ordre suffisant (voir lemme fon-
damental Thm 6.d.):

g(f(x) = Rig(u)+o(u") ()
~~ u—0

u
u

d. On substitue en réinjectant (1) dans (2). Il
y a assez peu de calculs contrairement aux
apparences!

Pour le DL de I'inverse, méme principe :

a. on part du DL(0) de v = f(x):

v=f(x) Todotax o(x™)
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b. Comme f(0) = ag, on peut considérer lo-
calement 1/f si ag # 0.

c. Dans ce cas, on substitue f(x) par son DL

1
dans — :
f'
1 1 o 1
f(x) x=0 a0 14 ﬂX-I— co 4 o(x™)
ao
—_—
=u — 0
x—0
1 1
d —— = — et on effectue
f(x) ao 1+4+u
——
g(u)
le DL de ﬁlu a l'ordre convenable (voir
Thm 6.d.)

En pratique, on rencontre dans la majorité les
calculs suivants dont les résultats sont donnés ici
(pour aide, mais pas a retenir) :

Iv APPLICATION DES DL

A) EQUIVALENTS ..................
D’aprés Thm. 6.b, le premier terme non
nul du DL donne un équivalent.

;& Si la limite d’une fonction f est infinie, un DL

ne donnera jamais d’équivalent, puisque pour

p € N, xP n’a jamais une limite infinie en O

quand x — 0.

B) SIGNE D’UNE FONCTION AU VOISI-

NAGEDEQ .....................
Le premier terme non nul du DL de f — g
donne localement le signe de f — g

En effet, ce terme donne un équivalent, et deux

(14 ax+ B8+ o(x))(1 + o'x + B'x* + o(x*) Yonctions équivalentes sont du méme signe.

o 14 (a+&'x) + (a8’ + o/ B)x% 4 o(x?)

1

F(x) —g(x) =, apxP +o(xP) ap#0

1+ ax + Bx2 + o(x2)C) EQUATION DE LA TANGENTE

=1-ax+ (a? - B)x*>+ o(x%
Le DL1(0) de f donne [’équation de la tan-

E) ECONOMIE DE L’ORDRE DANS LES
CALCULS

[Lemme fondamental] Thm.6

Mettons que le DL,(0) est donné par :
f(x) = ap #0.

X—>

apxP 4+ -+ o(x")

Sip >0 (ie val(R:ﬁ, > 0) ), alors :
a. u="f(x)—0
x—0

b. u ~ apxP
x—0

r

c. u” ~ alxPr

x—0 P
d. o(u’) = o(xP )« Ultra-utile!
o(u") o o(xP") ra-utile

En particulier, dans la composition des DL, un
DL, de g(u) tel que pr > nsuffit 2 un obtenir
un DL,(0) de g o f.

Pour les produits, si on veut un calculer un

DL,(0) de fg, on économise des ordres dés qu’une
partie réguliére a une valuation non nulle :

f g
P = R:ﬁ Q= RS@
deg(P)=n deg(Q)=n
val(P) =p val(Q) = ¢q

Un DLp—q(0) de f et un DL,—,(0) de g suffisent.

gente (7 )a 6 au point d’abscisse 0 et le premier
terme non nul suivant donne la position relative
localement.

f(x) = ao+aix + agx? +o(x9)
X=0 N —_— N~
(T )y=a1x+ag aq70

détermine la
position relative

Rem.5 |
nuls.

Les coefficients ap, a1 peuvent étre

D) RECHERCHE D’UNE ASYMPTOTE
OBLIQUE

Si f(x) —— oo, et si I'on soupconne
X—> 00
I’existence d’une asymptote oblique :
1
a. Onposex =~ — 0% :f(x) = g(h)
h x=1
b. On effectue un DL a trois termes de
hg(h):
hg(h) = A+ Bh+ agh?+o(h9)
h—0 ——
aq#0
c. Onrevienta x:
_ aq 1
f(x) e Ax + B+ RS +o (7xq—1)
—~—

détermine
I’asymptote

position
relative

Rem.6 I B est peut-étre nul, mais si vous aviez
détecté que f(x) — o0, vous ne pouvez avoir
X—>00

A=0.
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