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Calcul

intégral

o x> [*f(t)dt désigne une primi-
tive de f sur [ et x — [ f(t)dt
désigne la primitive de f sur /

e | : intervalle. f : fonction dans
q 0
Notations e ().
Rappels e On est dans la théorie réguliere
de Pintégration : pas d’intégrale nulle en a.
impropre ici.
Fonction f : | — Rou C | Intervalle / | Primitive particuliére
fi =
1 PRIMITIVE ®
x* 10, +-o0[ %ﬂx"“
aeR\{-1}
[Primitive  Typ. fonction ] Déf.1 R
VX Ry 5)‘\/;
Soit f : | — K. Une primitive de F sur /
est une fonction vérifiant 3 conditions : % R} ouRZ In|x]
a. F est définie sur /.
1 R 1
b. F est dérivable sur /. e Ri ouRZ x
/ —
c. Vxel F'(x)="f(x). L o
emx R %emx
me C*
[ Structure de l'ensemble des primitives
sur un intervalle] Thm.1 cos mx R L gin mx
Si I est un intervalle et si f € €°(/). meRr
Alors : ) 1
sin mx R — 5 COs mx
a. f admet une infinité de primi- m € R
tives sur /.
1
b. Elles se déduisent d’'une primi- 11 R arctanx

tive particuliére de f sur | par
addition d’une constante dans K

arbitraire. B) PRIMITIVATION AVUE ..........
Rem.1 I Fonction f : | — RouC | u€ €° u(x) € | Primitive particuliére
‘ f(x) =
a. Toute primitive F de f dans ce cas vé-
rifie F/ = f donc est de classe €. u()” X u'(x) €10, +oof P IC
aeR\{-1}
b. On trouve une primitive particuliére
par les méthodes de primitivation. L:l((xx)) RY ouR" In 600
c. Ne pas confondre  primitive
u?(x) - - u(x)
Rem.2 | & Si I n’est pas un intervalle, "
u(x *
le théoréme 1 est faux. T Ri Vulx)
, 7 u(x) u(x)
I METHODES DE PRIMITIVATION Ve R ‘
Pour trouver toutes les primitives d’une cosu(x) x u'(x) R sin u(x)
fonction f donnée : on se place sur un intervalle de
continuité de f. On vérifie qu’elle y est continue. sinu(x) x o (x) R — cos u(x)
On calcule une primitive de f par les méthodes du
I. On conclut en appliquant Thm 1. b.
I :/L(;zx) R arctan u(x)
A) TABLEAU DES PRIMITIVES
USUELLES .. .......... .. T»> | On essaie de reconnaitre une expression en
P
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la fonction étudiée du type u’ X f(u) ot u est une
fonction. On peut essayer aussi de se ramener a
une telle forme en passant d’abord par un change-
ment de variables.

C) INTEGRATION PAR PARTIES
[Intégration par parties] Thm.2

Si u et v sont deux fonctions de classe €
sur un segment [a, b] alors :

b b
/a () (£)dt = [u(x)v(x)]g—/a o ()v(t)dt.

£ Ne pas oublier de préciser avant d’effec-

tuer une 1pp de vérifier que u et v sont €1,

D) CHANGEMENT DE VARIABLES ...

[Reparamétrage] Thm.3

Si f € €°(a, b]), F est une primitve de
F sur [a, b] et ¢ une fonction continue a
valeurs dans [a, b] :

b
[ fleto) x ' (e)dt = [Fe0).

Rem.3 I Dans cette forme du théoréme, il
n’est pas nécessaire que ¢ soit bijective.

Il est impératif de savoir effectuer un chan-

gement de variables

[Conséquences du changement de variables]
Thm.4
Si | est supposé symétrique par rapport a 0,
etac/0:

/ja f(t)dt =

Si f est T-périodique sur |

a
2/ f(t)dt sif est paire
0

0 sif est impaire.

a. Sifa, ] C/
b b+T
/ f(t)dt:/ f(t)dt.
a at+T
b. Si a € I, on a

/OT f(t)dt = /:”’f(t)dt.
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i INTEGRALE DE f € 6°([a, b))
Continuité + Segment : pas d’intégrale impropre

A) DEFINITION

[Intégrale| Typ. scalaire

Lintégrale de f € %°([a, b]) est par dé-
finition le nombre S = fab f(t)dt. Par
primitivation il vaut donc F(b) — F(a) ou F
est n’importe quelle primitive de f sur [a, b]
(le calcul donnera toujours le méme résultat
pour S).

Déf.2

Rem.4 I

riable t est muette. En particulier 2., la valeur de
S ne dépend jamais de t.

Dans la notation intégrale S, la va-

B) PROPRITETES DE L'INTEGRALE ..

[Propriétés] Thm.5

Si f, g sont deux fonctions €°([a, b]) et si A
et 1 ,c sont trois constantes :

b
a./OdtzO
a
b b
b./dt::/ ldt=b—a
a a

c. (Chasles)

d. (Linéarité)

b b
/ M +pg = >\/ f(t)dt
a a
b
b o[ e
a
e. (Positivité) Si f est positive sur [a, b]
b
aagb:/ f(t)dt >0
a

f. (Croissance) Si f(t) < g(t) pour
tefableta<b:

/ab f(t)dt > /abg(t)dt

g. (Inégalité triangulaire). Sia < b &, :

/ab f(t)dt| < /ab |f(t)|dt

Si f est positive et continue sur [a, b] :

b
/ f(t)dt=0=f=0
a
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/ab f(t)dt = /ac f(t)dt—i—/cb f(t)dt

Iv FONCTIONS DEFINIES PAR UNE
INTEGRALE

A) DONNEES

a. f € €°(1), I est unintervalle, et u, v sont
deux fonctions a valeurs dans /.

b. ® est une fonction définie par :

O(x) = /V(X) f(t)dt

(x

B) EXISTENCE DE ¢

[Condition  suffisante d’existence du
nombre ®(x)] Thm.6
Si le segment d’extrémités u(x) et v(x) est
contenu dans un intervalle de continuité
de f, alors ®(x) existe (| Typ. nombre |) en tant

qu’intégrale sur un segment d’une fonction
continue. Autrement dit dans ce cas, x € Y.

c) DERIVABILITE DE ¢

[Dérivabilité et calcul] Thm.7

a. Siles fonctions u et v sont dérivables
et a valeurs dans un intervalle de
continuité J de f alors ® est déri-
vable en tout point de /.

b. De plus, ennotant F une primitive de
fsurJ:

®(x) = [0 = F(v(x)) = F(u(x)).

Si bien que ® = F o v — F o u est dérivable
et: ®'(x) = v/ (x)f(v(x)) — v’ (x)f(u(x)).

c. En particulier, si u et v sont AN

aussi.
[Cas particulier] Thm.8
Si f € €9(1), et ® un réel quelconque dans
/, alors :

a. F:x— [Jf(t)dtestEL()).
b. Vx €1 F'(x) = f(x) &

V THEOREME DE LA MOYENNE

A) ENONCE

N OB W N =

[Théoréme de la moyenne] Thm.9

a. Sif € ¢°([0,1]) et si on pose :
12 [k
Ap=— fl—
()

alors (A,) converge vers [ f(t)dt.
b. Sif € €°([a, b]) et si on pose :

n—1
b —
An=h>"f(a+ kh), oth=="—2
k=0

Xk

alors (An) converge vers fab f(t)de.

Rem.5 |

a. Le point b. est une généralisation de a.
puisqu’on obtient a. en appliquant b. avec

a=0etb=1.
b. Le nombre A, est la moyenne des valeurs
de f prises sur les n points X, ..., Xp—1

réguliérement répartis dans [a, b[ en par-
tant de a = xp.

a= ‘xo X‘1 Xg "' Xn‘fl p = Xp
| | | | | |
4=h—k—h——h—k—h——h—y
b—a b—a b—a b—a b—a
n n n n n
B) SOMME DE RIEMANN ..........
[Somme de Riemann] Déf.3

Le nombre A, dans Thm.9 s’appelle somme
de Riemann de f sur le segment [a, b].

Rem.6 | Le théoréme de la moyenne affirme
que les sommes de Riemann convergent vers I'in-
tégrale de f.

Pour des suites définies par des sommes, le
fait de reconnaitre une somme de Riemann permet
de trancher directement sur sa nature.

Le théoréme de la moyenne permet de cal-

culer de maniére approchée la valeur d’une inté-

grale classique fab f(t)dt par la méthode des re-
catangles de pas h :

# Pour f CO sur [a,b]:
import numpy as np
def integrale(f,a,b,h):
S=0
for x in np.arange(a,b,h):
S+=hx*f (x)
return S

Rem.7 | Le lien entre le pas h de la méthode
et le nombre de points n définissant la subdivi-
sion de [a,b] est : h = (b—a)/n, donc n =
L(b—a)/h].
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