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Calcul intégral

Notations
Rappels

• I : intervalle. f : fonction dans

C 0(I ).

• On est dans la théorie régulière

de l’intégration : pas d’intégrale

impropre ici.

• x 7→
∫ x

f (t)dt désigne une primi-

tive de f sur I et x 7→
∫ x

a
f (t)dt

désigne la primitive de f sur I
nulle en a.

i Primitive

[Primitive
�� ��Typ. fonction ] Déf.1

Soit f : I → K. Une primitive de F sur I
est une fonction vérifiant 3 conditions :

a. F est définie sur I .

b. F est dérivable sur I .

c. ∀x ∈ I F ′(x) = f (x).

[ Structure de l’ensemble des primitives
sur un intervalle] Thm.1

Si I est un intervalle et si f ∈ C 0(I ).
Alors :

a. f admet une infinité de primi-

tives sur I .

b. Elles se déduisent d’une primi-

tive particulière de f sur I par

addition d’une constante dans K
arbitraire.

Rem.1

a. Toute primitive F de f dans ce cas vé-

rifie F ′ = f donc est de classe C 1.

b. On trouve une primitive particulière

par les méthodes de primitivation.

c. Ne pas confondre primitive�� ��Typ. fonction et intégrale

�� ��Typ. Scalaire .

Rem.2 A Si I n’est pas un intervalle,

le théorème 1 est faux.

ii Méthodes de primitivation�� ��T1> Pour trouver toutes les primitives d’une

fonction f donnée : on se place sur un intervalle de

continuité de f . On vérifie qu’elle y est continue.

On calcule une primitive de f par les méthodes du

ii. On conclut en appliquant Thm 1. b.

a) Tableau des primitives

usuelles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Fonction f : I → R ou C Intervalle I Primitive particulière

f (x) =

xα ]0, +∞[ 1
α+1

xα+1

α ∈ R \ {−1}

√
x R+

2

3
x
√
x

1

x
R∗+ ou R∗− ln |x |

−
1

x2
R∗+ ou R∗−

1

x

1

2
√
x

R∗+
√
x

emx R 1
m
emx

m ∈ C∗

cosmx R 1
m

sinmx
m ∈ R∗

sinmx R − 1
m

cosmx
m ∈ R∗

1

x2 + 1
, R arctan x

b) primitivation à vue . . . . . . . . . .

Fonction f : I → R ou C u ∈ C 0, u(x) ∈ Primitive particulière

f (x) =

u(x)α × u′(x) ∈]0, +∞[
1

α+ 1
u(x)α+1

α ∈ R \ {−1}

u′(x)

u(x)
R∗+ ou R∗− ln |u(x)|

−
u′(x)

u2(x)
R∗+ ou R∗−

1

u(x)

u′(x)

2
√

u(x)
R?+

√
u(x)

u′(x)× eu(x) R eu(x)

cos u(x)× u′(x) R sin u(x)

sin u(x)× u′(x) R − cos u(x)

u′(x)

1 + u2(x)
R arctan u(x)�� ��T2> On essaie de reconnaître une expression en

la fonction étudiée du type u′× f (u) où u est une

fonction. On peut essayer aussi de se ramener à

une telle forme en passant d’abord par un change-

ment de variables.

c) Intégration par parties . . . . . .

[Intégration par parties] Thm.2

Si u et v sont deux fonctions de classe C 1

sur un segment [a, b] alors :∫ b

a
u(t)v ′(t)dt = [u(x)v(x)]ba−

∫ b

a
u′(t)v(t)dt.�� ��T3> A Ne pas oublier de préciser avant d’e�ec-

tuer une ipp de vérifier que u et v sont C 1
.

d) Changement de variables . . .

[Reparamétrage] Thm.3

Si f ∈ C 0([a, b]), F est une primitve de

F sur [a, b] et ϕ une fonction continue à

valeurs dans [a, b] :∫ b

a
f (ϕ(t))× ϕ′(t)dt = [F (ϕ(t))]ba .

Rem.3 Dans ce�e forme du théorème, il

n’est pas nécessaire que ϕ soit bijective.�� ��T4> Il est impératif de savoir e�ectuer un chan-

gement de variables

[Conséquences du changement de variables]
Thm.4

Si I est supposé symétrique par rapport à 0,

et a ∈ I0 :

∫ a

−a
f (t) dt =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2

∫ a

0
f (t) dt sif est paire

0 sif est impaire.

Si f est T -périodique sur I

a. Si [a, b] ⊂ I∫ b

a
f (t) dt =

∫ b+T

a+T
f (t) dt.

b. Si a ∈ I , on a :∫ T

0
f (t) dt =

∫ a+T

a
f (t) dt.
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iii Intégrale de f ∈ C 0([a, b])

Continuité + Segment : pas d’intégrale impropre

a) Définition . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

[Intégrale
�� ��Typ. scalaire ] Déf.2

L’intégrale de f ∈ C 0([a, b]) est par dé-

finition le nombre S =
∫ b
a f (t)dt. Par

primitivation il vaut donc F (b)− F (a) où F
est n’importe quelle primitive de f sur [a, b]
(le calcul donnera toujours le même résultat

pour S).

Rem.4 Dans la notation intégrale S , la va-

riable t est mue�e. En particulierA , la valeur de

S ne dépend jamais de t.

b) Propritétés de l’intégrale . .

[Propriétés] Thm.5

Si f , g sont deux fonctions C 0([a, b]) et si λ
et µ ,c sont trois constantes :

a.

∫ b

a
0dt = 0

b.

∫ b

a
dt :=

∫ b

a
1dt = b − a

c. (Chasles)∫ b

a
f (t)dt =

∫ c

a
f (t)dt +

∫ b

c
f (t)dt

d. (Linéarité)∫ b

a
λf + µg = λ

∫ b

a
f (t)dt

+ µ

∫ b

a
g(t)dt

e. (Positivité) Si f est positive sur [a, b]

et a ≤ b :

∫ b

a
f (t)dt ≥ 0

f. (Croissance) Si f (t) ≤ g(t) pour

t ∈ [a, b] et a ≤ b :∫ b

a
f (t)dt ≥

∫ b

a
g(t)dt

g. (Inégalité triangulaire). Si a ≤ bA :∣∣∣∣∫ b

a
f (t)dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a
|f (t)|dt

Si f est positive et continue sur [a, b] :∫ b

a
f (t)dt = 0⇒ f = 0

iv Fonctions définies par une

intégrale

a) Données . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a. f ∈ C 0(I ), I est un intervalle, et u, v sont

deux fonctions à valeurs dans I .

b. Φ est une fonction définie par :

Φ(x) =

∫ v(x)

u(x)
f (t)dt

b) Existence de Φ . . . . . . . . . . . . . . .

[Condition su�isante d’existence du
nombre Φ(x)] Thm.6

Si le segment d’extrémités u(x) et v(x) est

contenu dans un intervalle de continuité

de f , alors Φ(x) existe (

�� ��Typ. nombre ) en tant

qu’intégrale sur un segment d’une fonction

continue. Autrement dit dans ce cas, x ∈ DΦ.

c) Dérivabilité de Φ . . . . . . . . . . . .

[Dérivabilité et calcul] Thm.7

a. Si les fonctions u et v sont dérivables

et à valeurs dans un intervalle de

continuité J de f alors Φ est déri-

vable en tout point de I .

b. De plus, en notantF une primitive de

f sur J :

Φ(x) = [F (t)]
v(x)
u(x)

= F (v(x)) − F (u(x)).

Si bien que Φ = F ◦ v − F ◦ u est dérivable

et : Φ′(x) = v ′(x)f (v(x))− u′(x)f (u(x)).

c. En particulier, si u et v sont C 1, Φ
aussi.

[Cas particulier] Thm.8

Si f ∈ C 0(I ), et • un réel quelconque dans

I , alors :

a. F : x 7→
∫ x
• f (t)dt est C 1(I ).

b. ∀x ∈ I F ′(x) = f (x)A

v théorème de la moyenne

a) énoncé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

[Théorème de la moyenne] Thm.9

a. Si f ∈ C 0([0, 1]) et si on pose :

An =
1

n

n−1∑
k=0

f

(
k

n

)
alors (An) converge vers

∫ 1
0 f (t)dt.

b. Si f ∈ C 0([a, b]) et si on pose :

An = h

n−1∑
k=0

f (a + kh︸ ︷︷ ︸
xk

), où h =
b − a

n

alors (An) converge vers

∫ b
a f (t)dt.

Rem.5

a. Le point b. est une généralisation de a.

puisqu’on obtient a. en appliquant b. avec

a = 0 et b = 1.

b. Le nombre An est la moyenne des valeurs

de f prises sur les n points x0, ... , xn−1

régulièrement répartis dans [a, b[ en par-

tant de a = x0.

• • • • • •

h

•

b−a
n

...

h

•

b−a
n

...

h

•

b−a
n

...

h

•

b−a
n

...

h

•

b−a
n

... xn−1 b = xnx2x1a = x0

b) Somme de Riemann . . . . . . . . . .

[Somme de Riemann] Déf.3

Le nombre An dans Thm.9 s’appelle somme

de Riemann de f sur le segment [a, b].

Rem.6 Le théorème de la moyenne a�irme

que les sommes de Riemann convergent vers l’in-

tégrale de f .�� ��T5> Pour des suites définies par des sommes, le

fait de reconnaître une somme de Riemann permet

de trancher directement sur sa nature.�� ��T6> Le théorème de la moyenne permet de cal-

culer de manière approchée la valeur d’une inté-

grale classique

∫ b
a f (t)dt par la méthode des re-

catangles de pas h :

1 # Pour f C0 sur [a,b]:
2 import numpy as np
3 def integrale(f,a,b,h):
4 S = 0
5 for x in np.arange(a,b,h):
6 S+=h*f(x)
7 return S

Rem.7 Le lien entre le pas h de la méthode

et le nombre de points n définissant la subdivi-

sion de [a, b] est : h = (b − a)/n, donc n =
b(b − a)/hc.


	Primitive
	Méthodes de primitivation
	Tableau des primitives usuelles
	primitivation à vue
	Intégration par parties
	Changement de variables

	Intégrale de fC0([a,b])
	Définition
	Propritétés de l'intégrale

	Fonctions définies par une intégrale
	Données
	Existence de 
	Dérivabilité de 

	théorème de la moyenne
	énoncé
	Somme de Riemann


