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Analyse

Intégrales généralisées

e [ntégrande :
Iintégrale

Typologie o

la fonction sous

Intégrale partielle : fonction de
la borne : x — [* f(t)dt.

Intégrales généralisées

e Si Jest un intervalle de R, 1,

est la fonction définie sur R

1,(x) = 0 sinon.

e Intégrale convergente : un réel.

1 CLASSIFICATION INTE-

GRALES

DES

A) INTEGRALES CLASSIQUES

[Fonction continue par morceaux
sur un segment] Déf.1

Une fonction f définie sur [a, b] est
continue par morceaux sur [a, b] si :

a. f est continue sur |a, b[ sauf
au plus en un nombre fini de
points xp = a < x3 < -+ <
Xp—1 < Xpy1 = b.

b. Sur chacun des intervalles
]xi, xi1[, f est la restriction
a ]xk, Xk+1[ d’une fonction fy
continue sur [xx, Xk+1]-

Rem.1 |

a. Pour de telles fonctions, le
nombre fab f(t)dt n’est pas
une intégrale généralisée (pro-
gramme de sup). Elle vaut par
defmltlon

/f(t dt_Z/Xk+1 (t)dt .

|n!egra|e d’une fonction
continue sur un segment

b. On peut toujours considérer une
fonction définie sur [a, b] comme
une fonction définie sur R en
la supposant nulle en dehors de
[a, b], autrement dit, en rempla-
cant f par f x 1, (et en conve-
nant que 0x? = 0)

Exple.1 | f03 1j12p(t)dt est Pinté-
grale d’une fonction continue par mor-
ceaux sur [0, 3].

Avant de manipuler une intégrale, on

commence toujours par la qualifier,

c’est-a-dire si elle est classique ou non

B) INTEGRALES GENERALISEES

Ce sont les intégrales non clas-
siques.

[Existence d’impropriétés] Cor.1
Les impropriétés éventuelles d’une
intégrale impropre ne peuvent se
trouver qu’aux points suivants :

a. En —o0, +o0.

b. Aux points réels a tels que
fllab] Ne peut pas se prolon-
ger par continuité en a.

c. Aux points réels b tels que
fila,b] Ne peut pas se prolon-
ger par continuité en b.

Rem.2 I Les impropriétés s’étudient
une par une et séparément.

En une impropriété réelle o, on com-
mencera toujours par étudier I'intégrande
(et pas lintégrale!), et chercher a voir si
P’intégrande admet une limite réelle en e.
Dans ce cas lintégrale est dite fausse-
ment impropre en e. Si la limite n’est
pas réelle, on a une intégrale impropre et

on se tourne vers les méthodes du Il
Exple.2 |

T cost
a. Faussement
o |cost|
impropre en b = /2
7 sint X
b. / Tdt Faussement im-
0

propre en a = 0.

11 PROPRIETES FONCTIONNELLES
DE L' INTEGRALE

a. Relation de Chasles. Peut s’utili-
ser sur une intégrale impropres dés
lors qu’on a prouvé sa convergence
(et pas avant).

b. Structure vectorielle. L’ensemble
des fonctions admettant une inté-

par 1;(x) = 1six € J, et

grale généralisée convergente sur /

est un espace vectoriel dés lors :

1) Linéarité. [ A +pug =X [f+
p [ g. Utilisable dés lors que
deux des trois intégrales inter-
venant dans la relation sont
convergentes.

2) Positivité et croissance. En cas
de convergence :

0§f§g:>0§/f§/g.

c. Inégalité triangulaire. En cas d’ab-
solue convergence, les termes appa-
raissant dans la formule ont un sens

IR

d. Nullité. Pour des intégrales de fonc-
tions positives, mais pas forcément
continues [f = 0 = f est nulle
sauf peut-étre en un nombre fini de
points.

e. Parité. Si f est paire ou impaire,
alors § = ffA fetT = fOA f sont
de méme nature. En cas de conver-
gence, si f est paire: S = 2T, sinon

5=0.

11 METHODES D’ETUDE DE
[*f(t

A) SUR L’INTI'-ZGRANDE, OU LES INTE-
GRALES PARTIELLES

Les intégrales partielles sont des intégrales
classiques. Elles se manipulent sans précau-
tion.
On commence par qualifier I'intégrale et
identifier les impropriétés. Et on traite les
impropriétés e une par une. Dans ’ordre :

a. On peut reconnaitre un mo-
ment d’une loi usuelle.

Exple3 | f+°° 2=t
moment d’ordre 2 de la densité
N (0, 1/\@), donc intégrale
convergente.
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b. On étudie I’intégrande : si I'in-

tégrande admet une limite lorsque
t ;) o, il s’agit d’une fausse im-

propriété : l'intégrale est classique.
et -1
Exple.4 I dt

t
0
c. Sinon, si I'intégrande se primi-

tive a vue, on calcule les intégrales
partielles et on étudie leur limite
quand x ;) e. Donne la valeur

de Pintégrale en cas d’existence.

X dt
Exple.5 | /0 i e

—arctanx= = =4 o(1)

Exple.7 I

/X dt  w=ve [YF 2udu
L tHyExore ) w4

Cette nouvelle intégrale se calcule.

f. Sinon, si intégrande est po-

sitive, on peut utiliser le théoréme
de comparaison des intégrales de
fonctions positives en travaillant
avec l'intégrande.

[Théoréme de comparaison]
Thm.2

Analyse

Intégrales généralisées

«Par opérations sur les limites, le
terme entre crochets a une limite
réelle, et par primitivation a vue, le
terme B est une intégrale convergente.

+o00
Conclusion : / te” ' dt est une in-
0

tégrale convergente et vaut 1 .»

. Cas du changement de variables.

Attention, un changement de va-
riables ne transformera jamais
une intégrale impropre en une
intégrale classique. La nouvelle in-
tégrale impropre obtenue s’analy-
sera avec les méthodes listées précé-
demment.

Sinon oxn_ﬁ'eol?t %enter une IPP
sur les intégrales partielles. Ne pas
oublier de signaler que u, v sont
%*.0n étudie la limite du terme tout
intégré quand x ? o, et la nouvelle

Exple.10 I

| /1 dt

o Vt(1—1t)
grale est doublement impropre en 0
et 1. On nous donne le changement

Soit I = [a, b[ un intervalle non
vide, b € R et f, g deux fonc-
tions positives continues sur /.
On suppose que :

Cette inté-

:ntégrale est irﬁpropre\ n?ais norma- viel 0<f(t) <g(t). de variables t — 1+ sin(u)' B
ement plus simple a étudier que
celle d’origine. Peut donner la va- Alors : est bien bijectif €* de [—7/2; /2]

b, oy b
J, f diverge = [ g diverge sur [0, 1]. Comme on ne change pas

la nature d’une intégrale impropre

leur de 'intégrale en cas d’exis-
tence si on sait calculer la nou-

fab g converge = fab f converge.

velle intégrale. Exple.8 I par changement de variables, ni sa
Exple.6 | pre-. valeur en cas de convergence, on
o, 1x X, 1 1 trouve sous réserve d’existence :
te”'dt = [~te7f]+ [ e 'dt. Vte[l,+oo] ——-< 5.
x—>F00 0 t?2 +cos?t — t? z 1
0 0 2 cos udu
N —— N—— . / — 2
intégrale normalement plus o dt . T
de depart Simple & étudier C0|mme|' f}[ d?z ?X;S'te Fl)ar cal- -2 \/% (1+sinu) (1 —sinu)
. cul explicite des intégrales par-
e. Sinon, on peut tenter un chan- P & P .

gement de variables bijectif € sur
les intégrales partielles et on étudie
la limite en la nouvelle impropriété.
Peut donner la valeur de l’inté-
grale en cas d’existence si on sait
calculer les intégrales partielles. Attention, ces manipulations ne peuvent se
faire sans écrire les précatutions d’usage
qu’il faut absolument citer.

[7°° L dt converge.

tielles, on déduit par Thm. 2 que 5 cosu
1 t24cos? t /_

= | cos ul '

La nouvelle intégrande se prolonge
par continuité aux deux extrémités.
La nouvelle intégrale est ainsi fausse-
ment impropre, donc convergente, et
vaut . Donc | converge et vaut 7.

B) DIRECTEMENT SUR L’ INTEGRALE
IMPROPRE . ..........cccoouun..

[Changement de  variables]
Thm.1
Soit ¢ une bijection strictement
monotone et de classe €' de
Jew, B[ sur ]a, b[ Alors :

1) Les intégrales

/ab f(t)dt et

[ retens e

«
sont de méme nature.

a. Cas de P’IPP. Aprés avoir trouvé
deux fonctions € telles que f =
u'v, on écrit quelque chose comme :

Exple.9 I
«Uintégration par parties suivante est
valide dés lors qu’on aura montré que
deux des trois quantités apparaissant
dans l’égalité existent dans R.»

+oo +o0o oo
/ te”'dt = [—te "], +/ e 'dt.
2) En cas de convergence, 0 0
—_——

elles sont égales. B
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