
Probabilités
Variables aléatoires discrètes

Spé 5/18

�
�

�
�

Lycée Chateaubriand
Classe de BB2
MY Patel
2019-2020 cbna

1/2

Probabilités
Variables aléatoires discrètes

Spé 5/18

�
�

�
�

Lycée Chateaubriand
Classe de BB2
MY Patel
2019-2020 cbna

1/2

Variables aléatoires discrètes

Cadre
Rappels

Prérequis

• (Ω, T ,P) est un espace probabi-

lisé.

• Revoir la théorie des séries numé-

riques

• Revoir la théorie basique des pro-

babilités

• Suite : liste de réels indexée sur N.

• Si I ⊂ N, {xn}n∈I est une no-

tation pour désigner l’ensemble

{x1, ... , xn ... n ∈ I}

i Variable aléatoire discrète
a) Notions de base . . . . . . . . . . . . .

[var discrète, abrégé vard] Déf.1

Toute variable aléatoire X telle que les

éléments de X (Ω) sont ceux d’une suite

(finie ou infinie). On dit alors que X (Ω)
est dénombrable.

Rem.1 On peut donc indexer les élé-

ments de X (Ω) sur N :

X (Ω) = {x1, x2, ... , xn, ... n ∈ I}

où I est une partie finie ou infinie de N.
Exple.1

a. Les var définies sur un epf sont des

var discrètes (cf. Cours de première

année.)

b. Si X est la var définie pour k ∈ N?

par : P

(
X =

1

k

)
=

6

π2k2
, X est

une var discrète (ici xn = 1/n, et

n ∈ I = N?
).

c. Les variables à densité ne sont pas
des var discrètes.

[sce associé à une var discrète] Thm.1

Si X est une var discrète et

X (Ω) = {xn}n∈I , a alors les éve-

nements X = xn pour n décrivant I
forment un sce appelé système complet

d’évènements associé à X .

a. Souvent I = N, ou I = N?
ou encore

I = N \ {0, 1, 2}

[Fonction de masse sur un ensemble dé-

nombrable] Déf.2

Si E = {xk}k∈I , I ⊂ N est un ensemble

dénombrable de réels, on appelle fonc-

tion de masse sur E toute fonction

p :

a. définie sur E .

b. positive.

c. Telle que la série de

∑
k∈I

p(xk) est

convergente de somme 1.

Exple.2
La fonction p définie sur l’ensemble des

carrés parfaits K = {1, 4, 9, 16, ... } par

p(xn) =
1

2n
où xn = n2

pour tout entier

n ≥ 1 est une fonction de masse puisque la

série de t.g. 2−n
(n ≥ 1) est à termes positifs,

convergente, de somme 1.

[Loi d’une var discrète] Déf.3

Si X est une var discrète d’espace image

X (Ω) = {xn}n∈I , la fonction définie

sur X (Ω) par p(xk) = P(X = xk) est

une fonction de masse induisant une

mesure de probabilité sur X (Ω) appelée

loi de la variable X .

Rem.2�� ��T1> On utilise ce théorème pour vérifier qu’on a

une variable aléatoire.

Exple.3 À quelle condition sur α on

définit une variable aléatoire X sur Ω =

N?
en posant P(X = k) =

α

k(k + 1)
pour k ∈ N?

? On a une var ssi la

fonction p : k 7→ P(X = k) est

une fonction de masse sur N?
. Or la sé-

rie

∑
k>0

α

k(k + 1)
est à termes positifs,

donc p est une fonction de masse ssi la

série converge et a pour somme 1. Or

les sommes partielles valent par télésco-

page : Sn =
n∑

k=1

α

k(k + 1)
= α− α

n + 1
.

Ainsi, Sn =
n→∞

α + o(1), donc p est une

fonction de masse ssi α = 1.

ii Fonction de répartition

Les propriétés universelles des fonctions de

répartition sont vérifiées À savoir : positivité,

croissance, limites en ±∞.

a) Propriétés . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

[Propriétés des fonctions de répartition]

Prop.1

Notons X (Ω) = {xn}n∈I . Pour tout

réel t :

a. FX (t) =
∑
n∈I
xn≤t

P(X = xn).

b. En particulier, si X (Ω) = N :

1) FX (t) =

btc∑
k=0

P(X = k).

2) Pour k > 0 :

P(X = k) = FX (k)− FX (k − 1).

Rem.3 De façon générale, si on peut

ordonner en une suite strictement croissante

les éléments deX (Ω) = x1 > x2 > · · · > xn ,

il est vrai que P(X = kx) = FX (xk) −
FX (xk−1) en convenant que F (x0) = 0

b) Obtention de la loi par la
fonction de répartition . . . . .

[La fonction de répartition contient la

loi] Thm.2

La loi de X est déterminée par FX . En

particulier, si deux variables ont même

fonction de répartition, elles ont même

loi.
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L’amplitude de la discontinuité de FX au

point xk vaut P(X = xk).
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Rem.4�� ��T2> On calcule dans certains cas la fonc-

tion de répartition au lieu de la loi pour

obtenir ce�e dernière. Cas typique : loi du

maximum. Pour le min, on utilise plutôt

la fonction de survie SX : t 7→ P(X > t).

Exple.4
Soit X ,Y deux variables aléatoires indé-

pendantes de loi géométrique sur N?
de pa-

ramètres respectifs p, p′. Calculer la loi de

Z = min(X ,Y ).
On calcule la fonction de survie

SX : t 7→ P(X > t) = 1− FX (t), car pour

tout eniter n : min(a, b) > t ⇔
{

a > t
b > t

.

Il suit que pour tout réel t, [Z > t] = [X >
t] ∩ [Y > t] donc par mutuelle indépen-

dance, et parce que [X > t] = [X > btc]
(en e�et, les variables X ,Y ne prennent que

des valeurs entières) :

P(Z > t) = P(X > t)P(Y > t) = qbtcq′btc

(où q = 1− p,q′ = 1− p′, et btc est la

partie entière de t). Comme qbtcq′btc =
(qq′)btc, on reconnait la fonction de survie

d’une loi géométrique de paramètre 1− qq′

donc Z suit une loi géométrique de para-

mètre π = 1− qq′ = p + p′ − pp′.

iii Moments
a) Moment d’ordre r d’une va-
riable aléatoire . . . . . . . . . . . . . .

[Moment d’ordre r :MX ,r ] Déf.4

La var X admet un moment

d’ordre r si et seulement si la série∑
x∈X (Ω)

|x |rP(X = x) est convergente.

On pose alors :

MX ,r =
∑

x∈X (Ω)

x rP(X = x).

[Existence de moments] Prop.2

Soit r ∈ N?
. Si X admet un moment

d’ordre r , alors tous les moments d’ordre

inférieur existent aussi.

Rem.5�� ��T3> Peut servir pour montrer d’un coup que va-

riance et espérance n’existent pas : il su�it de prou-

ver que le moment d’ordre 1 n’existe pas.

b) Espérance d’une variable
aléatoire discrète . . . . . . . . . . .

[Espérance] Déf.5

La var X adme une espérance si et

seulement si la série

∑
x∈X (Ω)

xP(X = x)

est absolument convergente et par

définition

E(X ) =
∑

x∈X (Ω)

xP(X = x)

[Propriétés de l’espérance] Prop.3

L’ensemble des var discrètes sur Ω ad-

me�ant un moment d’ordre 1 est un

espace vectoriel et l’espérance y est une

forme linéaire positive et croissante.

Précisément :

a. Si X , Y sont deux var discrètes

sur Ω adme�ant une espérance,

alors pour tous réels λ,µ, la va-

riable λX +µY admet une espé-

rance et :

E(λX+µY ) = λE(X )+µE(Y ).

En particulier :

E(λX + µ) = λE(X ) + µ.

b. SiX est à valeurs positives quasi-

certainement, E(X ) ≥ 0.

c. Si X ≤ Y : E(X ) ≤ E(Y ).

d. Les grandeurs X et E(X ) sont

dans les mêmes unités.

e. Si X possède une espérance, la

variable notée X − E(X ), appe-

lée variable centrée déduite de

X , possède aussi une espérance,

et celle-ci est nulle.

[Formule de transfert] Thm.3

Soit f une fonction définie au moins sur

X (Ω), et Y la var donée par Y = f (X ).

Alors Y admet une espérance si et seule-

ment si la série

∑
x∈X (Ω)

|f (x)|P(X = x)

converge absolument et dans ce cas :

E (f (X )) =
∑

x∈X (Ω)

f (x)P(X = x)

c) Variance. Écart-type . . . . . . . . .

[Existence de la variance et du moment

d’ordre 2] Prop.4

Soit X une vard Sont équivalents :

a. X admet une variance.

b. X admet un moment d’ordre 2.

[Variance - écart-type] Déf.6

a. La variance de X est définie sous

réserve d’existence par :

V (X ) = E
(

(X − E(X ))2
)

.

b. L’écart-type de X , noté σX est

défini alors par

σX =
√

V (X ).

[Propriétés de la variance] Prop.5

a. (Positivité). V (X ) ≥ 0.

b. (Homogénéité.) Si X est exprimée

en unités u, V (X ) est en unité

u
2
, et σX en unités u.

c. (Homogénité et invariance par

translation). Si a, b sont deux

réels, aX +b admet une variance

et :

V (ax + b) = a2V (X )

d. V (X ) = 0 si et seulement si X
suit une loi quasi-certaine.

[Formule de König] Thm.4

Soit X une var discrète sur un espace

probabilisé . Si X admet une variance,

alors X admet un moment d’ordre 2,

une espérance et :

V (X ) = E(X 2)− E(X )2.
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