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Diagonalisation des matrices carrées

Cadre. Noations.
Prérequis.

• Prérequis : résolution des sys-
tèmes linéaires. Systèmes de Cra-
mer. Rang.

• n ≥ 1 est un entier fixé.
• Mn,1 (K) est l’espace vectoriel

dans lequel on travaille. Sa dimen-
sion est n

•
�� ��Typ. Les colonnes seront notées
par des le�res grasses.

• On note Ei = (0 ... 0, 1
↑
iè

, 0 ... , 0)T

le i-ème vecteur de la base cano-
nique de Mn,1 (K)

• Si A ∈ Mn(K), Cj = AEj est la
j-ème colonne de A.

• Vous pouvez penser les colonnes
comme les vecteurs de Kn qu’elles
représentent canoniquement.

i Éléments propres

a) Noyau d’une matrice . . . . . . . . .

[Noyau d’une matrice M] Déf.1

Si M ∈ Mn (K), le noyau de M noté
kerM est colonnes X ∈ Mn,1 (K)
solutions du système linéaire matriciel
homogène MX = 0 (ou sous forme
réduite : (M|0))

Rem.1

�� ��Typ. Le noyau d’une matrice
est constitué de colonnes.

[Structure vectorielle] Prop.1

Si M ∈ Mn (K), kerM est un s-ev de
Mn,1 (K).

En e�et, kerM est l’ensemble des solutions
d’un système linéaire homogène d’inconnue
X ∈Mn,1 (K) .

b) Valeurs propres . . . . . . . . . . . . .

[valeur propre - spectre] Déf.2

Soit A ∈Mn (K)K une matrice carrée.

a. On appelle valeur propre de A
tout scalaire λ pour lequel la ma-
trice A−λIn n’est pas inversible.

b. Le spectre de A est l’ensemble
noté σ(A) de ses valeurs propres.

Rem.2 Par définition de système de
Cramer, λ ∈ σ(A) si et seulement existe une
solution X non nulle au système linéaire de
forme réduite (A− λIn|0)

[Sous-espace propre associé] Déf.3

Si A ∈Mn (K)K , et λ ∈ σ(A), le sous-
espace vectoriel de M n, 1 (K) défini
par : Eλ = ker (A− λIn) s’appelle
sous-espace propre de A associé à la
valeur propre λ.

[Structure vectorielle] Prop.2

a. Eλ est un s-ev de Mn,1 (K) de di-
mension au moins 1

b. X ∈ Mn,1 (K) est dans Eλ si et
seulement si AX = λX.

Rem.3�� ��T1> En pratique, pour trouver les vecteurs
propres d’une matrice A :

a. On calcule le spectre de A (cf. Thm.1).

b. On résout le système homogène (A −
λIn|0).�� ��T2> Si on trouve une colonne X non nulle telle

que AX = λX, alors on peut a�irmer que λ est
valeur propre de A, et que X est un vecteur propre
associé.

c) Détermination du spectre . . .

[Obtention du spectre] Thm.1

Soit A ∈ Mn (K), et pour tout scalaire
λ : Aλ := A− λIn . Alors :

a. λ est une valeur propre de A si et
seulement si rang(Aλ) < n.

b. Si n = 2, les valeurs propres de
A sont les racines du trinôme

λ 7→ P(λ) = det(Aλ).

En particulier A possède au plus
deux valeurs propres distinctes.

c. Les valeurs propres d’une ma-
trice triangulaire sont ses coe�i-
cients diagonaux.

d. Soit 1 ≤ j ≤ n et A ∈ Mn (K).
Si tous les coe�icients de la co-
lonne j deA (en dehors du j-ème)
sont nuls alors aj ,j est valeur
propre de A et Ej est un vecteur
propre associé (voir Exple.1).

Exple.1

A =


1 0 2 0
8 0 5 0

0 0 3 0

1 0 6 −2

 . La lec-

ture de la matrice indique que AE2 = 0
et que AE4 = −2E4. Donc 0 et −2 sont
des valeurs propres de A et des vecteurs
propres associés sont respectivement E2

et E4.
[Spectre de la transposée] Cor.1

A et AT ont les mêmes valeurs propres.

Exple.2

A =

(
2 3
2 1

)
La somme des coe�s de

chaque colonne de A fait 4. Ceci se tra-

duit par ATY = 4Y où Y =

(
1
1

)
. Ainsi, 4

est vp. de AT . Par Cor.1, 4 est aussi vp de A.

ii Étude des sous-espaces

propres

a) Propriétés immédiates . . . . . .

[Propriétés des sev propres Eλ] Prop.3

Soit A ∈Mn (K) et λ ∈ σ(A). Alors

a. Eλ est un sev de dimension au
moins 1, et si λ 6∈ σ(A), alors
Eλ = {0} .

b. X ∈ Eλ ⇔ AX = λX (X : co-
lonne !)

c. Le noyau de A est E0, et donc
A n’est pas inversible si et seule-
ment si 0 ∈ σ(A).

d. Les sev propres sont stables par
A, c-à-d : X ∈ Eλ ⇒ AX ∈ Eλ.

e. dim Eλ vaut le nombre de va-
riables libres du système linéaire
homogène de forme réduite (A−
λIn|0)
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b) Valeurs propres et indépen-

dance linéaire . . . . . . . . . . . . . . .

[Intersection des sous-espaces propres]
Cor.2

Deux sous-espaces propres associés à
des valeurs propres distinctes n’ont
que le vecteur nul comme vecteur en
commun.

[Sert dans tous les exercices] Cor.3

En juxtaposant des bases (ou simple-
ment des familles libres) de sous-espaces
propres deux à deux distincts d’une
matrice, on obtient encore une famille
de colonnes libre.

[Somme des dimensions] Cor.4

La somme des dimensions des sous-
espaces propres d’une matrice n × n ne
peut dépasser n.

Rem.4 en e�et, les bases d’un sev
sont les familles libres de ce sev de plus grand
cardinal.

[Nombre maximal de vp distinctes]
Cor.5

Si A ∈Mn (K), alors A possède au plus
n valeurs propres distinctes.

iii Diagonalisation en dimen-

sion finie

a) Définition . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

[Diagonalisabilité] Déf.4

A ∈ Mn (K) est diagonali-
sable si il existe une matrice
diagonale semblable à A i.e. :
∃P ∈Mn (K) inversible t.q P−1AP
est diagonale.

Exple.3

a. Une matrice diagonale D est diago-
nalisable, puisque D = I−1

n DIn .

b. Une matrice scalaire, c’est-à-dire de
la forme S = αIn (colinéaire à In)
est diagonale. De plus P−1SP = S
pour toute matrice inversible P. En

particulier une matrice ne possédant
qu’une seule valeur propre est diago-
nalisable si et seulement si elle est
scalaire.

b) Critères de diagonalisabilité

[Condition nécessaire et su�isante de la
diagonalisabilité] Thm.2

Soit A une matrice de Mn (K). Sont
équivalents :

a. A est diagonalisbale.

b. La somme des dimensions des
sev propres de A au moins n.

[Condition su�isante de diagonalisabi-
lité] Cor.6

SiA ∈ Mn (K) admet exactement n
valeurs propres distinctes alors :

a. A est diagonalisable.

b. Les sous-espaces propres de f
(resp. A) sont de dimension 1.

Rem.5�� ��T3> Dans tous les cas, on obtient une matrice
P inversible diagonalisant A en juxtaposant des
bases de chaque s-ev propre de A.

[Théorème spectral] Thm.3

Si A ∈ Mn (R) est symétrique réelle

(c-à-d AT = A) alors :

a. A est diagonalisable.

b. Les sous-espaces propres de A
sont deux à deux orthogonaux.

Rem.6

a.
�� ��T4> En juxtaposant des bases or-

thonormées de chaque sous-espace

propre, on obtient une matrice P? dia-
gonalisant A. La matrice P? vérifie donc
dans ce cas particulier :{

P−1
? = PT

?

P−1
? AP? est diagonale

b. A A�ention, même si A est symétrique,
la matrice P obtenue par juxtaposition
de bases de chaque sous-espace propre
ne vérifie pas P−1 = PT . Pour cela,
il faut s’assurer que l’on a choisi dans
chaque sous-espace propre des bases
orthonormées.

iv Applications

a) Méthode et exemples . . . . . . .�� ��T5> De façon générale, si on cherche à établir un
résultat relatif à une matrice A donnée :

a. On commence par diagonaliser A en une
matrice D à travers une matrice P conte-
nant une base de Mn,1(K) de vecteurs
propres.

b. On établit d’abord le résultat pour la ma-
trice D .

c. On déduit ensuite le résultat pour le pro-
blème initial en y revenant grâce à la rela-
tion A = PDP−1

Exple.4�� ��T6> À savoir faire. Calcul de Am où m ∈ N.

a. On commence par diagonaliser A (si
possible) à travers P de sorte que D =
P−1AP est diagonale.

b. On calcule d’abord Dm (ce qui est fa-
cile).

c. On montre par récurrence que Dm =
P−1AmP .

d. On revient au problème initial par :
Am = PDmP−1.

Exple.5 Soit
A ∈Mn (K)K . Si on cherche les matrices carrées
M telles que AM = MA :

a. On cherche (si possible) une matrice P in-
versible telle que D = P−1AP est diago-
nale.

b. On résout à la main ND = DN (incon-
nue : N).

c. On revient au problème initial en sandwi-
chant par P,P−1 convenablement :

DN = ND ⇔PDP−1PNP−1 = PNP−1PDP−1

⇔ AM = MA où M = PNP−1.

Les solutions du problème initial sont
donc les matrices PNP−1 où N sont les
solutions du problème b.

Exple.6

Même principe pour un système di�érentiel :
dX
dt

= AX X(t) ∈Mn,1 (K) .

a. On diagonalise A qui est alors semblable
à D qui est une matrice diagonale.

b. On résout d’abord Y′ = DY (inconnue :
Y).

c. On revient au problème initial en sand-
wichant par P,P−1 convenablement : la
dernière équation équivaut à PY′ =
PDP−1PY, et après avoir vérifié que
PY′ = (PY)′, les solutions sont les X =
PY, où Y sont les solutions du problème
b..
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