Fiche 3/18

Analyse

Séries numériques

e Série : ni un réel ni une suite.

Rappels

e Sommes partielle : terme général

d’une suite.

e Somme d’une série : un réel qui
n’existe pas toujours.

1 GENERALITES

A) DEFINITIONS

[Série numérique] Déf.1

Notée E ui. C’est une écriture résu-
n>ng
mée pour donner :
a. Le terme général de la série : wuj
(c’est le t.g. de la suite (Un)n>ny)-

b. La

suite des sommes
partielles (Sn) >y ol
Sn=lUpy + -+ Un pour

tout entier n > ng.

Rem.1 I En général, no = 0,1 ou 2.

[Convergence - somme d’une série]
Déf.2
Une série est dite convergente ssi la
suite des sommes partielles converge
dans R. La limite ¢ de cette suite s’ap-
pelle la somme de la série et se note

EZZuk

k=ng

Rem.2 |

En étudiant la suite des sommes partielles,
a I'aide des techniques de calcul (sommes teles-
copiques notamment), ou théorémes sur les suites
(inégalités), on peut parfois établir la nature d’une

série et calculer sa somme en cas de convergence.
1
Exple.1 —
ple.t | vk
carpour k > 1:
1 1
Vk+1-vk= <
Vk+vk+1

En sommantde k = 1a k = n(nfi
a par telescopage :

~ 1
1< Z il
o VK
ce qui montre que les sommes partielles

tendent vers +o0. Noter qu’on a manipulé
les sommes partielles, jamais la série.

la série de t.g. diverge
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Séries numériques

série dans un calcul.
e Relations utiles

o i 1
! n>o (n=2)! + (n—1)!"

3

B) STRUCTURE

[Troncature] Prop.1
Soit p un entier fixé. Les séries de t.g. ux

et ux4p sont de méme nature.

Rem.3 I Permet de considérer le terme
général d’une série a partir d’un certain rang,
ce qui simplifie I’étude de la nature.

- 1
Exple.2 I Les séries Z P
k>2
sont de méme nature.
> G
k>2
[structure vectorielle] Prop.2

a. L’ensemble .7 des séries numé-
riques est un R—espace vecto-
riel.

b. L’ensemble .%; des séries conver-
gentes en est un sous-espace vec-
toriel.

c. La somme définit sur . une
forme linéaire, puisque si Z I

n>ng
et Z vk sont dans .7, alors :
n>ng
+o0 +o0 +o0
Z(auk+bvk) =a Z ug+b Z Vk
k=ng k=ng k=ng
Rem.4 I
On se sert souvent de ce
dernier point dans les exercices.
Exple.3 I Pourn>2:
n” n(n—1)+n 1 n 1
nl n! T (n=2) " (n-1)!
2

donc la série de t.g % est convergente
comme combinaison linéaire de séries
exponentielles tronquées (Thm. [8) donc
convergentes (Prop.1l). Noter qu'on a
manipulé le terme général, jamais la série.

11 ETUDE DE LA CONVERGENCE

A) CONDITION NECESSAIRE

a _— 1
n! n>1 (n—1)1°

e 2 On ne manipule jamais une

1

[Condition nécessaire] Prop.3

Pour qu’une série soit convergente, il
faut que son terme général converge
vers 0. La réciproque est fausse (¢a ne
suffit pas!).

Exple.4 |
nique converge vers 0, mais la série harmo-
nique diverge (Thm. [3)

B) SERIES DE REFERENCES

E Let.g. de la série harmo-

Servent tout le temps dans les exercices

Uk =

[Séries géométriques]

Thm.1

a. La série géométrique qu
k>0
converge si et seulement si
|g|<1. Dans ce cas :

Il en est de méme pour la série de
t.g. G2, (ou g**2 etc).

b. Les séries géométriques dérivées

quF1 et Zk(k —1)¢"?
k>1 k>2

sont convergentes si et seule-
ment si || < 1. Dans ce cas :

Zkkl

1—q)
+00o
_ 2
k(k—1)g" 2= ———.
%; (1-4q)
[Série exponentielle] Thm.2

Pour tout réel x la série de terme général

k

KT

+ooX/<
Vx € R Zﬁzex
k=0

converge et :
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1
a. La série harmoni — di-
que Z - di
n>1
verge vers +-00. [l en est de méme
-5 (Prop.1).

1
b. La série Z P est convergente.

Ilen est de méme pour la série de
tg 1 ——> (Prop.1).

(n+1)

Aire du rectangle R
sommation de k = 2 a k = n et par la rela-

tion de Chasles :

Vn > 2 O<Z /—Doupar

primitivation :
1 1

n
1
Vn>2 0< Z; =<
Les sommes partielles sont majorées par
1/(s — 1). Comme la série est a termes

-1 no !~ s5-1

puis par croissance de I’intégrale : 0 < k+2 k+k )

[Séries zéta] Thm.3 5 < [k dt . T (k+3)(k+2) T (k+3)(k+2)
< — < [ = et enfin par Do i 0 < 1 - Ik

TS kT3 S k+3)(k+2)

Comme la série harmonique diverge, la sé-
rie tronquée aussi, et par comparaison des

séries a termes positifs, Z A%
 (k+3)(k+2)

diverge, et la série initiale aussi.

c) EQUIVALENTS

[équivalents] Prop.4

C)COS\(I)ENRI:;I;IE-L(():': . SUFHSANTE . DE positifs, elle converge. Deux séries a termes positifs de termes
généraux équivalents sont de méme
B) THEOREME DE COMPARAISON . .. nature.
[Absolue convergence] Déf.3 - L
Exple.8 I La série de terme général
2

La série E u, est dite absolument
k>ng

convergente si la série E |uk| est
k>ng
convergente.

[Cond. suffisante de CV] Thm.4
Si une série converge absolument, alors
elle converge.

111 SERIES A TERMES POSITIFS

A) CONVERGENCE MONOTONE

[CCSATP] Thm.6

Si a partir d’un certain rang p (souvent
p=1,2):0 < ux < v alors:

a. sila série Z vk converge, la sé-
k
rie Z Uy aussi.
k

b. sila série E uy diverge, la série
k

E Vi aussi
k

Rem.5 I

a. Souvent utilisé avec les séries de réfé-

ue = converge, car elle est a termes

2k
positifs, et par produits d’équivalents :
k(k —1)

Uy ok

Donc, a un facteur 1/4 prés, ux est équi-
valent au terme général d’une série géo-
métrique dérivée seconde de raison q =
1/2 €] — 1, 1], donc convergente.

1Iv CALCULS DE SOMMES DE SE-
RIES

rence. a. Calcul explicite des sommes par-
b. £ 0 i héore tielles si ce sont des sommes usuelles.
[Cv monot.] Thm.5 ol n applique ce t eorem’e e'n tra- Exple.9 |
vaillant sur les termes généraux, 1 5 1
Si la série Z Uk est a termes positifs, pas les séries, ni les sommes par- Y _, u,, olu, = ( — + 7>.
K tielles - nt2 n+l n
elle converge si et seulement si la suite ) b= vt — v ol v — 1 1
des sommes partielles est majorée. Exple.6 I 5 m ! "Tn+1 n
- 1 b. Reconnaitre un moment d’une VAR dis-
La série Z —————— converge
Exple.5 | = (k+3)(k+2) créte. 2
Convergence  de Z % pour s> 1. puisque pour tout entier k > 0: Exple.10 I "Z(:) o Utiliser la variance
0< < L éri =
L k=t — (k+3)(k+2) — (k+3)? & S€M€ " J'une loi de Poisson de paramétre 1 et la
e > 1 converge puisque c’est la série formule de Koenig.
(k + 3)2 c. Se ramener a des séries géo-
R tronquée de > 1/k* qui est convergente métriques ou exponentielles en fai-
1 k (Thm et Prop.1). sant apparaitre des séries dérivées.
B Exple.7 I Exple.11 I
1 L. k . (Séries géométriques) Soit x €] — 1, 1].
1 La série Z k1312 diverge,
Par décroissance sur R} de t — — : k>0 2 on  a=x2 n "
1 ¢ 1  Ppuisque, pour mettons k > 2,0na: (n” + n)x = n(n—1)q" +2nq
Vk>2 Vtelk—-1k 0Z< e < < k42 < k + k. Ainsi en divisant : = ¢ n(n—1)g"*+2qnq"""
t —_——— ——

connu

connu
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