Spé 9/18

Probabilités

Densités usuelles

e (Q,7,P) :espace probabilisé.
e 7 :tribu des événements.

Rappels

e Revoir les propriétés universelles

1 DENSITES UNIFORMES SUR UN
SEGMENT

A) DEFINITION

[Loi % (a, b)] Déf.1
Soit a < b deux réels et | un inter-
valle d’extrémités a, b. X suit une loi
uniforme sur I'intervalle I si elle admet
pour densité :

Uap = 7T——

b— alla'b]

On note X ~ % (a, b).

Rem.1 | C’est la loi qui n’accorde au-
cune préférence (aucun biais) a tout réel de /.
Le caractére ouvert ou fermé des extrémités
n’intervient pas.

B) FONCTION DE REPARTITION

[Fonction de répartition] Prop.1

Si X ~» % (a, b), sa fonction de réparti-
tion est la fonction :

0 si x<a
X—a
-z < i <
Fx : x— b—a sioa<x<bh
1 si x>b
C) GRAPHIQUE ...................
Densité
y
1 I
b—a | \
| 1 X
0 4 b
L X
a b

Fonction de répartiton
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D) MOMENTS ....................
[Moments de la loi % (a, b)] Prop.2

Si X ~» %/(a, b), X admet une espé-
rance et une variance et :

a.HX):a;b.
u\«X):Eﬁi;f.

E) SIMULATION

1 | from random import random
2 | def unif(a,b):
3 retrurn a+(b-a)=*random()

F) PROPRIETES COMPLEMENTAIRES

[Proportion] Prop.3
Si X ~» %(a, b), alors pour tout in-
tervalle J, P(X € J) = b:joﬂ

m, M sont les extrémités de 'intervalle
JN{a, b].

Rem.2 | Résultat a la base des mé-
thodes de simulation.

[Invariance par translation affine]
Prop.4
Si X ~ 2 (0,1), pour tous réels
a > 0 (resp. a < 0) et b, la variable
Y = aX + b suit une loi Z(b,a + b)
(resp. Z (a + b, b)).

11 DENSITES EXPONENTIELLES

A) DEFINITION

[Loi exponentielle de paramétre \]
Déf.2
Soit A > 0. La vArR X suit une loi expo-
nentielle de parameétre X si elle admet
pour densité :

Ae—/\x
0

si x>0

sinon

i(x) = {

On note X ~ & ().

A w N =

des fonctions de répartition.

e Si E est un intervalle, 1g(x) = 1
six € E, et 1g(x) = 0 sinon.

[Fonction de répartition] Prop.5

Si X ~» &()), sa fonction de réaprtition
est la fonction donée par :

—Ax

l1—e six >0
xER Ax) = { 0 sinon
B) GRAPHIQUE (A1 > A2) .........
Densité
M
A1
A2 \
7 X
0
1 ffffff
x
Fonction de répartition
C)MOMENTS ..........covvnn...
[Moments de la loi &(\)] Prop.6

Si X ~» &(A) alors X admet une epsé-
rance et une variance et

a.ﬂX):%.

uawm:%.

D) SIMULATION

On utilse le fait que si U ~» %(0,1)
alors X = —% In U ~ &(X) (a prouver : par

la méthode classique).

from random import random
from numpy import log
def expo(landa):
return -1/landa * log(random())
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E) PROPRIETES COMPLEMENTAIRES  C) INTERPRETATION GRAPHIQUE DES F) SIMULATION ...................

PARAMETRES ................... . . . .
[Absence de mémoire] Prop.7 Pas de méthode de simulation explicitement

" i 2 Distribution de la masse au programme. L’oral du concours fournit e dans
Si X~ &(A) alors V(T t) € RY son formulaire la routine suivante pour simuler

une VAR X ~» 47 (0,1) :
PX>T+tX>T)=P(X >1t)
1 | import random as rd
[Changement d’échelle] Prop.8 2 |X = rd.gauss(0,1)

Si X ~ &(A) pour a > 0, alors

ang<i>
a

[Lien avec les lois géométriques]
Prop.9

Rem.5 I

a. On peut aussi d’aprés le théoréeme
de Moivre-Laplace (fiche Théoremes
limites, Thm.10), simuler une variable
Xn de loi % (n, p) (simuler une somme
de variables de Bernoulli indépendantes).

Voir Fiche Lois usuelles des 99, 7% de roal Il suit que My = X0 — 1P suit approxi-
variables aléatoires discrétes n 70 de T masse fotale . vIpgq
B) Prop. 3 mativement une loi .47(0,1) en prenant
P D) MOMENTS .................... pexp=1/2,n=100.

b. Avec Rem. 7, on peut aussi simuler une
111 DENSITES GAUSSIENNES variable A" (m, 0%) & Paide de X~

A) DEFINITION ................... [Moments de la loi A (m,o?)] A (0,1) : considérer Y = m + o X.
Prop.10 Rem.6 | Fonctions utiles liées a la loi normale

[Loi A (m, 02)' m € R, 0 > 0]Déf.3 Siw N (m 02) alors X admet une et implémentées sous Python :

a. La var X suit une loi normale de espérance et une variance et : 1| from scipy.stats import norm
parameétres m, o2 si elle admet a. E(X)=m. 2 | f_01 = norm.pdf # Densité N(0O,1)
pour densité : VIX) — o2 3 |Phi = norm.cdf # Fonction de rép.
o () 1 e_;ifg)z o b. V(X) =0 4 |u = norm.ppf # Quantiles

o(x) = - n
" a 271— console
) ,
note X ~» .4"(m, 0%) E) QUANTILES .................... In [1]: Phi(0.63)

b. La loi .#7(0,1) est appelée loi Out[1]: 0.735652707884
normale centrée réduite. S ; In [2]: Phi(-2)

[Quantile d’ordre o] Déf.5 Out[2]: 0.0227501319481

- — - C'est l'unique réel wu, tel que In [3]: u(0.975) #connu

[Fonction de répartition de la loi nor- ®(ua) = a Out[3]: 1.9599639845
a) — Q. .
male centrée réduite] Déf.4 In [4]: u(0.25)
Fonction notée ® Out[4]: -0.674489750196
1
Vx €R b(x) = 1 /X 5 dt Vor G) PROPRIETES COMPLEMENTAIRES
V2 )
[Invariance  par  transformation affine]
B) GRAPHIQUED(O'l >02),m=0 .. Prop.12
té
yem“ ¢ Si X ~ AN (m, 02) alors pour tous réels
1 X a # Oet b, lavariable Y = aX + b suit une
oaV2m ‘ ; 2.2
0 Ua Ion,/V(am—I—b,aa).
1
et , . Rem. iculier, si 1),
o1VRw Rem.3 | Interprétation : u, est ’abscisse vari?l::YI— ;n_fj;C::;rul)liiTr:’;g; 1).la
au bout de laquelle on accumule la fraction B o

J k de la masse totale de la densité. [Somme de variables gaussiennes indépen-

‘ 0 X dantes] Thm.1
[Symétrie] Prop.11 Soit n > 2 un entier. Si Xy ~ A (my, 02),

Y Vx €R  B(x) 4+ P(—x) = 1. Xg s N (ma,03), oy Xn = N (mn, 07)
1 sont n variables mutuellement indé-
| « Rem.4 I pe.ndantc.es, alolrs.S = led—i- + Xn
o suit aussi une loi normale, de paramétres

0 Amsl,sanJV(O,l),pourozE[1/2;1]: m:m1+~~+mn,0'2=df+~-~+0,2,.

Fonction de répartition P(X € [—ua, ua]) = 2¢(a) — 1.
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