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Produit scalaire, projection orthogonale

e La transposée de la matrice A est nale : un vecteur de F.

Ve . 2 T
Prérequis notée A ° Projecteur orthogonal :
Rappels e Le produit scalaire est noté (u, v) un endomorphisme de R".

® | Typ.Mg(u) |Projection

I GEOMETRIE LINEAIRE DE BASE

A) DROITE DU PLAN

Equation cartésienne :
ax+by+c=0 (ab)#(0,0)ab,c:
coefficients de I’équation (ce sont des réels).

a. = Si(a b) = (0,0) ce nest pas une

droite!

b. Sinon u = (—b, a) en est un vecteur

directeur.

c. et n = (a, b) en est un vecteur nor-
mal.

d. En faisant varier ¢, on obtient des
droite paralléles toutes dirigées par u

e. Si ¢ = 0, on a une droite vectorielle
(passant par 0 = (0, 0)). Cette droite
est donc Vect(u).

Exple.1 |
a. 2x + y — 3 = 0: équation d’une
droite dirigée par u = (-1, 2).
b. 2x + y —5 = 0: équation d’une
droite paralléle a la précédente.

c. x+y+3=0et—x+y+2=0
sont les équations de droites per-
pendiculaires puisqu’un vecteur di-
recteur de I'une est normal pour

"autre
Exple.2 I

Tl sia= (3

1
(%
leur propre, et le sev propre associé qui est Ker
A + 3/ est de dimension 1 d’aprés le théoréme
du rang. C’est donc une droite. Une équation
enest donné par la premiere ligne de A 4 3/ :

x — 4y = 0. Comme un vecteur directeur de
cette droite est (4, 1), Ker A43/ = Vect((4, 1)).

—4
S)oasa =

_84) qui est de rang 1, donc : —3 est va-

B) PLAN DE L’ESPACE

Equation cartésienne :
ax+by+cz+d=0 (ab,c)#(00,0)
a, b, ¢ : coefficients de I'équation.

a. B Si(a, b,c)=(0,0)cen’est pasun

plan!
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orthogo- Tall

b. Sinonn = (a, b, ¢) en est un vecteur
normal.

c. En faisant varier d, on obtient des
plans paralléles tous orthogonaux an

d. Sid =0, on aun plan vectoriel (pas-
sant par 0 = (0, 0, 0)).

Exple.3 I

a. 2x+y —3z+4 = 0:plan normal
an=(21,-3).

b. 2x+y—3z+45 = 0: plan paralléle
au précédent.

c. x+ty+z+3=0etx—z+2=0
sont les équations de plans ortho-
gonaux puisque leurs vecteurs nor-
maux sont orthogonaux.

c) HypPerpLAN DE R”

Equation cartésienne :

aixi+ -+ apxa + k=0(ay, ..., an) # (0, ...

a. Si (a1,...,an) = (0,...,0), ce nest
pas un hyperplan.

b. Si k = 0 c’est un hyperplan vectoriel
(car il passe par 0 = (0, ..., 0)).
1) Il est de dimension n — 1.
2) Il est orthogonal

(a1, .-, an).

c. Les hyperplans vectoriels du plan

sont les droites vectorielles (n = 2).

an =

d. Les hyperplans vectoriels de 'espace
sont les plans vectoriels (n = 3).
e. Si k # 0, on a un hyperplan paralléle
a celui pour k = 0, puisqu’il admet
aussi n comme vecteur normal.
Exple.4 I

a. x+y+ z+t = 3est ’équation
d’un hyperplan de R*. Il est paral-
lele a ’hyperplan vectoriel d’équa-
tion x +y +z 4+t = 0 puis-
qu’ils admettent tous deux le vec-
teurn = (1,1,1,1) comme vec-
teur normal.

b. Dans R%, xg =
tion dun  hyperplan
toriel de vecteur normal

n=(0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0)

0 est I'équa-
vec-

u
e +—— est de norme 1.

11 PRODUIT SCALAIRE

A) PROPRIETES DU PRODUIT SCA-
LAIRE, DE LA NORME

[Régles de calcul]

Soit (u,v,w) € (R")®. En posant
U = Mat(u), et V = Mat(v),on a:

*

a .

Prop.1

v)=UTV=vTUu=> uy
i=1
(u,u) = [|ul* > 0.

(uu)=0<u=0.

Ju ]2 = flul> £ 2(u,v) + ]
(w+v,u—v) = [Jull? V]
V(a, B) € R?  {oum, fv) = af (u,v).
. {u, v+ w) = (u,v) + (u,w).

> Q@ - 0 Q n T

[Inégalités de Cauchy-Schwarz] Thm.1
V(u,v) € R" X R":
a. [(u,v)[ < [luf[- [lv]
b. [lu+v| < luf| + [|v]|.

B) FAMILLES ORTHOGONALES
[Caractérisation matricielle] ~ Prop.2
Si .# = (u1,...,up) est une famille de
p vecteurs de R", et si A = Mat(%)
alors :
a. Z est orthogonale & AT A est
diagonale inversible (i.e. sans zé-
ros sur la diagonale).

b. Fest orthonormées> ATA = I,.

Rem.1 I
A€ Mnp(K)donc ATA € 4, (K)!

Thm.2
Les familles orthogonales de vecteurs
sont libres (en particulier, elles ne
contiennent jamais le vecteur nul).

[Indépendance linéaire x * %]

YA € RAu* = A% Jul® et [[Aul| = [A[[|u]
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B) PROJECTEUR ORTHOGONAL SUR
[Projecteur sur Ft] Prop.5 LE PLAN F = VEcT (u, V) ........

[Coordonnées sur une base orthogona- Si M- est le projecteur orthosonal sur
] Thm. 3 F IdF— Me esi lf: projecteur oihogonal a. Si uv sont orthogonaux : ils
Si Z = (u1,...,up) est une famille su,r FL forment une base orthogonale de F.
orthogonale. Alors : : La projection orthogonale du vecteur
x sur F est:
a. .7 estunebase de F = Vect(.%). )
2 B) CARACTERISATION DE LA PROJEC- _ u
P P TION ORTHOGONALE ............ Mr(x) = (x,u) T (xv) v][2
b Y will =yl
'jzl = b. Si u, v ne sont pas orthogonaux :
c.sixe F: [caractérisation] Thm.4 Soit Iy le projecteur orthogonal sur
1) lacoordonnée de x sur le vec- Soity € R" et § € F. Sont équivalents : Vect(u). Comme v/ = v — [,(v) est
teur uj est : \j = (x, uj2>’ a. §=e(y). orth?gonal auetdans F (Thm.4 b.),
[l ]| . . . (u, v") forment une base orthogonale
P b. §€ Fety— y est orthogonal & de F. On est donc ramené au cas du
2) x= Z Ajuj tout v\ecteur d’une base de F (et Iv B) a. ci-dessus, avec la base (u, v').
= donc a tout vecteur de F).
c. Minimum de distance. F v v
2 a2
weFly=vi"=ly -9l |
111 PROJECTEUR ORTHOGONAL c-a-d. que f'on a: , 1
)P . lly = 91" = min [ly — v||" !
A ROPRIETES .......... ... ... ... v
0 My(v) u
y — Me(y) )
[Projecteur orthogonal sur un sev] R" Y La base (u, v) de F n'est pas orthogo-

Prop.3
Le projecteur orthogonal Mg sur F :

nale, mais la base (u, v — MNyu(v)) lest.
———

v/

) ) Exple.6 I
a. est u.n endomorphisme de R". Soit u = (1,2,2), v = (=2, 1,0). La pro-
b. Sonimage est F: Imlr = F. F jection orthogonale de x = (x1, x2, x3) € R3 sur
c. Son noyau est le sev noté F-  Le trait pointillé est de longueur minimale e plan F = Vect(u, v) est :
des vecteurs orthogonaux a tous lorsquev = § = Mg (y). n(x) = X+ 2% +2x3 u+ —2a+ v puisque

ceux de F. (donc 0 est valeur 5

propre dés que F # R").

u et v sont orthogonaux.

1v CALCULS DE PROJECTIONS OR- C) PROJECTEUR ORTHOGONAL SUR
d. Mrollg =Tk THOGONALES UN HYPERPLAN .................

e. x € F & Mg(x) = x. (donc 1
est valeur propre et le sev propre
associé est ImF).

A) PROJECTEUR ORTHOGONAL SUR Si H est un hyperplan d.e vecteur normal n #
9 — VECT(U) 0, 2 = Vect(n) est une droite, et x — Mg (x) est
LA DROITE D N la projection orthogonale de x sur H (Prop.5). Le

calcul se réduit donc a celui de Mg (x)(cas v A)).

La projection orthogonale du vecteur x

Rem.2 Exple.7
I o sur 2 = Vect(u) (u # 0) est (Thm.3-1)) : P I ) o
a. Avec le théoréme du rang et c. et Ts>|  Expression de la projection orthogo-
e., les projecteurs orthogonaux sont Mo (x) = (x,u) u nale d’un vecteurx = (x,y, z, t) € R* sur le sev
donc diagonalisables. " u)l? F =A{(xy.z,t) x—y+z—t=0}.0n
, o remarque que dim F = 3 (c’est le noyau de
b. Pour montrer qu’une application f 1 ; (x,y,z, t) > X —y 4+ z—t). Ainsi F a
est le projecteur orthogonal surunsev F, De plus : Mat(Mgy) = UTu xUu". pour vecteur normal n = (1,—-1,1,—1). La
on montre : —— projection orthogonale de x = (x, y, z, t) sur
1) que f est un endomorphisme. flull? 2 = Vect(n) est donc :
2) que son image est contenue dans F. Exple.5 I X—y+x—t
3) que son noyau est F=. La projection orthogonale du vec- No(x) = 12 £ 12 412 4 12 n.
— _ 3 .
4) quefof=f. teur x = (x1,%,53) €R® sur la droite D’o1 la projection orthogonale de u sur F :
2 = Vect(u) otiu = (1,2,2) est:
P - —t
[Théoréme de Pythagore] Prop.4 X1+ 2% + 2x3 Ne(x) = (x,y, 2, t) — %(1, -1,1,-1)
PATTES 2 2 Ny = —""—""uec 2. \ 4 4
Vx € R7[|x[| = [MeC)I" + [[x — (x| 9 x 0

Lycée Chateaubriand
Classe de BS

MY Patel
2018-2019 @®SO




	Géométrie linéaire de base
	Droite du plan
	Plan de l'espace
	Hyperplan de Rn

	Produit scalaire
	Propriétés du produit scalaire, de la norme
	Familles orthogonales

	Projecteur orthogonal
	Propriétés
	Caractérisation de la projection orthogonale

	Calculs de projections orthogonales
	Projecteur orthogonal sur la droite D=Vect(u)
	Projecteur orthogonal sur le plan F=Vect(u,v)
	Projecteur orthogonal sur un hyperplan


