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Produit scalaire, projection orthogonale

Prérequis
Rappels

• La transposée de la matrice A est

notée AT

• Le produit scalaire est noté 〈u, v〉

•
�� ��Typ. ΠF (u) Projection orthogo-

nale : un vecteur de F .

•
�� ��Typ. ΠF Projecteur orthogonal :

un endomorphisme de Rn
.

• ± u

‖u‖ est de norme 1.

i Géométrie linéaire de base

a) Droite du plan . . . . . . . . . . . . . .

Équation cartésienne :

ax + by + c = 0 (a, b) 6= (0, 0) a, b, c :

coe�icients de l’équation (ce sont des réels).

a. A Si (a, b) = (0, 0) ce n’est pas une

droite !

b. Sinon u = (−b, a) en est un vecteur

directeur.

c. et n = (a, b) en est un vecteur nor-

mal.

d. En faisant varier c , on obtient des

droite parallèles toutes dirigées par u

e. Si c = 0, on a une droite vectorielle

(passant par 0 = (0, 0)). Ce�e droite

est donc Vect(u).

Exple.1

a. 2x + y − 3 = 0 : équation d’une

droite dirigée par u = (−1, 2).

b. 2x + y − 5 = 0 : équation d’une

droite parallèle à la précédente.

c. x + y + 3 = 0 et −x + y + 2 = 0
sont les équations de droites per-

pendiculaires puisqu’un vecteur di-

recteur de l’une est normal pour

l’autre

Exple.2�� ��T1> Si A =

(
−2 −4
−2 5

)
, A + 3I =(

1 −4
−2 8

)
qui est de rang 1, donc :−3 est va-

leur propre, et le sev propre associé qui est Ker

A + 3I est de dimension 1 d’après le théorème

du rang. C’est donc une droite. Une équation

enest donné par la première ligne de A + 3I :

x − 4y = 0. Comme un vecteur directeur de

ce�e droite est (4, 1), Ker A+3I = Vect((4, 1)).

b) Plan de l’espace . . . . . . . . . . . . .

Équation cartésienne :

ax + by + cz + d = 0 (a, b, c) 6= (0, 0, 0)
a, b, c : coe�icients de l’équation.

a. A Si (a, b, c) = (0, 0) ce n’est pas un

plan !

b. Sinon n = (a, b, c) en est un vecteur

normal.

c. En faisant varier d , on obtient des

plans parallèles tous orthogonaux à n

d. Si d = 0, on a un plan vectoriel (pas-

sant par 0 = (0, 0, 0)).

Exple.3

a. 2x + y − 3z + 4 = 0 : plan normal

à n = (2, 1,−3).

b. 2x +y−3z +5 = 0 : plan parallèle

au précédent.

c. x + y + z + 3 = 0 et x− z + 2 = 0
sont les équations de plans ortho-

gonaux puisque leurs vecteurs nor-

maux sont orthogonaux.

c) Hyperplan de Rn
. . . . . . . . . . . . .

Équation cartésienne :

a1x1 + · · ·+ anxn + k = 0 (a1, ... , an) 6= (0, ... , 0)

a. Si (a1, ... , an) = (0, ... , 0), ce n’est

pas un hyperplan.

b. Si k = 0 c’est un hyperplan vectoriel

(car il passe par 0 = (0, ... , 0)).

1) Il est de dimension n − 1.

2) Il est orthogonal à n =
(a1, ... , an).

c. Les hyperplans vectoriels du plan

sont les droites vectorielles (n = 2).

d. Les hyperplans vectoriels de l’espace

sont les plans vectoriels (n = 3).

e. Si k 6= 0, on a un hyperplan parallèle

à celui pour k = 0, puisqu’il admet

aussi n comme vecteur normal.

Exple.4

a. x + y + z + t = 3 est l’équation

d’un hyperplan de R4
. Il est paral-

lèle à l’hyperplan vectoriel d’équa-

tion x + y + z + t = 0 puis-

qu’ils adme�ent tous deux le vec-

teur n = (1, 1, 1, 1) comme vec-

teur normal.

b. Dans R12
, x8 = 0 est l’équa-

tion d’un hyperplan vec-

toriel de vecteur normal :

n = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0)

ii Produit scalaire

a) Propriétés du produit sca-

laire, de la norme . . . . . . . . . . . .

[Règles de calcul] Prop.1

Soit (u, v,w) ∈ (Rn)3
. En posant

U = Mat(u), et V = Mat(v), on a :

a?.

〈u, v〉 = UTV = V TU =
n∑

i=1

uivi

b. 〈u, u〉 = ‖u‖2 ≥ 0.

c. ∀λ ∈ R ‖λu‖2 = λ2 |u|2 et ‖λu‖ = |λ| ‖u‖
d. 〈u, u〉 = 0⇔ u = 0.

e. ‖u± v‖2 = ‖u‖2 ± 2〈u, v〉+ ‖v‖2

f. 〈u + v, u− v〉 = ‖u‖2 − ‖v‖2

g. ∀(α,β) ∈ R2 〈αu,βv〉 = αβ 〈u, v〉.
h. 〈u, v + w〉 = 〈u, v〉+ 〈u,w〉.

[Inégalités de Cauchy-Schwarz] Thm.1

∀(u, v) ∈ Rn × Rn :

a. |〈u, v〉| ≤ ‖u‖ · ‖v‖
b. ‖u + v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v‖ .

b) Familles orthogonales . . . . . .

[Caractérisation matricielle] Prop.2

Si F = (u1, ... , up) est une famille de

p vecteurs de Rn
, et si A = Mat(F )

alors :

a. F est orthogonale ⇔ ATA est

diagonale inversible (i.e. sans zé-

ros sur la diagonale).

b. F est orthonormée⇔ ATA = Ip .

Rem.1

A ∈Mn,p (K) donc ATA ∈Mp (K) !

[Indépendance linéaire ? ? ?] Thm.2

Les familles orthogonales de vecteurs

sont libres (en particulier, elles ne

contiennent jamais le vecteur nul).
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[Coordonnées sur une base orthogona-
le/orthonormée] Thm.3

Si F = (u1, ... , up) est une famille

orthogonale. Alors :

a. F est une base deF = Vect(F ).

b.

∥∥∥∥∥
p∑

j=1

uj

∥∥∥∥∥
2

=

p∑
j=1

‖uj‖2

c. si x ∈ F :

1) la coordonnée de x sur le vec-

teur uj est : λj =
〈x, uj〉
‖uj‖2 ,

2) x =

p∑
j=1

λjuj

iii Projecteur orthogonal

a) Propriétés . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

[Projecteur orthogonal sur un sev]
Prop.3

Le projecteur orthogonal ΠF sur F :

a. est un endomorphisme de Rn
.

b. Son image est F : ImΠF = F .

c. Son noyau est le sev noté F⊥

des vecteurs orthogonaux à tous

ceux de F . (donc 0 est valeur

propre dès que F 6= Rn
).

d. ΠF ◦ ΠF = ΠF .

e. x ∈ F ⇔ ΠF (x) = x. (donc 1

est valeur propre et le sev propre

associé est ImF ).

Rem.2

a. Avec le théorème du rang et c. et

e., les projecteurs orthogonaux sont

donc diagonalisables.

b.
�� ��T2> Pour montrer qu’une application f

est le projecteur orthogonal sur un sev F ,

on montre :

1) que f est un endomorphisme.

2) que son image est contenue dans F .

3) que son noyau est F⊥
.

4) que f ◦ f = f .

[Théorème de Pythagore] Prop.4

∀x ∈ Rn‖x‖2 = ‖ΠF (x)‖2 + ‖x− ΠF (x)‖2

[Projecteur sur F⊥] Prop.5

Si ΠF est le projecteur orthogonal sur

F , Id − ΠF est le projecteur orthogonal

sur F⊥.

b) Caractérisation de la projec-

tion orthogonale . . . . . . . . . . . .

[caractérisation] Thm.4

Soit y ∈ Rn
et ŷ ∈ F . Sont équivalents :

a. ŷ = ΠF (y).

b. ŷ ∈ F et y − ŷ est orthogonal à

tout vecteur d’une base de F (et

donc à tout vecteur de F ).

c. Minimum de distance.

∀v ∈ F ‖y − v‖2 ≥ ‖y − ŷ‖2 ,
c-à-d. que l’on a :

‖y − ŷ‖2 = min
v∈F
‖y − v‖2.

Rn

0

y − ΠF (y)y

ŷ v

v

F

Le trait pointillé est de longueur minimale
lorsque v = ŷ = ΠF (y).

iv Calculs de projections or-

thogonales

a) Projecteur orthogonal sur

la droite D = Vect(u) . . . . . . .

La projection orthogonale du vecteur x
sur D = Vect(u) (u 6= 0) est (Thm.3-1)) :

ΠD(x) = 〈x, u〉 u

‖u‖2

De plus : Mat(ΠD) =
1

UTU︸ ︷︷ ︸
‖u‖2

×UUT .

Exple.5�� ��T3> La projection orthogonale du vec-

teur x = (x1, x2, x3) ∈ R3
sur la droite

D = Vect(u) où u = (1, 2, 2) est :

ΠD(u) =
x1 + 2x2 + 2x3

9
u ∈ D .

b) Projecteur orthogonal sur

le plan F = Vect (u, v) . . . . . . . .

a. Si u, v sont orthogonaux : ils

forment une base orthogonale de F .
La projection orthogonale du vecteur

x sur F est :

ΠF (x) = 〈x, u〉 u

‖u‖2
+ 〈x, v〉 v

‖v‖2

b. Si u, v ne sont pas orthogonaux :

Soit Πu le projecteur orthogonal sur

Vect(u). Comme v′ = v − Πu(v) est

orthogonal à u et dans F (Thm.4 b.),

(u, v′) forment une base orthogonale

de F . On est donc ramené au cas du

iv b) a. ci-dessus, avec la base (u, v′).

F

u

v′ v

Πu(v)0

La base (u, v) de F n’est pas orthogo-
nale, mais la base (u, v − Πu(v)︸ ︷︷ ︸

v′

) l’est.

Exple.6�� ��T4> Soit u = (1, 2, 2), v = (−2, 1, 0). La pro-

jection orthogonale de x = (x1, x2, x3) ∈ R3
sur

le plan F = Vect(u, v) est :

Π(x) =
x1 + 2x2 + 2x3

9
u+
−2x1 + x2

5
v puisque

u et v sont orthogonaux.

c) Projecteur orthogonal sur

un hyperplan . . . . . . . . . . . . . . . . .

Si H est un hyperplan de vecteur normal n 6=
0, D = Vect(n) est une droite, et x − ΠD(x) est

la projection orthogonale de x sur H (Prop.5). Le

calcul se réduit donc à celui de ΠD(x)(cas iv a)).

Exple.7�� ��T5> Expression de la projection orthogo-

nale d’un vecteur x = (x , y , z, t) ∈ R4 sur le sev
F = {(x , y , z, t) x − y + z − t = 0} . On

remarque que dim F = 3 (c’est le noyau de

(x , y , z, t) 7→ x − y + z − t). Ainsi F a

pour vecteur normal n = (1,−1, 1,−1). La

projection orthogonale de x = (x , y , z, t) sur

D = Vect(n) est donc :

ΠD(x) =
x − y + x − t

12 + 12 + 12 + 12
n.

D’où la projection orthogonale de u sur F :

ΠF (x) = (x , y , z, t)︸ ︷︷ ︸
x

−
x − y + z − t

4
(1,−1, 1,−1︸ ︷︷ ︸

ΠD (x)

)
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