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Fonctions de deux variables

Fonctions de deux variables

e Le plan est identifié a R?.

Rappels

e  est un ouvert du plan.

I RAPPELS DE GEOMETRIE

A) EQUATION D’UN CERCLE DU PLAN

[Equation de cercle dans le plan] Thm. 1

Soit a, b deux réels. L’ensemble L; des
points (x, y) du plan R? tels que

(x—a)’ +(y—b)’ =k

est:
a. Videsi k < 0.

b. Le cercle de centre (a, b) de
rayon v/k sinon.

Rem.1 | Intervient souvent dans la re-
cherche de lignes de niveau d’une fonction
de deux variables.

B) PAVE OUVERT DU PLAN

[Pavé ouvert] Déf.1
Tout ensemble P de la forme
P =la, B[x]y,6[oba < Bety < &
sont des réels.

Rem.2 | Graphiquement, c’est un rec-
tangle, bords exclus.

c) OUVERT DU PLAN

Déf.2

Tout ensemble Q de R? tel que pour
tout point (a, b) de Q il existe un pavé
ouvert P contenu dans € et contenant

(a, b).

[Ouvert du plan]

Rem.3 I Garantit que pour une fonc-
tion de deux variables définie sur €2, les fonc-
tions partielles de f en (a, b) sont définies au
moins sur des intervalles ouverts centrés res-
pectivement en a et b, voir Rem.4 a.

D) LIGNES DE NIVEAU D’UNE FONC-
TION DE DEUX VARIABLES

[ligne de niveau k de f | Déf.3

Sif : Q — R, laligne de niveau k de
f est le sous-ensemble %% des points
(x,y) de Q tels que f(x,y) = k.
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e f est une fonction de deux va-

riables définie sur Q a valeurs

réelles.

Exple.1 I
Si fi(x,y)m (x—=1)>+y? la ligne de
niveau k de f est vide si k < 0, sinon c’est le

cercle de centre (1,0) de rayon vk d’aprés
Thm.1.

11 FONCTIONS PARTIELLES

A) FONCTIONS PARTIELLES EN UN
POINT

[Fonctions partielles] Déf.4
Si(a,b)eQetf:Q—R.

a. La premiére fonction partielle de
fen(a,b)est:

fi : x = fi(x, b).

b. La seconde fonction partielle de
fen(a,b)est:

firy e h(ay).

Rem.4 I

a. Elles sont définies respectivement au
voisinage a et b puisque 2 est ouvert.

b. Sion change de point (a, b), les fonc-
tions partielles changent.

Exple2 | Sif(x,y) =&Y +y—x
les fonctions partielles de f au point (3, 4)
sont données par fi(x) = e* 4+ 4 — x° et
Hi(y) =e¥ +y—o.

B) DERIVEES PARTIELLES

[Dérivées partielles en un point] Déf.5
Avec les notations de Déf.4 | leur exis-
tence est synonyme de dérivabilité au
points a et b des fonctions partielles en
(a, b). Dans ce cas :

a.g&ab%:ﬁ@)

of ,
b. 5, (a.b) = F(b).

Rem.5| ,@4

Ce sont des nombres, pas des fonctions!

Exple.3 | Les dérivées partielles en
(3,4) de la fonction f de [Iexemple
Exple. 2 existent et sont données par :

o (3.4) = £(3) = 4”6

%(3,4) =f(4) =3e?+ 1.

Déf.6
Avec les notations de Déf., les dérivées
partielles sont les fonctions :

a(aby4g£@w)

[Fonctions dérivées partielles]

u(amkagngg

Elles sont définies respectivement aux
points (a, b) de Q en lesquels la dérivée
partielle premiére et seconde au poont
(a, b) existe.

Rem.6 I

Pour obtenir leur expression, on géle une

variable, qui est alors considérée comme une

constante, et on dérive par rapport a 'autre.
Expled4 | Les fonctions dérivées par-

tielles de la fonction f de [I'exemple

Exple. 2 sont : of

of Ox
. Xy
et 3y (x,y) = xe¥ + 1.

C(x,y) = ye¥ —2x

¢) GRADIENT D’UNE FONCTION EN UN
POINT

[Gradient de f en (a, b)]

C’est le vecteur défini par :

Déf.7

- of of
grad, ;) f = (a(a, b)a—y(a, b)> .

Exple.5 I Si f(x,y) = x* — y%

puisque %(a, b) = 2a, et g—;(a, b) =

—2b, on obtient : grad, ,, f = (2a, —2b).
[Gradient et lignes de niveau] Prop.1

Si (a, b) est un point de la ligne de ni-
veau k %y de f, alors grad a,b)f est
orthogonal & % au point (a, bs.

Rem.7 I Ce résultat se démontre avec le

théoréme Thm.4 , voir Exple.8.




Spé 15/18

Analyse

Fonctions de deux variables

[Point critique d’une fonction] Déf.8
Les points critiques de f sont par dé-
finition les points (a, b) en lesquels
grja’d(avb)f = 0, ce qui équivaut a la
nullité des dérivées partielles de f en
(a, b) d’aprés Déf. 7.

Rem.8 |
en la résolution de systéme de deux équations a

La recherche des points critiques consiste

deux inconnues, mais par forcément linéaires!

Exple.6 | Les points critiques de f :
(x,¥) = x* — y? sont d’aprés Exple. 5
les points (a, b) en lesquels (2a, —2b) est
le vecteur nul, ce qui donne le systéme de
deux équations d’inconnues (a, b) suivant,
qui est en l'occurrence linéaire :

2a
—2b
Il'y a un seul point critique qui est (a, b) =
(0,0).

2

0
0

iIm RESULTATS COMPLEMEN-

TAIRES

A) CONTINUITE EN UN POINT D’UNE
FONCTION DE DEUX VARIABLES ..

a. Pas de définition de la continuité
en un point (a, b) d’une fonction de
deux variables au programme.

b. Intuitivement la continuité en (a, b)
signifie : si (x,y) est proches de
(a, b), alors f(a, b) et f(x,y) sont
proches aussi.

B) FONCTION DE CLASSE ¢!

[Condition suffisante pour '] Thm.2
Si f a des fonctions dérivées partielles
continues au sens (plus que flou) pré-
cédent, alors f est de classe €' en

(a, b).

Rem.9 I
On ne sait pas plus ce qu’est une fonction de
classe € avec ce qui vient d’étre dit, mais disons
que si les fonctions sont définies par des fonctions
usuelles et pas par disjonction de cas, vous aurez
des fonctions %
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c) LEMME DE SCHWARZ

[Lemme de Schwartz] Thm.3
Si les fonctions dérivées partielles se-
condes de f sont continues en (a, b)
alors :

O*f

0f
Byax(a' b) = 8x8y(a' b)-

D) DERIVEE LE LONG D’UNE COURBE

[dérivée le long d’une courbe] ~ Thm.4

Soit | C R un intervalle ouvert. Si
I 5t — (x(t),y(t)) € Q est une
fonction a valeurs dans Q dérivable et si
 est la fonction définie par :

vtel o(t) = f(x(t), y(t))

alors

¢'(t)

(0 2 (x(), y(1)

+y'(r)§§(x<r),y(r>)

i

dt 8adumyenf
—_— ——

produit scalaire de deux vecteurs

Rem.10 |
En pratique, on utilise cette formule seule-
ment si les fonctions t — x(t) et y — y(t) sont
inconnues. Sinon, on les remplace dans f par leurs
expressions, et on dérive directement !

Exple.7 | Sif(x,y)=x’y —xy et

p(t)=Ff( t ,1—t),alors:
x(t)  y(t)

p(t) = (1 — 1) — t(1 - 1)’

et il est trés simple de dériver ¢, puisque
c’est un polynome!
Exple.8 I Preuve de la propostion

Prop. 1:
Si la ligne de niveau .Z de f est paramétrée

par une courbe t — (x(t), y(t)), alors :

f(x(1), ¥(1)) = k,
N———

o(t)

vtel

et en dérivant cette relation, on obtient
¢'(t) = 0. Ce qui donne bien par Thm.4 :
dM
dt

vecteur tangent 4.2

grad o,y (0)f = 0-

{

E) CONDITION SUFFISANTE D’EXTRE-
MUM

Déf.9
On dit que f présente un maximum lo-
cal en (a, b) si pour un pavé P ouvert
conteant (a, b) et contenu dans Q on a:

[Maximum local]

V(x,y) € P f(x,y) < f(a, b).

Rem.11 I

a. Si La relation ci-dessus est vraie en
remplagant P par Q lui-méme, le
maximum est qualifié d’absolu.

b. Un maximum absolu est donc a for-
tiori un maximum local.

c. Un extremum local est par définition

ou un minimum ou un maximum lo-
cal.

Thm.5
Les extrema locaux d’une fonction de
deux variables f sont nécessairement
parmi les points critiques de f.

[Extrema et points critiques]

Exple.9 I Si la fonction f de I’Exple.6
admet un extremum local , ce ne peut-étre
qu’en (a, b) = (0,0)

F) APPROXIMATION LINEAIRE DE
TAYLOR

[Taylor] Thm.6

Soit (xo0, ¥o) € Q. Si h, k sont deux réels
assez petits, alors une valeur approchée
de f(xo + h, yo + h) est:

of of
f(xo0, y0) + hg(xo,)/o) + kafy(Xo,yo)

Exple.10 | Si on veut une valeur ap-
prochée de (1,01)*%, comme 1* = 1,
on pose (x0,y0) = (1,3), (hk) =
(0,01;0,02) et on veut une valeur appro-
chée de f(xo + h,yo + k) ou f(x,y) =
)gf = &Y. Comme un calcul donne
a(xo,yo) = 3,a—y(x0,yo) = 0, on

trouve que (1, 01)3'02 ~1,03.
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