Bio 2B DS 1 2025-2026

DS n°1 : 2h

Vendredi 12 septembre 2025

Pensez a la marge a gauche sur vos copies et a | encadrer| ou souligner vos résultats.

Exercice 1

Partie I : Etude d’une suite définie implicitement

Pour tout entier n, on considére 'équation : x + €™ =2 (E,)
On définit la fonction f, par :
Ve €R, folz) =z +e™ —2
1. Résoudre 'équation (Ep). On notera xy son unique solution.
2. Etudier les variations de f,, sur [0, +oo|.
En déduire qu’il existe une unique solution sur 0, +o0o[ de I’équation (E,,). On la notera x,,.
3. (a) En calculant f,(zn41) déterminer la monotonie de (z,,) et montrer qu’elle converge. On notera ¢ sa limite.
(b) Déterminer la valeur de ¢
4. (a) Montrer qu’on a I’équivalent suivant : z, ~ % quand n — +0o

In(2)

(b) On pose pourn >1 : ¢, =z, — . Déterminer un équivalent de &,,.

Montrer finalement que :

_ ) a 0(1

oll a est une constante & préciser.

Partie II : Approximation de z;
On counsideére la suite (uy,)nen définie par :
u =1, VneN, upr1 =In(2 —uy,)
On pose p(z) = In(2 — z).
1. Préciser ’ensemble de définition de ¢, ses variations. Etablir son tableau de variation.
A T'aide de constructions sur le graphe de ¢ donné en annexe, conjecturer le comportement de la suite (u,,).
2. Calculer uy, ug, uz. Préciser le signe de (uz — ug) et de (usz — uq).
3. Montrer que la suite (u,) est bien définie et que : Vn € N, 0 < u,, < 1.
4. On définit les suites (vp)nen €t (Wp)nen par :
Vn € N, v, =ugn, w, = U2n+1
(a) Etudier la monotonie des suites (v,) et (w,).
(b) Montrer qu’elles sont convergentes. On notera [y et Iy leurs limites respectives.
(¢) A l'aide de la fonction v : z — €® — z, montrer {1 = (5.

5. En déduire que la suite (u,,) converge et préciser sa limite.
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Exercice 2

1. (a) Résoudre dans C 'équation 23 = 1.

On note j = ¢'*%" . Donner 'ensemble des solutions en utilisant les puissances de j.
(b) En le démontrant, donner la valeur de 53, de j et de 1+ j + 52.
Soit P=(X +1)" — X7 — 1.

2. Montrer que P est divisible par (X — j)2.

3. Montrer que si un polynoéme @ est dans R[X] et posséde une racine « complexe, alors @ est aussi racine de Q.

En déduire une autre racine double de P.
4. Déterminer le degré de P, puis factoriser P dans C[X].
5. Factoriser P dans R[X].

Exercice 3

On définit une suite réelle (up,)neny par: ug >0 et up, =N+ up—1, Vn=1.

On admet que la suite (un)n est correctement définie.

1. Ecrire en langage Python, une fonction termeU qui prend en paramétre un réel uy et un entier n, et renvoie

le terme u,,.

2. Montrer que pour tout n € N, u, > /n.

—_

3. (a) Montrer que pour tout z € RT, \/z < 5(1 + ).

(b) En déduire que pour tout n € N :
U, <n+ 2771,
Un—1
n2

et que la suite ( ) converge vers 0.
n>1

U
(c¢) Montrer que la suite (—n) converge vers 0.
n/nz

(d) Montrer que u, et \/n lorsque n tend vers +oc.
4. On pose w, = u, — \/n.
(a) On considére une suite (), qui converge vers 0.
i. Justifier qu’a partir d’un certain rang, t, € [—1, +o0].
ii. Déterminer un équivalent simple de /1 + ¢,, — 1 lorsque n tend vers +oo.

(b) Montrer que la suite (wy,)nen admet une limite ¢ que ’on précisera.

5. (a) Calculer lim (v/n—+/n—1) puis ll)IJ{l (U, — Up—1)-

li
n—4oo
(b) Justifier qu’il existe un entier ng € N tel que
1
n>n0:>un>un_1f§.

(c) Montrer que ;41 — uy, est du signe de 1 + u,, — u,_1, puis que la suite (u,), devient croissante a partir

d’un certain rang.
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