Bio 2B

DS1 Corrigé 2025-2026

DS 1 : Corrigé

Exercice 1

Partie I : Etude d’une suite définie implicitement

Pour tout entier n, on consideére l’équation :

On définit la fonction f, par :

Ve R, folz) =z +e™ —2

1. Résoudre I’équation (Ey). On notera xo son unique solution.

T+1-2=0 <

2. Etudier les variations de f, sur [0, +oo[.

3.

En déduire qu’il existe une unique solution sur |0,4oo[ de I’équation (Ey,). On la notera x,,.

fn est dérivable sur [0,4o00[ et f(z) =1+ ne™ > 0 donc f,, strictement croissante sur [0, 4o00[

fn est continue, strictement croissante sur R™, passant de —1 & +oo, donc par le théoréme de la bijection :

’3!1‘” € R tel que f,(zn) = 0‘

Rq:

(a)

xn # 0 car fp(0) = —1

fan(l)=14e*"—2=e"—-1>0désquen>1,doncz, <1 CCL:|Vn2>1 0<uz,<l1

Déterminer la monotonie de (x,) et montrer qu’elle converge. On notera £ sa limite.

Pour n fixé : fr(Tpy1) = Tpyq + 01 — 2

OF fori(@ns1) = 0 par def, = sy = 2 — e TDZnt1 Q00 fo(2pa1) = 2 — ePTDTn41 4 gninss 9
= e"n+1(1 — e™n+1) < 0

car Tp41 > 0= e+t > 1.

Donc fr(nt1) < 0= fu(z,) = car f, croissante sur RT. ’La suite (z,,) est décroissante

Enfin, elle est décroissante et minorée par 0, donc ’ elle converge, vers £ > 0 ‘

Déterminer la valeur de £

Onax,t+e" —2=0,etx, —2—>—2.

Si £ # 0 alors nz,, — +00 et "™ — +00 = x, + € —2 - +00  CONTRADICTION!! donc
Montrer qu’on a l’équivalent suivant : x,, ~ % quand n — 400

On reprend z,, + ™" —2 =0 <= " =2 — g, < nz, =n(2 —z,)

Puisque z,, — 0 alors In(2 — z,,) — In(2) quand n — 4o00. d’ott nx,, ~In(2) <= |z, ~

In(2)

On pose pourn>1 : e, =z, — . Déterminer un équivalent de &,,.

Montrer finalement que :

In(2) a (1)
= +—5+ol— en + oo
n

o a est une constante a préciser.
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In(2 — z, In(2 1
On a aussi z,, = n( m”): n()—i——ln(l—x—")
n n n 2
In(2 In(2 1 . In(2 1
Donc ¢, = z,, — n(): n( )—|—71n(1—&)— n():fln(l—x—">
n n n 2 n n 2
n n n n In2
Comme z, — 0 quand n — 400, = f%%Oet ln<1—%) Nf%:> 5nN7;7nN772I;2
In2 1 In2 In2 1 In(2)
<:>€n:_ﬁ+0 ﬁ :>Z'n:7—ﬁ+0 ﬁ avec @ = — 9 .

Partie II : Approximation de z;

On considere la suite (up)nen définie par :
up =1, VneN, u,11 =In(2—u,)

On pose p(x) =In(2 — x).

1. Préciser l’ensemble de définition de o, ses variations. Etablir son tableau de variation.

@(z) existe <= In(2 —z) défini <= z < 2, donc | D, =] — 00, 2|

-1
De plus ¢ est dérivable sur son domaine de définition et ¢'(x) = 7 < 0, donc ¢ strictement décroissante de
—x

+oo= lim In(2—2z)a —co= lim In(2 — x).
T——00 r—2~

A aide de constructions sur le graphe de ¢ donné en annexe, conjecturer le comportement de la suite (u,). On
conjecture que les deux suites extraites (ug,) et (ua,+1) sont monotones de sens contraire, et que la suite (u,)
converge vers le point fixe de .

2. Calculer uy,us,us. Préciser le signe de (uz2 — ug) et de (ug — uq).
up =1=u; =In(l) =0, puis ug = In(2) et ug = In(2 — In(2)).
Comme 2 < e et In strictement croissante, In(2) < In(e) =1 <= In(2) — 1 < 0 donc
On en déduit aussi que 2 —1n(2) > 1 = In(2 —In2) > 0 donc

3. Montrer que la suite (u,) est bien définie et que : Vn € N, 0 < u,, < 1.
Soit P(n) : "u, est défini et 0 < u,, < 17, montrons P(n) par récurrence ¥n € N.
— Pour n =0, ug défini par hypothése et ug = 1 € [0,1]. Donc P(0) est vérifiée.
— Supposons P(n) vraie pour un n fixé. On a par HR 0 < u, <1 = ¢(uy,) existe car u,, € D, donc uy,4; est
bien défini.

De plus ¢(0) = p(un) = ¢(1) <= 0 < up41 < In(2) < 1 donc P(n + 1) est vérifiée.

— CCL : ’ la suite (u,,) est bien définie, et ¥Yn € N, u,, € [0, 1] ‘

4. On définit les suites (vp)nen €t (Wp)nen par :
Vn € N, v, = uoy, w, = U2n+1

(a) Etudier la monotonie des suites (v,) et (wy,).
Comme uy < uy <= v; < vg d’aprés 2., on va montrer par récurrence que (v,,) est décroissante.
En effet on a l'initialisation, et si pour n fixé, v, < v,_1 <= us, < Ua,_2, alors en composant 2 fois par

©, on obtient (us,) > p(uan—2) < Ugpt1 > Usp—_1,
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puis @(uant+1) < @(Uan—1) <= Usnta < Uzp <= Upit1 < Up.

Finalement pour tout n, v,4+; < v, et ’1& suite (vy,) est décroissante

Enfin ugpyo < ug, pour tout n donne en composant par ¢ : Uspis > Uoptl <= Wp41 > w, donc

’la suite (w,,) est croissante‘

Montrer qu’elles sont convergentes. On notera l1 et ly leurs limites respectives.
Les deux suites sont monotones et bornées par [0,1], donc par le Th de convergence monotone, elles

convergent. Notons ug,, — 1 et ugpr1 — 2 quand n — +o00.
A Uaide de la fonction 1 : x — € — x, montrer {1 = {s.

Pour tout n, ugnt1 = In(2 — ugy,) < €27+l + ug, = 2 3 e 40, =2 (1)
n—-+00
Et de méme ugyq2 = In(2 — ugpy1) <= €272 4+ ug, g = 2 \:;/ e+l =2 (2)
n—+400
(2) = (1) s et ly— (2 =) =0 = et — by =e — by = P(l) = P(l2)
Or ¢/'(x) =e® —1 > 0 sur [0, 1], donc 4 strictement croissante sur [0, 1], donc injective.

D’ou ¢(€1) = w(gg) = £1 = EQ

5. En déduire que la suite (u,) converge et préciser sa limite.

Les deux suites extraites d’indice pair et impair convergent vers la méme limite ¢;, on en déduit que (u,,) converge

vers £1. Alors en passant a la limite dans u,4+1 = In(u, — 2) on obtient :

lh=In2—-0) <= " =24 <= "+, =2 —

Conclusion : ’La suite (u,,) converge vers ‘
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Exercice 2 : Corrigé

1.

(a) Résoudre dans C l’équation 2> = 1.

On note j = ¢ . Donner l'ensemble des solutions en utilisant les puissances de j.

0 n’est pas solution de 2% = 1, donc on peut poser l'inconnue z sous forme exponentielle : z = pe®

p3=1 p=1 2k

Alors 28 =1 = p3e®? =1 = e = |z=¢"35  k=0,1,2

CCL : ]solz {5°,4,5°} = {1,4,5°} \
(b) En le démontrant, donner la valeur de j3, de j et de 1+ j + j2.

. S 3X2m . . - _g2m i( — 2 jAm - .
]3:67‘ 3 = 2T ]3:1 j=e"'3 :61( 3+27T):623 <:>

Dans 1+ j + j2 on reconnait la somme des termes d’une suite géométrique de raison j # 1, donc

L 1-43 1-1 .

Soit P=(X+1)"—X"—1.

2. Montrer que P est divisible par (X — j)2.

Pour cela il suffit de montrer que j est racine double de P, donc que P(j) = P’(j) = 0.

Pl =G+ =" —1=(—)"= j° xj—1=—"—j-1=-2 xj-j-1=-2-j-1=0
~~ ~—

-1 =1

PX)=7X+1)-7X = P'(j) =7+ 1) =75 =7((—5*)¢ - i) =71-1)=0

donc j est bien une racine (au moins) double de P <= ’P est divisible par (X — 5)? ‘

Montrer que si un polyndme @ est dans R[X] et posséde une racine o complezxe, alors @ est aussi racine de Q.
En déduire une autre racine double de P.
n

Ecrivons @ sous la forme Q(X) = Z b X* avec tous les by réels.
k=0
n

a racine de @ <= Q(a) =0 <~ Zbkak =0
k=0

n n
Passons au conjugué : <— Z bpat =0 — Zik a® =0 d’apres les propriétés du passage au conjugué.
k=0 k=0

Or by € R <= by, = by, donc finalement Q(a) =0 <= Zbkakzo — Q@) =0 <

k=0

P € R[X] et P’ aussi, donc j racine des deux = ’ j est racine (au moins) double de P ‘

. Déterminer le degré de P, puis factoriser P dans C[X].

PX)=X"4+7X°+ ... - X"-1=7X%+... -1, donc ’ P de degré 6 et de coefficient dominant 7

Dans C, on a déja I’équivalent de 4 racines, puisque j est une racine double, et 7 aussi.
Il reste a déterminer 2 racines. On les cherche comme racine évidente.

Or P(0) =17 — 1 = 0, donc 0 est racine de P.

P(-1)=(-1+1)" - (=1)" =1 =0, donc —1 est racine de P.

CCL : | P(X) = TX(X + 1)(X — j)(X —7)?|

. Factoriser P dans R[X].

(X=X =) =X>—(+)X+jj=X?—2Re(j)X +[j? =X*+ X +1
o dans R[X], | P(X) = TX(X + 1)(X® + X +1)* |
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Exercice 3 : Corrigé

On définit une suite réelle (up)nen par

ug >0 et u, =+/n+u,_1, Vn=>1.

On admet que la suite (uy,)n est correctement définie.

1. Ecrire en langage Python, une fonction terme qui prend en paramétre un entier n et renvoie le terme u,.

On pourra initialiser la suite a ug = 1.

from numpy importx*
def terme(ul,n):
u=u0 # initialisation de u avec la valeur u_0
for k in range(1,n+1): # on passe n fois dans la boucle, k de 1 an
# pour k=1 on calcule u_1l, pour k fixe on calcule u_k
u= sqrt(k+u)

return u

2. Montrer que pour tout n € N, u, > /n.

Par une récurrence immédiate, on a u, > 0 pour tout n € N. On déduit alors que pour tout n € N, u,, =

N R \/ﬁ, par croissance de t +> \/i

1
3. (a) Montrer que pour tout v € R, \/x < 5(1 + ).

Soit z > 0, comme la fonction ¢ — % est strictement croissante sur [0, +oo], on a :

VT < (1+x)?

= =

1
5(1—&—95) = <
— dr<P+2r+1
= 2—-22+1>0

— (z—1)*=0 (vraie!)

Comme nous avons raisonné par équivalence, on peut affirmer que la premiére propriété est vraie.

(b) En déduire que pour tout n € N :

Up—
et que la suite ( n2 !
n

On considére la propriété définie sur N par

) converge vers 0.
n>1

Yo,
2n

Montrons par récurrence que P(n) est vraie pour tout entier n > 0.

Pn):"u, <n+

U
Initialisation. Si n = 0, alors 0 + 2—8 = ug = ugp, et P(0) est vraie.
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Hérédité. Soit n > 0 fixé, supposons que P(n) est vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie. On a

par croissance de la fonction t — /# et I'inégalité précédente :

1 U U
un+1=\/n+1+un<,/n+1+n+%35(1+n+1+n+2—3)=n+1+—°

2n+1 :
Ainsi P(n + 1) est vraie.
Conclusion. D’aprés le principe de récurrence, P(n) est vraie pour tout n > 0.

D’aprés ce qu’on vient de montrer, on a

Uo
Ogunfl < (n_l)"’_ﬁv
donc
Up—1 n—1 UQ
0< + .
S op2 T op2 n29n—1
—— N—\—
— 0 — 0
n— +o0o n— +o0o
N . < Up—1
D’apreés le théoréme d’encadrement, on peut affirmer que n2 — 0.
n n—-+4oo

(c) Montrer que la suite (“=),>1 converge vers 0.

Onapourn>1:

— V0 =0,

n—-+oo

un_\/n+un1_\/n+un1_\/1+un1
n n o n? “Vn n?

U
par continuité de la racine en 0. CCL : |la suite (—n> converge vers 0.
n /n>1

(d) Montrer que u,, ~ +/n lorsque n tend vers +oo.
n—-+4oo

D’aprés la question précédente, on peut affirmer que

Un—1 _ (un_1> " (n—l) S
n n—1 n n——+o00
o o Up—1 ~
un—\/n—i-un_l—\/ﬁx’/l—l— " n~>+oo\/ﬁ.

———

— 1
n—+4o00

donc

On a bien |u, ~ +/n

n——+oo

4. On pose wy, = u, — /1.
(a) On considére une suite (t,)n qui converge vers 0.
i. Justifier qu’a partir d’un certain rang, t, € [—1, 00|
Il suffit de revenir a la définition de la convergence vers 0, en prenant ¢ = 1, il existe un rang N € N

tel que pour tout n € N :
n>N = -1<t,<1 = t,€[-1,+o0[

ii. Déterminer un équivalent simple de /1 + t, — 1 lorsque n tend vers +oc.
C’est du cours, comme t,, — 0 quand n — +00 :

t
1+t,—1 ~ 2.
n—-+oo 2
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(b)

Montrer que la suite (wy)nen admet une limite £ que l'on précisera.

Soit n € N :

Up—
wnzun—fzw/n—&—un_l—\/ﬁ:\/ﬁ( 1+ nl—l).

D’aprés la question précédente, on sait que

donc

Unp—1 o 1 Up—1 vVn — 1 N 1

= _ % .
2\/7; 2vn—1 \/ﬁ n—+oo | 2
—_—— N———

1 — 1

—
n— +o0o n— +oo

Calculer lim (vn—+vn—1) puis lm (up — up_1).
n—-+4oo n—-+4o00o

Soit par la quantité conjuguée, soit de la fagon suivante :

Vi—vVn—1=vn—1(/:% - 1) =vVn—1(;/1+ -5 — 1) ~ 2”(::11) = 2\/%%—%0@.

Un—1

Ainsi, pour n € N, on a

Uy — Up_1 = (Wp + V1) — (W1 +Vn—1)= (W, —w,_1)+(Vn—vVn—-1) — @

n—-+o0o
s /—0=0 — 0
n— +o0o n—+4oo

. v . 1
Justifier qu’il existe un entier ng € N tel que : n > ng = up = Up_1 — 2
11 suffit d’appliquer la définition de la convergence vers 0 de (u, — Up—1)n avec € = %

. 1 1 1
Il existe ng tel que n > ng = 5 K Up — Up_1 < ok donc|n>ng = up = Upn_1 — 5

Montrer que up+1 — u, est du signe de 1+ w,, — un,—1, puis que la suite (uy,), devient croissante & partir

d’un certain rang.

Soit n € N, en exploitant la quantité conjuguée :

1+un_un71
Vit T+ u, +/n+ tn_1

Upt1 —Up = VR + 14 u, — /Nt u,—1 =

Comme le dénominateur est manifestement positif, on peut conclure que u, 1 — u, est du signe du numé-

rateur : 1+ w, — u,_1. Ainsi & partir du rang ng de le question précédente, on a :

1 1
un>un71_§:>1+un>unfl+§:>1+un_un71>O:>un+1_un>0~

Donc ’ la suite (U )n>n, €st croissante.

7 Lycée Janson



