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PROGRAMME DE COLLES

SEMAINE 17 : DU 10 AU 14 FEVRIER 2025

Chapitre 9 - Intégrales : voir le contenu dans le programme de la semaine 16.
Chapitre 10 - Variables aléatoires a densité : début du chapitre, voir I'extrait de programme plus bas.

La colle débutera par une question de cours, portant (par exemple) sur les définitions ou énoncés suivants,
tirées du rapport du jury :

— Questions de cours de la semaine précédente.

— Définition d’une densité de probabilité.

— Caractérisation d’une variable a densité a partir de sa fonction de répartition.

— Définition de I'espérance d’une variable aléatoire a densité.

— Inégalité de Markov.

— Inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

Contenus Commentaires
a) Variables aléatoires admettant une densité
On appelle densité de probabilité une fonction f définie sur R,

positive, dont I'intégrale généralisée sur R converge et vaut 1.

Dans le cadre du programme, I'intégrale généralisée
n'est définie que pour des fonctions continues sauf
éventuellement en un nombre fini de points.

On dit qu'une variable aléatoire réelle X est a densité 'il existe
une densité de probabilité f telle que, pourtout xe R: Fy(x) =

f f(ndt.

Fy est dérivable en tout point de continuité x de f et Fj,( (x) =

flx

Si f est une densité de probabilité, alors il existe une variable
aléatoire X dont f est une densité.

Une telle fonction, qui n'est pas unique, est appelée
densité de X.

Ce résultat peut étre admis.

Dans ce contexte, donner la loi d'une variable aléa-
toire X, c’est justifier que X admet une densité et en
donner une.

Résultat admis.

Contenus (suite)

Commentaires

X admet une densité si, et seulement si, sa fonction de réparti-
tion Fy est continue sur R et de classe %" sur R sauf éventuelle-
ment en un nombre fini de points.

Ce résultat peut étre admis. On insistera sur les re-
présentations graphiques de la fonction de densité
et dela fonction de répartition, en faisant le lien avec
les histogrammes de variables aléatoires finies. Les
étudiants doivent savoir déterminer la loi d'une va-
riable aléatoire a partir de sa fonction de répartition.

Sur des exemples simples, recherche de la loi de
u(X), X ayant une densité donnée.

b) Indépendance
Propriétés de I'indépendance mutuelle :
* Si Xj,X5,..., X, sont indépendantes, toute sous-famille
I'est aussi.
* Lemme des coalitions : si X),..., Xy, Xy41,--., Xp+p sONt
indépendantes, alors u(X,..., X,) et v(X41,..00 Xpap)
sont indépendantes.

On observera que cette propriété peut s’étendre aun
nombre fini de fonctions, et en particulier au cas de
(2 (X1), w2 (X2), ... U (Xp)).

Exemples de recherche de la loi du minimum et du
maximum de deux ou de n variables aléatoires indé-
pendantes.
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c) Espérance
Espérance. Propriétés. Notion de variable centrée.

Théoréme de transfert : si X est une variable aléatoire a den-
sité et u est une fonction définie sur un intervalle I conte-
nant X(0), continue sauf éventuellement en un nombre fini
de points, alors u(X) admet une espérance si, et seulement

si, f u(x) f(x)dx est absolument convergente. Le cas échéant,
1

E(u(X)) = j; u(x) f(x)dx.

Propriétés :
+ Inégalité de Markov. Inégalité de Bienaymé-Tchebychev.

« Variance et moments.

. Ecart-type o (X) d'une variable aléatoire X.

= Formule de Kénig-Huygens V(X) = E(X2) - E(X)%.

« Variance de aX + b. Notion de variable centrée réduite.

« Si X est une variable aléatoire admettant une variance non
nulle, X* —

——— est une variable centrée réduite.
a(X)

= Si X et ¥V sont indépendantes, espérance de XY et variance
deX+Y.

Lalinéarité de I'espérance est admise.

Par extension, on pourra appliquer la linéarité de
I'espérance a des variables aléatoires, qu’elles soient
discrétes ou a densité, sans savoir si leur résultante
est discréte ou a densité.

Résultat admis.

On pourra appliquer ce théoreme sans savoir si (X)
est une variable aléatoire discréte ou a densité.

On pourra appliquer ce théoréme dés lors que la va-
riable aléatoire admet une variance, sans savoir si
elle est discréte ou a densité.

X* estappelée variable centrée réduite associée a X.

Résultat sur 'espérance admis.

Par extension, on pourra appliquer ces formules a
des variables aléatoires, qu'elles soient discrétes ou
adensité, sans savoir sileurs résultantes XY et X+ Y
sont discrétes ou i densité.

Généralisation au cas de n variables aléatoires indé-
pendantes.




