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Début de l'épreuve

Concentration de la lumière
Moteur linéaire piêzo-éIectrique

Cette étude porte sur différents aspects de la concentra,tion et de la focalisation d'un faisceau
lurnineux, qui peuvent trouver des applicatiorrs dans les donra,ines des cent;rales électriques solaires et
<le I'irnagerie optique. Une première paltie est dédiée à l'étude de la lirnitation thermodynamique de la
concentra,tion d'un rayonnement, suivie de l'étude des conditions d'allumage d'un feu avec une lentille
éclairée par le Soleil. La deuxième partie vise à décrire la focaiisation de ia lumière avec une lentille
convexe-plan. La troisième partie concelne l'étucle d'un moteur linéaire piézo-éiectrique utilisé dans
certains microscopes. Ce type de moteur utilise un mécanisme de glissernent-adhésion pour déplacer
un rnobile. Les diflérentes parties du sujet sont indépendantes.

Notations et données numériques

Demi-angle apparent clu Soleil {l - 4,65 x 10-3 rad

/6n - o.o4l2
Température à la surf'ace du Soleil 7s - 5780 K
Constante de Stefan o - 1t,67 x 10-8W.rn-2.K a

l\tlasse volumique moyerrne de la Terre py - 5,5 x 103 kg.m-:
Capacité therrnique massique rnoyenne de la Terre Cr = 7 x 103 J.K 1.kg-

Rayon de la Terre 'r'7 - 6,4 x 103knr
Conductivité tirermique du bois À6 - A,2W.m-1.K I
Coefflcient conciucto-convectif bois-air h, - 20\Â/.m-2.K-1
Capacité thermique massique du bois Cb - 2000J. K 1.kg-1

\4asse voiumique du bois p6 - 1000 kg.p-s
Température de combustion spontanée du bois 7".r, 1600 K

482 x 578: 278596
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1 Concentration du rayonnement thermique

Daris cette partie nous allons étudier les aspects thermodynamiques de la concentration d'un
faisceau iumineux cians le cadre particulier du rayonnement thermique.

LTn corps noir désigne un objet qui absorbe parfaitement totts lcs rayonnements qu'il reçoit. Par
ailleurs, la puissance totale P émise par un corps noir de surface ,S à la température unifbrme 7 est
donrrée pa,r la loi de Stefan : P : oT4 S .

Q 1. Montrer que le rapport q entre la puissance reçue pa,r un objet et la puissance émise par
un corps noir spliérique situé à une distance d de I'cibiet (d est supposée très grancle rlevant la
taille caractéristique de l'objet ainsi que devant le rayon de la source) est 17 : Al(4trd,2), où A est

la surface de la projection de I'obiet sur un plan perpendiculaire à la direction source-objet. On
accompagnera les calculs d'un schéma.

1.1 Interaction radiative entre la Terre et la Soleil

Le Soleil et la Terre seront considérés comme étarrt des corps noirs. On notera p ie demi-angle
apparent du Soleil vu depuis la Terrc, i.e. B:'rsldt.s (clans la rnesure où d ( 1) oir z'5 est le rayon
du Soleil et rl7s la distance Terre-Soleil. La températurc de surface du Soleil est notée fe et celle de

la Terre ft.
Q 2. À l'équilibre thermodynamique, en effectuant un bilan c1e puissance sur la Terre, déterrniner
sa température 7,1.,"n en fonction de celle du Soleil 75 et de p. Donner la valeur nurnérique (avec

3 cliiflrcs significatifs) de la termpérature de la Terre ainsi obtenue. Commenter ce résultat.

Q 3. Si la température de la Terre passe uniformément àT7:Tt'*ql47, clonner la diflérence
de puissance AP entre les puissances alors reçue et érnise par Ia Terre (orr supposera que lA"l <<

71.*n, et que la tenipérature ft'reste uniforme). En déduire le temps caractéristique î de retour
à l'équilibre en fonction de o, rT, pTt Cr et 77,"n. On exprimera le résultat en années (1 an -
3 x 107s).

Q 4. Preciser dans cluelle rresure consiclérer que la température de la Terre reste uniforme, clans

le caclre précédent, est recevable"

1.2 Concentration de rayonnement thermique

Enceinte sphérique
percée d'un trou

FtcuRn 1 Tous les éléments considérés présenterrt une symétrie de révolution autour de I'axe z.

L'obiet (sphérique) a un rayon r et une température 7 supposée uniforme. La température de I'enceinte
est 7r, (uniforme) et la ternpérature à la surface du Soleil est fe.

Nous supposons qu'un objet sphérique de rayon r, qui sera considéré comme étant un corps noir
de température T, est pla,cé au centre d'une enceinte sphérique de rayon intérieur Â à ia température
de la Terre Tr (Tr:Tr,"q). L'enceinte est percée d'un trou, de forme circulaire, correspondant à un
cône dc demi-angle cv (cf. fig. 1). Dans le trou est placé un système optique destiné à concentrer Ie

rayonneûrent solaile sur I'objet. Nous supposerons que ce systèrne optique est tel que chaque rayon
lumineux provenant du Soleil et le traversant atteint I'objet. Nous supposerons que tous les échanges

Syst
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énergétiques sont purement radiatifs. Le but de cette partie est de cléterminer une limite thermo-
dynamique de ia concentration du layonrternent thelmique. Puisque notls avons supposé que i'objet
intercepte tout le rayonneîient solaire traversa,nt le système optique, cette limite thermodynamique
est équivalente à imposer une corrditiorr que doit vérifier la taille rninimale assurant que l'objet reçoit
tout le rayonnement traversarrt le systèure optique.

L.z.L Interaction radiative entre I'objet et l'enceinte

Nous a,llons maintenant étudier f interaction lacliative entle I'objet et I'enceinte (cf. fig. 1).

Q 5. Montrer que l'aire de la surf'ace interne S1n1 de I'enceirrte est Si,r1 :2trR.2 (1 + cos(a)). trn
déduire la puissance P7-int, émise par l'enceinte vers f intérieur de celle-ci. En acirnettant que la
fiaction de ce rayonncrnent qui atteint l'objet est 4 * (rlR)', déduile la puissance Pa-o émise
par l'enceinte et qui est reçue par I'objet.

Q 6. En utilisant le fait que ie rayonnernent cie corps noir d'un objet sphérique est érnis de
façon isotrope, quelle est la puissance Ps-s émise par I'obiet et qui est reçue par l'enceinte? En
déduire le flux racliatif iD1 entre I'objet et l'enceinte. Par convention, nous orienterons ce flux de
l'enceinte vers l'objet. Orr écrira le r'ésultat sous la forme ût : o(74 - Tn)Xr, or) X1 sera exprimé
en fonction de r et a. On justifiera le signe de X1.

1.2.2 Interaction radiative entre I'objet et le Soleil.

l{ous a,ilons maintenant nous intéresser au flux entre le Soleil et l'objet. On suppose que tous les
lavons proverrant du Soleil et traversant le systèrne optique sont interceptés par l'obiet. La puissance
radiative Ps-o provenant du Soleil et reçue par I'objet est donc : Ps +o : oTÊr(Rsin(a))2/12.

Q 7. En lrtilisant Q5, en déduire ia température 7 de l'obiet à l'équilibrer. On exprimera ie
résultat en fbnction des températures de la Terre Z1et du Soleil ?5, ainsi que de [3, r, Â et a. En
utilisant Q2, en déduire la ternpérature cl'équilibre de I'objet en fonction de ls, B ,,r, Ret u.

La puissance radiative émise par I'objet et qui traverse 1e systèrne optique cst noté P6lagor. Une
fraction { de cette puissance part en direction clu Soleil, le reste étarrt envoyé dans I'espace supposé
à température nul1e. La puissanc'e. Po-s provenant de i'obiet et allant vers le Soleil est ainsi donnée
par:Pg-*5-€Po*sa".

Q 8. En utilisant Q6, donrrer I'expression de Po rsy, en fonctiol deT, o, r et n.

Q 9. En clécluire le flux racliatif O2 entre I'obiet ct lc Soleil. Par converrtion, nous orienterons
ce flux du Soleil vers I'objet. On exprimera le résultat sous la forme : {l2 : oT(r(Rsin(a))2p2 -
oT4X2, otr X2 sera exprimé en fonction de r, a et {.

Q 10. On admet que la fraction € du flux traversarrt le système optique et rejoignant le Soleil ne
dépend pas de la tcmpérature. En considérant que le Soleil et I'objet sont à la même température
et que le flux racliatif qu'ils échangent est alols nui, clétermirrer l'expression de { en forrction de
R,'r, a el B.

Q 11. Préciser l'inégalité que doit vérifier {. En utilisant la question précéclente, en déduire une

inégalité sur la taille r cle l'objet. On note que la fblction .f (a): - est urre fonction
2( I - <'os(n))

décroissante entre 0 et r f2, avec /(0) : 1 et f6lZ) : Il2.
On définit la concentration lumineuse C comme étant }e rapport entre la surface du système optique
et 1a surface proietée cle la zone irradiée de I'objet :

c
t -t usysteme optr(lue(, : 

=; 
(r)

Les surfaces considérées ici sont des surfaces projetées sur un plan orthogonal à, (Oz) et selon cet axe.
Pour i'étude qui a été menée rlarts les questions précédentes où la sectiollg:]:O:* (nr2) correspond

à la surface projetée de la zone irradiée (cf. fig. 1), on a clonc C: '' ^ "ttl (tt] .

1TT'
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Q 12. Montrer qg'avec le modèle qui a été développé, à l'aicle de Q11, on obtient : C I
2 sin(a)2IB2 .

e 18. E1 utilisant Q7, déterrniner I'inégalité que doit alors vérifler ?4. On fera apparaître T$,

T! et a. Sachalt que ?s )Tr, pour quel angle a latempératrre de l'objet est-elle maximale'/

Exprimer cette température rnaximale Trno, err fonction de ?s'

Dans le cadre de notre modélisation, nous arlons établi Ia conditiot C --2sirr2(.a)1P2. On peut

montrer qu'en réalité, la contrainte therrnodynamique se traduit par la condition :

sin2 (r-v )(:<
n')
t't "

1.3 Utilisation du rayonnement solaire pour allumer un feu.

(2)

Dals cette partie, nous allons étuclier à quelle condition il devient possible ci'a'llumer un feu en

utilisant le rayonnement solaire. Lorsque la température clu bois atteint une certaine valeur T"o le

matériau s'enflamme spontanérnent. Le rayonnement thermique surfacique maximal provenant du

Soieil est de I'ordre de rD - 1000W.rn-2 sur Terre. Dans cette partie, nous supposerons que le systènie

optique concentrant le rayonnement solaire est une lentille de rayon R( : 2 cm, perrlettant une

concentration C :400 (cette grancleur est définie par la relation (1)).

Ftcunp 2 - Concentration cle rayonnement solaire sur la surface d'abscisse r : 0 d'trn morceau de

bois.

Le rnorceau de bois est supposé de forme cylindrique, de rayon r" et de longueur I. L'extrémité

du bout de bois, en ,r : 0, est placée dans le plan où est concentré le ravonnement solaire (cf. fig. 2).

Nous s*pposerons qle le rayon r" clu bois est tel que la surface de la zone irradiée coincide avec la

surface en tr : 0 du bois, et que le bois absorbe tout le rayonnement qu'il reçoit.

e 14. Donner l'expression de la puissance radiative P" traversant la lentille. Donner sa valeur

avec un chiffre significatif. Donner la valeur du rayon r" de ia tache lumineuse où le faisceau

soiaire est concentré sur le bois.

Nols supposerons que la température à I'intérieur du bois ne dépend que de la coordonnée r. {Jn

transfert thermique convectif s'établit sur toute l'interface bois-air. Le flux thermique surfacique est

donné par ç(r,t) : h(T(r, û)-"0) (en W.rn-2), où To est la température extérieure supposée constante

et uniforme (on prendra To : 300 K pour les applications nurnériques). h est le coeflicient conducto

convectif supposé constant et uniforme.
Jusqu'à une ternpérature proche de la température de cornbustion spontanée, le rayonnement sur-

faciq'e de corps noir émis par le morceau de bois reste iniérieur au flux thermique convectif surfacique.

Nous négligerols donc par la suite le rayonnement de corps noir érnis par le morceau de bois.

e 1b. À I'ui,l* cl'un bilan microscopique sur une tranche dz du ûrorceau de bois, établir l'équation

différeltielle reliant le fl1x thermique conductif j(r;,t) dans le bois et la température T(r,i).

e 16. Rappeler la ioi de Fourier à une dimension. Préciser les unités cies grandeurs physiques

qu'elle met en relation.
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Q 17. En déduire que la température dans le bois vérifie l'équation différentielle :

(3)

Donner I'expressiorr des constantes positives r et l. Calculer leur valeur (avec un chi{lïe significa-
rif) .

Q 18. Sul la section du rrorceau de bois d'abscisse r:0, comparer numériquement la valeur de
la puissance solaire reçue à celle du flux convectif émis, pour des températures ?(0, t) comprises

entre ?l etTur. En ne gardant que les termes dominants, en déduire une relatior. "nt." 911

et la puissance solaire p. reçue. 
ôr l'-_-n

Q 19. Pour t ) r, un régime stationnaire est atteint par lequel T(r,t) -+ T"t(r). On pose
LT(r) : T't (r) - 7s. Donner l'équation différentielle vérifiée par ÀT ainsi que les conditions aux
lirnites qui lui sont associées. En supposant que la longueur -L du morceau cle bois est très grande
devant /, déduire le profil de température ?"i(r).

Q 20. Donner l'allure graphique de la fonction T't : T"t(r:).On placera) sur ce graphe, Ies
valeurs caractéristiques. Analyser ce résultat.

En supposant qu'à f instant iriitial t : 0 le moïceau de bois est uniformément à la ternpérature Ts et
avec la condition ert r :0 établie à la question Q1B, l'équation (3) a aiors urre unique solution. On
peut rnontrer que l'évolution temporelle de la température err x; :0 est :

7(0, f) (4)

où rz, est une consta,nte et erf est la fonction d'erreur de Gauss. La fonction u, r+ erf(yÇ) est représentée
graphiquement figule 3.

erf(
1

0

0.001 10 100

Ftc;uRn 3 - R.eprésentation graphique de la forrction u *) erf(Ju). L'axe horizontal est en échelle
logarithmique.

Q 21. Déterminer le temps t"o*6 nécessaire pour enflammer le bois.

T(.r.t\, rôT(r. I ) _ rzd'2T(r.t) _ r^'\dr'l ù ' i).* -ru

: ro +., "'t (rf:)

0.10.01
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2 Focalisation grâce à une lentille

2.L Concentration du rayonnement émis par un objet à l'infini'

pour une lentiile convergente, on c1éfinit I'angle o comme l'angle formé entre I'axe optique et le

rayon le plus incliné en sortie de la lentille et passant par le foyer image de la lentiile'

La concentration lumineuse est définie comme d.ans la partie précédente (cf. eq. 1) : pour un objet à

l,infini, elle est donnée par Ie rapport entre la surface du systèure optique traversée par le rayonnemerrt

et la surface de I'image de I'objet forrnée'

q 22. Dans le cadre de l'optique géométrique) pour une source lumineuse sphérique, supposée

à l,infinie et vue sous le clemi-angle 13 (P << 1), eff'ectuer la construction géométrique) sur un

schéma, de son image formée par une lentille convergente de focale //. Indiquer oir se situe cette

i;*- Étuuli, I'expression, en fonction de /' et B, de son rayon r. En déduire I'expression de la

concentratior. c en fonction de Ia tlistance fbcale T" d. p et du ravon Pr de la lerrtille, puis en

fonction de a et P.

e 2g. Montrer que la concentration obtenue n'est pas compatible avec la limite thermodynamique

^ - sin2(o') -r, ., 82 . r)réciser dans quelles conditions on se rapproche toutefois tle cette lirnite'

2.2 Lentille convexe - Plan

Dans cette partie nous allons étudier les trajectoires des rayons lumineux à' la traversée d'une

lentille convexe-plan.

2.2.L Réfraction à I'interface de deux milieux

q 24. Rappeler les lois de Snell-Descartes. La réponse devra être accompagnée d'un schéma'

O' considère Lln rayon lurnineux incident provenant d'un milieu d'indice n1 et arrivant sur une interface

ur".,,r, milieu 
"iç;a*. 

fis.a).soit,ui (resp.,fr) le vecteur unitaire orientant le ravon inciclent (resp'

réfiacté). On note d le vecteur unitaire rrorrnal à l'interface aupoint M d'incllegce,^orienté du milieu

l vers le milieu 2. On définit le vecteur tangent 7 t"l qn" les vecteurs (T'l/) forment "1" 9*"
orthonormée clu plan défini par les rayons incident et réfracté. On note les projections ?)i.,^r' : ul 'lv et

t)i.T: fr'7 (avec i: I ou 2).

"-,^t)
,r.rtl

^r$

FtcuRB 4 Représentation d'un raYon

et n2.llr-'ll : llr.rll : ll-ùll : llfll : 1.

traversant i'interface entre deux milieux d'indices optiques n1

Q 25. Ét*blit la relation entre u1,7 et u2,7 trn déduire celle entre u1,1r et ù2,1,'.
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A partir des relations précédcntcs on peut
peut s'écrile corlrnle :

montrer que le vectelrr unitaire orientant le rayon réfracté

- 
ft]l-

1t2: 
-U1 

f
'rL2

Q 26. Préciser dans quelle
alors ia traiectoire du rayon

Orr srrpposera par la, suite quc lc
q 27. Analyser la relation

( ;("'lry)
(5)

situation le terme situé sous la racine carréc est négtrtif. Quelle est
lrrrninerrx ?

terrne sous lai racine carrée cle la, relation (5) est positif.
(5) dans le cas oil n1 - rl2) puis celui où u1.l/: 1.

Frc;unn 5 Géo
par les fonctiorrs
extérieur est de 1

2.2.2 Rayons traversant une lentille convexe-plan

sont clécritr:s
n. Le niiieu

Nous allons étrrdier ia réfraction d'un ravon lurrineux par lrne lcntille convexe-plan (cf. Iig.5).
Cette lentille est éclairée drt coté convexe par un làisceau paralk)le à 1'axe optique et provenant tle
I'infini (y -+ --). La lcntille présenl,c rrne svrnétrie cyiindrique d'axe O;q, mais nous nolls intéressons
ici qrr'aux rayons lurnineux se propageant dans le plan Qt:t1 ft:'est-à-dire que la coordonnée r représente
une position radiale sur la lentille). La surface convexe est décrite par- urle fonction y : f (r).On définit
d(e;) comttte le vecteur unitaire orient;ant le rayon réfracté à I'abscissc e; à la plemièrc interface cle ]a,
lerrtille et fiQ:) comrrle le vecteur unitaire orienta,nt le rayon sortant cle la lentille à l'absci sse r:' (n'
déperrd de .r').

Le but de cette partic est cle <léterrniner la f'orme de la surfâce d'équa,tior !! : /(r) pelurcttant
de focaliser au rnieux la lurnière. L'irnage d'un objet situé à I'inflni cst alors la plus petite possibie.
L'indice de réfr:rctiorr de la lerrtille est n et elle est placée dans l'air clont I'indicer cle réfraction serr:L

considéré contrne étant unitaire.

Q 28. Donnella définitiort clu stigrnatisme. Donner un exernple de syslip" optique qui présente
un stigmatisnre rigouleux.

Q 29. \'{ontrer que le vecteur unitaire -t, r.ormal à i'interface au point (rt,y: T@D, dont la
cornposante selon fr cst positive, est clonné par :

1

\,ryq76:T ( -{(') 
)

(6)

y,(x)

trée et de sortic
de la lentille est
Lion unitairc.

AI
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Q 30. Err utilisant l'équation (5), exprimer, dans la base (ù,E),le vecteur unitaire fr(r) en

fonction rle n,, .f et de la fbnction g définie par la relation :

1,
nl 1+ (1 - #) (f'tùt"

s@): 1 + (.f '(r))2

Q 31. En utilisant d.e nouveau l'équation (5), exprimer le vecteur 6r(r) en fonction de fi, Q, n
et de la fbnction g. En décluire flnalement que :

û(r):-nf'1r)s(rn*We (B)

Nous allons déterminer I'ordonnée 3ru où le rayon lumineux sortant de la lentille croise l'axe optique.

Le rayon lumineux entle da,ns la lentille au point (r,U : /(r)) et sort de la lentiile au point (r', 0). Nous

allons maintenant supposer que la lentille est mince, c'est-à-dire que l'on peut faire I'approximation
r' x:x.

Q 32. Dans ce caclre, déterminer l'ordonnée gr" où le râyon lumineux sortant de ia lentille croise

l'axe optiqle. On exprirnera le résuitat en fonction de n, r et des fonctions f et g.

Q 33. Dans la limite de la lentiile mince et dans les conditions de Gauss, rappeler ce que

représente g". Dans ce cadre clépend-elle alors de n'l

Nous approchons la fbnction a : f @) par un développernent limité :

f @) : as r a2r2 + aara + ... (9)

Q 34. Préciser le signe de ns et indiquer pourquoi le développement c1e la fonction ./ ne contient

que des termes pairs.

On donne les développements suivants :

nf'(r)s(r) : 2a2('n - 1)* - 4:4 (4ç" - t1

(7)

- onn)rt + o(ra) (10)

(1 1)m : 1 - 2a?r(n - r)'r' + o(n4)

Q 35. En se basant sur Q33, donner l'expression de la distance focale f'sd.t" lentille. Analyser

ce réslltat pour n -+ 1 et décrire i'effet de la courbure de la lentilie sur ftn. Sans développer les

calculs, incliquer la première clépendance en rç du développement en puissance de r de g". Indiquer
pourquoi ce résultat était prévisible.

Q 36. Dorrner la cléfinition d'une lentille mince à partir de ses caractéristiques géométriques.

Expliciter la conclition que doivent alors vérifier os et a2.Enadrnettant qu"+ = 2oonr3):rn
(cf flg.5), montrer que l'hypothèse r/ æ r qui a été faite Q32 correspond bien à l'hypothèse de

lentille mince.

Le développement de la dérivée gi, de la fonction 9" est :

I aln r a){n -l)(r2 -, - t) fl .t,_lo(r3)a.\r:)__-tTJt

Q 37. Vérifier que la relation (12) est bien homogène.

Q 3g. Représenter I'allure graphique de la fonctio\ u": a"@). Déterminer, en

de n, le coefficient {:t4 assulant que la lentiile focalise au mieux la lumière.

(r2)
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Lentille convexe-plan

, Surfacet photosensible
de la caméra

FtcuR.p 6 Image d'un objet constitué de deux points par une lerrtille convergente 12 et une lentille
convexe-plan. Le schéma n'est pas à I'ecirelle.

2.2.3 Système d'imagerie utilisant la lentille convexe-plan

La lentille convexe-plan est maintenant associée à une caméra dont la surface photosensible se
présente comme une matrice de pixels. Chacun de ces pixels fait ô: 10pm de large (nous supposerorls
que chaque pixel a une forrne carrée et qu'il est contigu à ses quatre voisins). La surface photosensible
de la caméra est placée à la distance focale ,ff (évoquée à la question Q35) de Ia partie plane de la
lentille convexe-plan (cf flg. 6). Pour les applications nurnériques nous utiliserons fi:6tln:n"

Dans la partie précédente nous avons étudié la traiectoire d'un rayon lumineux arrivarrt pa-
lallèlement à I'axe optique et traversant la lentille convexe-plan. Une approche similaire peut être
utilisée pour déc;rire un rayon arlivarrt sur la lentille avec un angle avec l'axe optique non nul. Ainsi,
si le rayon incident entre dans la lentille à une distance p de I'axe optique et selon un angle d avec
I'axe optique (cf fig.6), on peut montrer (pour n:1,5 et 0 <I) qu'il sort de la lentille en traversant
le plan focal image à une distance p.i de I'axe optique qui est donnée par :

(13)

Q 39. Préciser ce que devient la relation (13) dans les ccinditions cle Gauss.

On considère un objet constitué de deux points distants radialement de A : 2mrn (cf fig.6). On
intercale une lentille L2 entre l'ob.jet et la lentille convexe-plan afin de former I'image de l'objert sur la
surface photosensible de la carrera. La lentille L2 est une lentille convergente de focale Ti: I}cm et
elle est utilisée dans les conditions de Gauss.

Q 40. Pour cette question, et uniquement cette question, on supposera que la lentille convexe-
plan est également utilisée dans les condition de Gauss. Donner la distance do-r" entre l'objet et
la ientille L2 etti doit être choisie afin que l'image des points se forme sur la surface photosensible
de la camera,. l)éterrniner le grandissement ? correspondant, en fonction de f!,et fi.L", réponse
sera accompagnée d'une constntction graphique.

Q 41. Sur combieri de pixels doit s'étaler I'image d'un point pour qu'elle soit nette ? Déterminer,
en fonction de ô, A, f4 "t f i, le rayon maxirnal Rrno, de la lentilte convexe-plan qui doit être
utilisé afin que l'image obtenue sur la caméra de l'objet soit nette. Donner la valeur de -R,rro" avec
un chiffre significatif.

q 42. Queile serait la conséquence de choisir un rayon R*o, trop petit ?

ptxo(t,.#,)
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3 Moteur linéaire piézo-électrique

La piézo-électricité est ia propriété de certains matériaux de gérréler urre tensiorr électriq'-ie =, ''t..

l'eff'et d'une déformation. Un actionneur piézo-électrique utilise I'effet inverse: sous l'actiotl ,i'r-ir.,-'

6ifférence de potentiel électrique il se déforme. Selorr les caractéristiques de I'actionneur, la défortnati,-'rr

peut se faire selon clifférentes directions. Nous considérons ici une déformation cle cisaillement (cf. fi9.

7). La cléforrnation typique d'un actionneur piézo-électrlque est de I'ordre du micrornètre. Lc br.tt t'ie'

ce problèrne est cl'étuclier le principe d'urr positionrleur piézo-électrique basé sur le phénomène cle

collé-glissé. Ce dispositif permet de déplacer un objet sur phrsierrrs miilimètres tout en assurant une

résolution lanométrique. Les positionncurs piézo-éiectriques sont notamment souvent utilisés pour

?tssuïer les déplacements dans les microscopes.

FtcuRp 7 Illustratiorr cle la déformation de I'actionneur piézo-électrique. Sous l'action d'une tension

exterieure I'actionnetrr piézo-électrique se déforme. rn est une masse effective rendant compte du

corrportement inertiel de l'actiorrneur.

Le fabricarrt de I'actionneul fournit les caractéristiques suivantes (certaines seront définies dans la

suite) :

Fréqttence de résonance rrécanique : /s : 530kHz.
Dirlension: section (plan Oxv) : 5rnrn x 5mrn, épaisseur (direction Oz) 2mrn

Nlasse volumique i Pa,:7,8g'cm-3
Tension uraximale I Unro, : 250 V

Le moclèle mécanique de I'actionneur piézo-électrique est présenté figure 8 et celui du moteur piézo-

électriqle 1i1éaire est présenté figure 9. La masse nl est une masse efiective rendant conipte du cornpor-

terrrent inertiel de l'actionneur. Nous allons éturlier le mouveurent d'un solide de rnasse ,4.{ qui lepose.

sans être fixé, sur i'actionneur piézo,électrique. L'axe (Oz) est la direction verticale. I'accélération de

la pesanteur est donc 7i : -114.

3.1 Modélisatiorr de l'actionneur piézo-électrique

Ftcunn B Modélisation de 1'actiorrneur piézo-électrique.

A
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On modélise l'a,ctionneur piézo-électrique par une masse effective rn soumise à une force È(U):
F(U)ù dépendant de la tension appliquée ainsi qu'à une force de rappel procluite par un ressort 4e
raideur k et de longueur à vide nulle. Les mouvements selon (Oz) seront négligés, nous ne consiclérerons
que les déplacements selon I'axe horizontal (Or). Nous supposerons que la force F(Lr) est proportion-
nelle à la tension appliquée, soit F(i/) : P LI.Les valeurs numériques suivantes seront utilisées :

- Constante cle raideur : k:310N.pm-l
coefficient de proportionnalité entre la force f. et la tension u : p : 0,62N.v*l

Q 43- Étubtit l'équation clifférentielle vérifiée par l'abscis se r*(t) cle la masse rn. On fera ap-

paraître la variable L(U) ciéfrnre par L(U) : 49 En régime quasi-statique! que représente
Ll(J)? k

q 44- Exprimer la fréquence propre .fo du système. Déterminer la valeur de la masse effective
m (le résultat sera donné avec un chiffre significatif). Calculel le ratio de la masse effective m sur
la masse mo de I'actionncur. Proposer un argurlent justifiant que ce ratio doit ôtre inférie1r à 1.

Q 45. Pour un bruit électrique de 1mV, dont ie spectre est supposé se situer entièrement dans
le domainc rle fonctionnement quaslstatique cle l'actionneur, queiie est la précisi6n de position-
nement de la masse rn? Commenter ce résultat.

3.2 Déplacement dtun mobile de masse M par ltactionneur

FIcuRn 9 La rlasse M d'abscisse :xM est simplement posée sttr rn d'abscisse r,n. Par u1e succession
du phénornène de collé-glissé, elle peut être déplacée par I'actionneur.

On pose, sans le fixer, un mobile de rnasse ,4r1 sur l'actionneur piézo-électrique. Comme la rnasse
effective rn, cette masse M se déplace uniquement horizontalement (cf. frg. 9). Selon ia situ.ation, les
deux masses peuvent se déplacer en bloc ou glisser I'une par rapport à I'autre. Le glissement correspond
à urr mouvernent relatif entre deux éléments en contact. L'absence de giissement correspond à un
mouvernent global de l'ensemble.

Q 46. Dans le cas où la rnasse LI ne glisse pas sur la n]asse nz, donner la nouvelle fréquence
propre f x1 dt système en fonction d".fo. Pour une nlasse M :Lkg, estimer f y àvec un chiffre
significatif.

À I'interface entre deux solides, ces derniers exercent, I'un sur l'autre, u1e force de contact. Chacune
de ces forces se décompose en deux composantcs, une normale et une tangentielle à I'interface. Dans
la situation considérée, la force tangentielle F!*-M qu'exerce 7]? sur M est donnée par :

ir m+ ( lll < ftt- mouvemell[ sans glissemcnl
h'm -At 

: I'e.i avcc { lTl : T1 - mouvemenL aver. glissenrent

I Ir- = PMg p cotrstante posilive
(14)
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or\ p erst appelé coefficient de frotternent. Il dépend des surfaces des matériaux en contact. \ous

aclopterons, poLlr les applications mrrnériques' p' : 0,5'

q 42. Ét^t lit l'équation clifférentielle d'évolution de l'abscisse rrLr de Ia masse ,4'f .

e 48. Ét,rlrli, l'éqlatiorr clifférentielle cl'évolution de I'abscisse um de la masse efi'ective m.

e 49. Dans Ie cas oir les rrrasses ne glissent par I'une sur l'autre, montrer que T : -€ (tr, - L(U )) ,

oir { sera exprimé en fonction de k, m' e'T NI'

3.3 Évolution en fonction de la tension appliquée

3.3.1 Tension en dents de scie

par la suite nous supposerorls quc la, tension appliquée est une fonction périodique en dents de

scie, non symétrique, présentant une phase de rnontée lente, et une phase de descente rapide (cf' fig'

i0).

FicuRB 10 - Évotution de la tension appliquée à l'actionneur piézo-électrique en fonction du terrips.

La tension est périoclique. Sur chaque période, la tension est linéaire par morceau avec une partie lente

morrtante entre 0 ef"(lrrr,1s, pendant un temps r7, et une portion rapide descendante, penclant un temps

T"..

Nous noton s lt1,11* 11] un intervalle cle temps corresponclant à une phase cle montée (phase lente)

et [tr, tr+rr) un intervalle correspondant à urte phase tle descente (phase rapide) .

e bO. Exprimer la force Ft: F(U(1 tù) en fonction de la clifférence f - fl, polrr une phase

ierrte. 01 f'era apptrraitre les paramètres k, q et Lrr,r,r. d(:frnie pa,r Lrr,or: F(U,-"")lk'

e b1. Exprirler la force F,: F(U(I - i,.)) en fonction de la différence t - f', pour urre phase

rapide. On fêra apparaître les palamètles Â;, r',' et Lnro*'

e b2. Lorsqu,il n'y a pas de glissernerrt entre les rnasses, en utilisant Q48, Q49. Q50 et Q51'

établir que l'éqlation clifférentielie vérifiée par i'abscisse r,r, prencl la folme généralc :

t#P + u2r*(t) : r" (ot (t - tr)* i,n), (15)

oir d : I pour unc phase iente et i, : t'pout une phase Ïapide. On exprimera les coe{licients

constants a1.,b1, rt', et br sur la base dcs paramètrcs Lrrr,"*, 11 et rr'

e bB. Nous recherchons une solution partlculièîe Lp: rp(f) de l'équeltiol clifférentielle (15) sous

la fornre cl,un polynorne P : P(t-tr) de la variable t-ti.DéTermirrcr ro (on choisira P de degré

lc plrrs Lras possiblr').

e b4. En déciuire la solution gérrérale de 1'équation di{Iérentielle. On prendra la variable tem-

porelle sous la forme de la ciifférence f - t,;'

Tl Tr
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3.3.2 Etude de la phase lente

Durant la phase lente, nous considérons que les masses m et M ne glissent pas l'une par rapport
à l'autre.

Q 55. On suppose que. durant chaque phase lente (pour fi 1t 1ù * rt) : ."r1;> 1. Quel terme
peut-on alors négliger dans l'équation différentieile (15)? En déduire I'expression de rrr,(l) dans
cette limite.

Q 56. Exprimer la position t:f : :rm(tL+rt) et la vitesse u1 : u^(fif r7) à la fin de la phase de
montée. Exprimer le déplacement Llry de la rrasse M durant une phase lente.

3.3.3 Etude de la phase rapide

Arr clébut de la phase de descente rapide, Ia masse efl'ective rn et),a masse M ne glissent pas I'une
sur I'autre. Le glissement peut apparaître ensuite.

Q 57. Durant la phase de descente (pour t, < , < t, I rr),la tension varie rapidement, soit :

urr K 1. En supposant qu'il n'y a pas cle glissement et en utilisant le résultat de Q54, donner
rrne âpproximation de I'expression de rr,r(l) dans cette lirnite. On utiliseïa que lt - trl I r, et
donc cull - trl K 1, ainsi que rr ( 1. Les conditions initiales rrn(tr) et, u*(tr) de cette phase
correspondent à la position et la vitesse de rn à la fin de la phase c1e montée (cf. Q56).

Q 58. En utilisant le résultat de la question précédente et celui de la question Q49, montrer que,
dans Ie cas sans glissement, la force de frottement 7 est :

T x -Mu2L-,., (16)

Nous notons t4 : t, * ra f instant où le glissemcnt apparaît. Nous supposerons que le phénomène de
glissement continue jusqu'à la fin de la phase rapide.

Q 59. Exprimer r4. Tracer 
-:, 

en fonction de f penclant urie phase rapide." MeZL,,,ur.

Q 60. Estimer numériquernent le ratio r4f rr. En déduire que rr - Tct,x Tr..

On supposera par la suite qiJe rd <, Tr.

Q 61. En utilisant Q47, donner l'expression de l'abscisse ry(t) pendant la séquence de glissement.
Donner la variation de position L'rm de la masse M entre t: tr et / : ty 1rr.
Q 62. Pour 11 : 1ms et Tr - 1ps, calculer numériquement L'rxaf L,nor.En déduire le
déplacement Lrxa - Llrttt * L'ru de la rrasse M après une période de variation cle ia tension
électrique.

Q 63. Représenter graphiquement les dépiacements de m et de fi[ pendant plusieurs cycles.

Quelle est la vitesse moyenrle urLo' sirr un cyc;le du déplacement de la masse M ? Cornment doit-
être choisi q afin d'obtenir la vitesse maximale u^o, de M ? trstimer numériquement u,no", Ie
résuitat sera donné en mm.s-1.

FIN DU SUJtrT

t-t,
Tr
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