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Fiche de révision 2 - Correction
Suites usuelles et récurrences

1 Compétences et notions a maitriser

> C1 : Effectuer un raisonnement par récurrence (simple, & deux pas et forte)

C2 : Etudier des suites arithmétiques, géométriques, arithmético-géométriques, récurrentes linéaires
d’ordre deux

v

C3 : Déterminer le sens de variation d’une suite, suite majorée, minorée, bornée

C4 : Notion de suite convergente (définition « avec les € »)

C5 : Effectuer des opérations sur les limites, limites usuelles (et notamment les croissances comparées)
C6 : Utiliser le théoréme de comparaison, théoréme des gendarmes, théoréme de la limite monotone
C7 : Utiliser le théoréme sur les suites extraites des termes pairs et impairs

C8 : Notion de suites adjacentes (et conséquence : des suites adjacentes convergent)

C9 : Notion de suites équivalentes (définitions, propriétés et équivalents usuels)

C10 : Utiliser le théoréme des sommes de Riemann

v vV VvV V VYV VYV

C11 : Ecrire une suite (de maniére récursive ou non) ou une somme avec python

2 Correction des exercices

Exercice 1 (C1) P Soit la suite (Up)nen définie par Uy = 2 et :
1
U,
Montrer par récurrence que la suite est bien définie et que tous les termes de la suite appartiennent a I'intervalle

5

Pour tout entier naturel n, on considére la proposition P,, : « U, est bien défini et

VYneN, Unpi=1+

<U, <2».

oW

3
— Initialisation : par hypotheése, on a Uy = 2. Ainsi, 3 < Up <€ 2 et en particulier, le premier terme de la

suite est bien défini. Donc la proposition Py est vraie.
— Hérédité : soit n € N tel que la proposition P, soit vraie. Montrons qu’elle entraine la proposition

Prni1. Par hypothése de récurrence, U, existe et est non nul (car compris entre 3 et 2). Le nombre

1
Upr =1+ i est donc bien défini. De plus, par décroissance de la fonction inverse sur R, il vient

1<1< n'( joutant 1)
- _— — Ppuls (en ajoutan :
2 S U, N3P .

N w

< Un+1 g

Wl ot

<2

La proposition P, 41 est donc vraie.
— Conclusion : pour tout entier naturel n, la proposition P,, est vraie par principe de récurrence simple.
Ainsi :

3
la suite (uy)nen est bien définie et, pour tout entier naturel n, on a 3 <U, <2

COMMENTAIRE ]

Il est nécessaire de faire apparaitre dans 'hypothése de récurrence le fait que le né™¢ terme de la suite soit
bien défini. Cela signifie essentiellement que I'on ne divise pas par 0.




Exercice 2 (C1) Soit (Fy)nen la suite définie par Fg =F; =1 et :
Vn € N*, Fn+l =F,+F,1

5 n
Montrer que, pour tout n € N*, ona F,, < (3) .

On utilise un raisonnement par récurrence & deux pas. Pour tout entier naturel n, on considére la proposition

5 n
n o« F, < | = .
P i« (3> »

— Initialisation : vérifions que les propositions P; et Py sont vraies. On a F1 =1 < 3 donc Py est vraie.

Deplus, Fo =F1 +Fg=2et:
2
5 25 7
Fo—(=-)] =2——=—-—-<0
2 (3) 9 9°

Donc la proposition Ps est vraie.
— Hérédité : soit n € N* tel que les propositions P,, et P, 41 soient vraies. Montrons qu’elle entraine la

5 n n+1
proposition P, 2. Par hypothése de récurrence, on a F,, < (3) et Fop < (3> . En sommant ces

5\" /5
F,io=F, F, — - +1
+2 41+ < (3> <3+ >

n
c’est-a-dire F,, 19 < () x —. Or:

)3 5 () <bo

5\" 1
puisque (3> >0 et ) > (. Par conséquent :

5\" /5 5\" 2
Fn+2 < <3> (3 + ].) < <3>

La proposition P, 42 est donc vraie.
— Conclusion : pour tout entier naturel n, la proposition P,, est vraie par principe de récurrence a deux
pas.
Ainsi :

inégalités, on obtient :

ot
oo

w

w | ot

5 n
pour tout n € N*, ona F, < <3>




Exercice 3 (C1) P On considére la suite (un)nen définie par ug =0, up = 3 et :
2 n
Vn € N*¥, un+1=E§uk

Montrer que pour tout n € N, on a u,, = 3n.

On utilise une récurrence forte. Pour tout entier naturel n, on considére la proposition P,, : « u,, = 3n ». La
proposition Py est vraie puisque uyg =0 =3 x 0.
1. Initialisation : on a u; = 3 = 3 x 1 donc la proposition P; est vraie.

2. Hérédité : soit n € N* tel que les propositions Py, Py, ..., P, soient vraies. Montrons qu’alors la proposi-
tion P,,4+1 est vraie. Par hypothése de récurrence et d’apres la relation de récurrence vérifiée par la suite,
on a (puisque n € N*) :

6 +1
Un—&—lzﬁzulﬂ:*z:?)szzkzﬁX%:S(nﬁ‘l)

La proposition P, 41 est donc vraie.
3. Conclusion : pour tout entier naturel n, la proposition P,, est vraie par principe de récurrence forte.

Ainsi :

pour tout n € N, on a u,, = 3n

COMMENTAIRE J

Dans I’hérédité, on a besoin de savoir que n € N* pour pouvoir utiliser la relation de récurrence (a cause
de la division par n). C’est pourquoi on initialise la récurrence a n = 1. On traite alors la proposition Py
a lextérieur de la récurrence.

Exercice 4 (C1) 9 Soit (up,) la suite définie par ug = 1 et, pour tout n > 0,
Up+1 = U+ UL+ ...+ Up.

Démontrer par récurrence forte que, pour tout n > 1, u, = 27~ 1.

Pour tout entier naturel n non nul, on note P,, :« u, = 2"~ ». Démontrons par récurrence forte que cette
propriété est vraie pour tout n € N*.

1. Initialisation : par hypothése, on a u; = ug = 1 et 2'71 = 20 = 1. Donc la proposition P; est vraie.

2. Hérédité : soit n € N* tel que pour tout k € [1,n], la proposition Pj soit vraie. Montrons que cela
entraine la proposition P,,1. Par hypothése de récurrence, pour tout k € [1,n], on a uj = 2¥~1. Ainsi,
on a

Up+1 = U T UL+ ...+ Up

Il
4
g
£

n
=1+ Z 2F=1 par hypothése de récurrence aux rangs 1,...,n

k=1
__on
=14+1x par somme des termes d’une suite géométrique
=1-(1-2"

:2”

La proposition P, 41 est donc vraie.

3. Conclusion : pour tout entier naturel n, la proposition P,, est vraie par principe de récurrence forte.



Ainsi :

’pour tout entier naturel n > 1, on a u, = 2" 1.

Exercice 5 (C2-C4-C11) (3 Déterminer le terme général de chacune des suites définies par :

1. Ly=2et pourtout n €N, L, =—-2L, —3
La suite (L, )nen est arithmético-géométrique. Soit £ € R. On résout :

f=-20—-3 < ¥ =-3 < (=-1

Soit n € N. On pose u,, = L, — ¢. On a d’'une part L, ;1 = —2L,, — 3 et d’autre part { = —2¢ — 3. En
soustrayant la deuxiéme équation & la premiére, il vient :

Upt1 = Lpy1 —0=—-2L, —3+20+3=-2(L,, — ) = —2u,
La suite (u,)nen est donc géométrique de raison —2 et de premier terme ug = Lo + 1 = 3. Ainsi :
Vn € N, Uy = Ug X (_2)" = 3(_2)"

puis :

VneN,  L,=-1+3(-2)" \

2. u; =1 et pour tout n € N*, upy1 = up +3
La suite (uy,)nen est arithmétique de raison 3 donc :

Vn € N*, Up=u;+(n—1)x3=3n-2

3. vg =4 et pour tout n € N*, v, = —v,,_1
Pour tout n € N, on a v,11 = —v, donc la suite (v, )nen est géométrique de raison —1. Ainsi :

¥neN, v, =uvx (—1)" =4(-1)"|

4. wy = 3 et pour tout k € N*, wi 1 = dwg + 1
La suite (wy)ken est arithmético-géométrique. Soit £ € R. On résout :

{=50+1 <= =1 <— 6:%

Soit k € N. On pose up = wg — £. On a d’une part wiy; = bwy + 1 et d’autre part ¢ = 5¢ + 1. En
soustrayant la deuxiéme équation a la premiére, il vient :

uk+1:wk+1f€:5wk+1—5€fl:5(wkf€):5uk

1 13
La suite (ug)gen est donc géométrique de raison 5 et on a u; = wy + 1 = T Ainsi
13
VkeN*,  wup=uy x5l = Z5H
puis :
1 13
Vk € N*, =2 4 gkt
Wk 1 + 1




5. ag = —b, a; = b et pour tout k € N*, apy1 = 3arp_1
Pour tout entier naturel k, on a ar12 = 0 X agy1 + 3ai—1. Donc la suite (ay)ren est récurrente linéaire
d’ordre deux. L’équation caractéristique associée est 2 = 3 dont les racines sont ++/3. Ainsi :

3(A,B)€R?, VkeN, ap=A (\/E)k +B (—\/??)k

Déterminons les valeurs de A et B. On a :

{ao _ _5 — A+B - —55
= 5 A—-B = —
al \/g
A = <—5+ >
s

Finalement :

(1

VEEN, ay= % (—5+j§) (\/§)k+% (—5— ) (—\/§)k

6. bp =0, by =1 et pour tout n € N, b, 12 = —\/§bn+1 — by,

La suite (b,)nen est récurrente linéaire d’ordre deux. L’équation caractéristique est 22 = —v/2z — 1,
2 2 ;3
c’est-a~dire x2 + v/2z + 1 = 0. Ses racines sont —£ +i V2 —e¢"'7 . Donc :

2
3 3
J(A,B) € R? Vn €N, b, = (Acos n W) + Bsin <nz>> x 1"

Déterminons les valeurs de A et B. On résout :

A =0
bp = 0 A = 0
{b1:1<:> V2 V2 @{B\/i

——A+—B = 1
2 + 2
Finalement :
. 3
Vn € N, b, = V2sin nz
1
7. co=1,¢1 = 3 et pour tout n € N, ¢j,40 = —cpy1 — cp

La suite (¢, )nen est récurrente linéaire d’ordre deux. L’équation caractéristique associée est 22 +x+1 =0
—1+iVE a2
VY e

2

et ses racines sont . Donc :

3(A,B) e R?* VneN, cn = Acos (n2;> + Asin <n2§r)

Déterminons les valeurs de A et B. On résout :
CO = A 1 A —
— A V3B 1 = { B —
cT = 4 = = =
2 2 2

DN | = =
S

Finalement :

2 2 2
Vn € N, Cp = COS <n;) + ﬁ sin (nJ)




8. x1 = /3, 2 = 2 et pour tout £ € N*, Tpyo = 2\/§$g+1 — 4z,
La suite (2, )nen+ est récurrente linéaire d’ordre deux. L’équation caractéristique associée est 2% — 2v3x+
4 = 0. Le discriminant vaut —4 donc les racines (complexes conjuguées distinctes) valent :

2v/3 —2i
2

o oL i
=2e 6 et 2e 6

Donc :
J(A, B) € R? Vn € N*, Ty, = (Acos (n%) + Bsin (n%))Q"

Déterminons les valeurs de A et B. On résout :

r1 = V3 V3A+B = 3 B =0
{x2 2 <:’{fw\/gB 1 714 =

Finalement :

Vn € N*, Ty = COS (n%) 2"

9. T(0) =1, T(1) = 3v/2 et pour tout t € N*, T(t + 1) = 3v2T(t) + 9T(t — 1)
La suite (T'(t))sen est récurrente linéaire d’ordre deux. L’équation caractéristique associée est 2 —3+/2x —
9 = 0. Le discriminant vaut 54 et les racines (réelles distinctes) sont :

3V2+3vV6  3V2(1+V/3)
2 N 2

Donc il existe (A4, B) € R? tel que :

VteN, T(t)=A (55(1 - \/§)>t +B <32(1 +¢§)>t

Déterminons les valeurs de A et B. On résout :

TO) = 1 A+ B - 1 A+B = 1
{T(l) — 32 ‘:’{(1—¢§)A+(1+¢:§)B — 9 T\ -A+B = %
ERETe
5= 5(55)
Finalement :
vteN, T(t)= % <1—;§) (\2(1—\/5)>t+; <1+\}§> <32(1+\/§))t

10. 61 =2, 63 = 16 et pour tout n € N\ {0,1}, 0,11 = 46, — 46,1
La suite (#),en- est récurrente linéaire d’ordre deux. L’équation caractéristique est 2 — 4z + 4 = 0.
Celle-ci admet une seule racine qui est = 2, d’ordre de multiplicité 2, donc :

3(A,B)eR? ¥neN*,  0,=(An+ B)2"

Déterminons les valeurs de A et B. On résout :
0, = 2 PN A+B =1 — A = 3
0, = 16 2A+B = 4 B = -2

(VneN, 0, =(3n—2)2"|

Finalement :




11. (a) Ecrire une fonction python prenant en entrée un entier naturel n et renvoyant la valeur de z,.
Le plus simple est d’écrire une fonction récursive (mais on peut aussi utiliser une boucle for) :

from math import sqrt
def x(n)
if (n==1)
return sqrt(3)
elif (n==2)
return 2
else :
return 2*sqrt(3)*x(n-1)-4*x(n)

(b) Ecrire un script qui demande a 1'utilisateur un nombre positif M et qui renvoie la plus petite valeur
de n pour laquelle x,, > M.
On utilise une boucle while et la fonction précédente.

def depasse(M)
n=20
while (x(n) <= M)
n = nt+l

return n

Exercice 6 (C3) (J Etudier les variations de la suite :
2
1. (up)nen+ définie par u,, = n—| pour tout n € N*
n!
Soit n € N\ {0,1}. Comme (n+1)!=(n+1)n!,on a:

B :(11—}—1)2_7172:(n—|—1)2—(n—|—1)nQ:n2—|—2n—i—1—n3—n2
Undl = =0T (n+1)! (n+1)1
-n3+2n+1
(n+1)!

Une racine du trinéme —X3 4+ 2X 4 1 est —1 donc celui-ci est divisible par X + 1. On a :
X3 42X 4+ 1l=—-(X+1)(X*-X 1)

1++/5
2

. On obtient alors le tableau de

Les racines du trindmes —X?2 + 2X + 1 sont donc —1 et w+ =

signes suivant :

x -0 —1 w_ Wy +00
—(X+1) + 0 - - -
X2-X-1 + + 0 - 0 +

-X3 + _ _
29X + 1 + 0 0 + 0
14++9

Or wy < = 2 donc, pour tout n > 2, on obtient donc que u,4+1 — u, < 0. Par conséquent :

2

’ la suite (up)n>2 est décroissante




’_( COMMENTAIRE J

e On factorise I'expression —n?3 + 2n + 1 pour en déterminer le signe en fonction de n. Comme —1
est racine de —X3 + 2X + 1, on peut le factoriser par X — (—1). Si on ne sait pas trouver de téte
la factorisation du polynéme, on peut tout a fait chercher (a,b,c) € R? tel que —X3 +2X +1 =
(X +1)(aX? + bX + ¢) (on développe et on procéde par identification).

e La suite (up)n>1 n'est pas monotone. Comme w; > 1, on obtient que u; > ug puis la suite est
décroissante & partir du rang 2.

/4
2. (I,)nen définie par I, = / tan(t)”™ dt pour tout n € N Soit n € N. Par linéarité de I'intégrale, on a :
0

/4 /4
Loy — 1T, = /O (ban ()™ — tan(t)") dt = /O tan(t)" (tan(t) — 1) dt

Or la fonction tangente est croissante et positive sur intervalle [0, g] donc :
m T
vt € [0, Z] , tan(t) >0 et tan(t) < tan (Z)
et donc : -
Vit € {0, Z} , tan(t)” >0 et tan(t) < 1

Pour tout ¢t € [O, z}, on a donc tan(t)™(tan(t) — 1) < 0. Par positivité de Pintégrale, il vient donc
I,+1 — I, <0. Finalement :

‘1& suite (I,;)nen est décroissante‘

3. (ak)ren définie par ax = k — 2% pour tout k € N
Soit k£ € N. Alors :

app1 —ap=k+1-2M1 —(k—2F) =142 —2x2k=1-2F <0

puisque 2¥ > 29, Donc :

‘la suite (ax)gen est décroissante

n

4. (hy)nen+ définie par h, = 7 In(n) pour tout n € N* en montrant préalablement que pour tout
k=1
x €] —1,+00[, on aln(l+z) < z.

Soit n € N*. En utilisant la relation de Chasles, il vient :

n+11 n 1 1
hnt1 — hn —k 1E—lnn—i—l (Zk >:n+1+ln(n)—ln(n+1)
1
rron()
n+1
1 1
-~ 4mlnf[1=-
1+n< +1>
Admettons provisoirement que :
Vo €] — 1, +o0], In(l14+2)<a (2.1)
Comme n € N*, on a — >fletdocf ]-1 [ En appliquant (1) en x = ! 1
mme n , on e n ] +oo|. En appliquan nx= ]

vient :

puis hp41 — by <0 et donc :



‘la suite (hy,)n>1 est décroissante‘

Démontrons maintenant Iinégalité (1). La fonction f : z — x — In(1 + x) est dérivable sur | — 1, +oo|
par somme et composition et :

1 T
Vo > —1, ")=1-— =
v F@) 1+ 1+x
Donc :
x —1 0 +00
f(z) - 0 +
+00 +00

La limite de f en —17 est évidente. Quant & la limite en +oo, il suffit de factoriser par x dans le logarithme
puis par x dans l'expression de f pour faire apparaitre des croissances comparées.
Pour tout z €] — 1, +o0[, on a f(x) > 0 et donc = — In(1 + x) > 0, ce qui démontre (1).

Exercice 7 (C5) Déterminer la limite des suites de termes généraux suivants :

1. 8, =n? —ncos(n) + 12

12
Pour tout n € N*, on a s, = n? (1 _ cosln) + 2) et —1 < cos(n) < 1 donc (puisque n > 0), il vient
n n
1 1 1
——- < M < —. Or lim *— = 0. donc (d’aprés le théoréme des gendarmes) lim M = 0.
n n n n——+0oo n n—+0oo n

12
Comme de plus lim — =0, on peut conclure (par somme et produit) que :
n—+oo N

lim s, = +00
n—r+oo

COMMENTAIRE ]

On peut aussi utiliser le théoréme de comparaison (I'idée est que le terme prépondérant est n?). Pour tout
n € N, on a cos(n) < 1 et donc s,, > n? —n + 12. 1l reste alors 4 montrer que lim (n? —n + 12) = +00
n—+o0o

et & invoquer le théoréme de comparaison.

n+e " +1n(n)
Vn+2
Pour tout n € N*, on a :

2. t, =

n(l"‘nén'i‘lnfln)) 1+ 1"+ln(n)
b = — Vax Lrmert T
\/ﬁ(1+%) 1+ 75
Or : |
lim — hm == gm 20
n—+oo nen n—+o00 \/ﬁ n—+oo N

croissances comparées

Par quotient et produit, on peut conclure que :

lim t, = +00
n—+oo




COMMENTAIRE ]

On mentionne les croissances comparées quand on les utilise.

3. up =nl
u nin n—]_

Pour tout n € N\ {0,1}, on a:

Uy =nln <M> =nln <1+L)
n—1 n—1

Or lim

n—+oo N, —

=0 donc :

2 2 2
m(1+—) ~ ~ =
n—1) n=st+toon—1n—+oon

et donc, par produit, u,, ~ 2. Finalement :
n—+o00

lim wu, =2

n—+0oo
In (cos (2
LI (2)
sin(e =™)
On sait que lim e~™ =0 donc sin(e ™) ~ e~ ™
De plus :

n
~ oS <§> —1 car lim <cos <§> — 1)
n—+oo n n—+oo n
0

-9 . 3
~  — car lim — =
n—+oo 2n2 n—+oo N

En quotientant les équivalents, il vient :
—9e™
" n—-+oo 2’[’1,2

—9e™

Or lim 5~ = -00 par croissances comparées donc :
n—+oo 21
lim v, = -0
n—+oo

COMMENTAIRE ]

Les équivalents usuels sont valides seulement si la suite mise en jeu est convergente de limite 0. Par
exemple :

1—cos(u,) ~ -2 car| lim wu, =0
n—+oo 2 n—-+oo




5 w, =3"—e"

Pour tout n € N, on a w, = 3" (17 <§> ) Or 0 < e < 3 donc % €] — 1,1[. Par conséquent,

lim (9) = 0. Comme de plus hm 3" = +o0 et donc :
n—+oo 3 n—-+

lim w, =+
n—+00o

n

1
6. n = ’;nz + 2k1n(n)

Soit n € N\ {0,1} et k € [1,n]. Comme 2In(n) > 0, on a :
n? +21In(n) < n? + 2kIn(n) < n? + 2nln(n)
La fonction inverse est décroissante sur R donc :

1 1 1
< <
n?+2nln(n) ~ n2+2kIn(n) ~ n?+2In(n)

En sommant les inégalités et en utilisant la linéarité de la somme, il vient :

1 n - 1 n
— Y 1< < 1
n? + 2nln(n Z z:: 2k In(n) ~ n?+42In(n) 2

) i=1 k=1
soit :
1 < n
- < I
n+2In(n) =" T n2 4 21In(n)
n 1
Or lim ————— et lim ————— = lim ——————— = 0 (en utilisant les croissances compa-

n—+oo n + 21n(n) n—+oo n? + 21n(n) n—+oo p 4 o ln(n)
rées) donc, d’aprés le théoréme des gendarmes :

lim =z, =0
n—+0o

2
1 n

Pour tout n € N, on a y,, = en*In(l+e™) QOp Inl+e ™) ~ e ™car lim e ™ = 0 et donc, par
n—+oo n—+oo

produit :

n*In(l+e™™) ~ n2e ™
n—+o00

Par croissances comparées, on sait que :

lim n?In(l+e )= lim n?e ™ =0
n—+oo n—-+0oo

Par composition des limites, on obtient :

lim y, =lime* =1
n—+oo z—0

COMMENTAIRE J

Une limite du type « 1°° » est une forme indéterminée. Pour la lever, on écrit ’expression sous forme
exponentielle puis on utilise la limite de ’expression dans ’exponentielle en utilisant I’équivalent usuel du
logarithme. On compose finalement les limites (pas les équivalents).

11



8 zp=vVn?+n+1—-n

Pour tout n € N*, on a (puisque |n| =n car n > 0) :

1 1
Zp =N I+—+—5-1
non

Or lim (1+1> = 0 donc :

n—+oo \ N n2

1+1+1 1 1 1+1
n  n? n—+oo 2 \n  n2

puis, par produit :

Finalement :

COMMENTAIRE ]

On peut s’affranchir des équivalents usuels en utilisant 1’expression conjuguée :

en . WVAEERET—n) (VP EaEitn)

vni+n+1+n

Exercice 8 (C9) Donner un équivalent simple de u,, quand n tend vers +oo dans les cas suivants :

1. up =n+1In(n)

In(n) In(n)

Pour tout n € N*, on a u, = n <1 + > Par croissances comparées, on sait que lim =0
n n—+oco N
In(n) i
donc 1 + —= ~ 1. Par produit, |(u,, ~ n|
n n—+o00 n—+o0o
1 1
2. Uy = — + ——
" n In(n)

Pour tout n € N\ {0,1}, on a:

ey (1+2)

1
donc, en utilisant le méme argument qu’a la question 1., on obtient |u,, ~

n—+oo In(n) |
n? +nyn
n+ (=1)"
Pour tout n € N\ {0,1}, on a:

3. u, =

2 1 1
uniifln =n X 7(_1)71
n(l—l-i( n)) 1+T

Or lim L:Oet lim (=1)

n—-+oo \/'ﬁ n—+oo N
darmes) donc le quotient tend vers 1 puis, par produit :

= 0 (il suffit d’encadrer (—1)™ et d’appliquer le théoréme des gen-

Up ~ N
n—+oo

12



n? 427" 43"
4, Uy = ——————
n!l+nt24+1

Pour tout n € N*, on a :

n?+27"+3"=3" 1+i+n—2
B 6m  3n
1 . on? . )
Or lim — =0et lim — = 0 par croissances comparées donc :
n—+oo G n—+oo 3"
n? 427" 43"~ 3"
n—+oo
Par ailleurs, pour tout n € N*, on a aussi :
12
n 1
n!+n12+1:n!<1++)
n!  n!
1 12
Or lim — =0et lim — =0 par croissances comparées donc :
n—+oo ’I’L' n—+o0o ’I’L'
nl+n2+1 ~ nl
n—+oo
Finalement, par quotient :
3n
Uy ~ —
n—s+oo n !
. 1 1
5. U, = sin (ﬁ) —1In (1 + E)
Comme lim — = lim — =0,0na
n—+oco N n—+oo N
i 1y _ 12 ! t In{1+ !
Sin ﬁ +;o E (0] ﬁ € 1n ﬁ
et donc :
1 1 . 1y n-—1
oz w0\ ) = B
1
Alnsi, |u,  ~  — |
n—+oo N

1 1
U, = sin <ﬁ> —1In (1—{— ﬁ)

Comme lim — =0,ona:
n—+oo N

i 1y 2 + ! t In{1+ L) - ! + !
S 2 ) onz TO\ e ¢ . n2 ) tomn2  2pd O\ a
1 1 o 1
et donc u,, = i +o0 (714) Ainsi, | u, i i |
’_( COMMENTAIRE ]
e On rappelle que, pour tout entier naturel n,
: ~ (DF 2042 =~ (=Dt
sin(z) = ; mx +o(x ) et In(1+ x) = ,;) —C + o(z")

e Le premier terme d’un développement limité fournit un équivalent.
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Exercice 9 (C3-C10) On considére la suite (uy)n>1 définie par :

n

1
Vn € N, un:Z
k:onJrk

1. Etudier les variations de la suite (Un)n>1-
Soit n € N*. Alors, en utilisant le changement d’indice ¢ = k + 1 dans la premiére somme, on a :

n+1 1 n 1 n+2 1 n 1

S e Ex i ST SETTED D
k:0n+1+k kzon—i—k £:1n+€ k:On—Hc
b 1
T 2n4+1 242 n

3n+ 2

T on@2n+1)(2n+2)

puisque les sommes sont télescopiques. On en déduit donc que w41 — u, < 0. Alnsi :

‘1a suite (U )n>1 est décroissante‘

1
2. (a) Montrer que pour tout k € N*, on a Z > In(k+1) —In(k).

Soit k € N*. La fonction In est continue sur Uintervalle [k, k + 1] et dérivable sur |k, k + 1[. D’aprés le
théoréme des accroissements finis, il existe donc ¢ €]k, k + 1] tel que :

In(k+1) —In(k) =1n'(c) = %

Or k < ¢ < k+1 donc, par décroissance de la fonction inverse sur RY , il vient :

1
— <

<
k+

ol

H
x| =

En particulier, on a bien |In(k + 1) — In(k) <

el

(b) En déduire que pour tout n € N*, on a u,, > In(2). Conclure quant & la convergence de la suite.
Soit n € N*. D’apreés la question 2.(a), on sait que pour tout k € [0,n] on a (puisqu’alors n+k > 1) :

1
" >In(n+k+1)—In(n+k)

et donc, en sommant les inégalités :

n

Znik >3 (n(n+k+ 1) — In(n + k))
k=0 k=0

c’est-a-dire :

1
Up = In(2n + 1) — In(n) soit encore U, = In(2) + In (n + 2> > In(2)

2 2

sur [1, +oo[). Finalement :

. 1 1.3 . . . ”
puisque In (n+ = | >0 (en effet, n + - > 3 > 1 et on sait que la fonction In est & valeurs positives

‘Vn e N7, un, > 1n(2) ‘

La suite (uy,)n>1 est décroissante et minorée par In(2) donc, d’aprés le théoréme de la limite monotone :

‘la suite (un)n>1 est Convergente‘

3. En reconnaissant une somme de Riemann, donner la limite de (wy)n>1-
Pour tout n € N*, on a (en isolant le dernier terme et factorisant par n dans le sommant) :

n—1 n—1
1 1 1 1 k 1
Un = ;;@*% = akz_of <n) T on

noté v,

14



1
ot f:x+— o2 La fonction f est continue sur [0,1] et la suite (v,)n>1 est une suite de sommes de
x

Riemann de la fonction f donc la suite (v,,)n>1 est convergente de limite :

lim v, = /Olf(x) dzr = [ln(l + x)}; =In(2)

n—+0oo

. . 1
Comme par ailleurs lim — =0, on peut conclure par somme que :
n—+oo 2n

‘la suite (up)n>1 est convergente de limite In(2) ‘

’_( COMMENTAIRE ]

e Les sommes de Riemann d’une fonction vont soit de 0 & n — 1, soit de 1 a n. C’est pourquoi on a
isolé le dernier terme de u,, pour pouvoir appliquer le théoréme sur les sommes de Riemann.

e On a obtenu a la question 2.(b) que la suite (u,)n>1 est convergente. On ne s’en sert pas dans la
question 3. car le théoréme sur les sommes de Riemann garantit la convergence de la suite (tout
comme le théoréme des gendarmes).

Exercice 10 (ClO) Etudier la convergence des suites de termes généraux suivants :

:_Zn—l—k

PourtoutneN ,ona:

weiniir iy ()

T
o f:x+— 112 Donc (an)n>1 est la suite des sommes de Riemann de la fonction f. Comme f est
x

continue sur [0, 1], la suite (a,),>1 converge de limite :

/Olf(x)dx:/ol (1—1ix) dz = [x—ln(l—i—m)};:l—ln@)

méthode du +1-1

Finalement :

’la suite (a,)n>1 est convergente de limite 1 — In(2) ‘

COMMENTAIRE J

Quand on utilise le théoréme sur les sommes de Riemann, il ne faut pas oublier de mentionner que la
fonction f mise en jeu est continue sur lintervalle [0, 1].

n R .
k=1

Soit z € R*. Pour toutnEN* on a
1 n
=i et ()

. Donc (by,())n>1 est la suite des sommes de Riemann de la fonction f. Comme f

est continue sur [0, 1], la suite (b, (z)),>1 converge de limite :

! ' x arctan(zt)]"  arctan(z)
e [ - [

Finalement :

15



. . ., arctan(z
pour tout x € R*, la suite (b, (z)),>1 est convergente de limite arctan(r)
x

n k 1/n
3. ¢cp = II 1+ —
k=1 n

Soit n € N*. Comme ¢,, > 0, le nombre d,, = In(c,,) est bien défini et vaut :
1 « k 1 & k
do=-> m(1+2)=2 =
P CHERNIC)

ou f: x> In(14+x). Donc (dy,)n>1 est la suite des sommes de Riemann de la fonction f qui est continue

sur [0,1]. D’aprés le théoréme sur les sommes de Riemann, la suite (d,,),>1 est convergente de limite
1

f(x)dz. Cette intégrale vaut 21n(2) — 2 (il suffit de faire une intégration par parties). Par composition

0
des limites, on trouve donc que :

2In(2)—2 _ i

la suite (¢, )n>1 est convergente de limite e 5
e

1 < 1
4. d, = —

Pour tout n € N*, on a :

ou f:x+—

N Donc (dy)n>1 est la suite des sommes de Riemann associée a la fonction f qui est

continue sur [0, 1]. Par conséquent :

1

1
la suite (d,)n>1 est convergente de limite / f(z)dx = {\/1 + x} 0 V2
0

16



Exercice 11 (C6-C9) Pour tout entier naturel n, on pose :

"1
Un = 2 7oy
k=0 k)
1. Montrer que :

vn € N\ {0,1,2,3}, Vk € [2,n — 2], <n> N n(n—1)

Soit n € N\ {0,1,2,3} et k € [2,n—2]. On a:

n n\ n! n! ~ nl(n—1-2k)
<k:+1) _<k> T k+D)'n—k—-1)1 kltn—k)! (k+1)!(n—k)!

Par conséquent :

n n n—1
— >0 <= n—-1-2k>20 < k<
<k+1> <k) 0 " 0 2

Cela implique que la suite est croissante tandis que la suite est
k)], <hgl=l k) )n=1

5 5 <k<n—2
décroissante. Par ailleurs, on sait que :

Vk € [2,n - 2], (Z) (nik)

On en déduit donc que le plus petit coefficient binomial (Z) pour k € [2,n — 2] est (

Finalement :

Vi € [2,n — 2], <Z) > w

2. En déduire un encadrement de u,, pour tout entier n supérieur ou égal a 4.
Soit n € N'\ {0,1,2,3}. D’aprés la question 1. et par décroissance de la fonction inverse sur R , on sait

que :
1 2
k) n(n —1)

Or, par linéarité de la somme :

3
|

2 n—2
Un = ot £y +%:2+E+Z%
2 (M)

o ()

b
[|

2 2 2 =
En sommant les inégalités précédentes, il vient 2 + — < wup, <2+ — + — Z 1, c’est-a-dire :
n n  nn-—1) ps

2 2
vneN\{0,1,2,3}, 24+ = <u, <24+
n n

3. Conclure quant & la limite de u,, quand n tend vers +oo.
En utilisant le théoréme d’encadrement, on obtient finalement que :

‘la suite (un)n>4 (et donc la suite (up)nen est convergente de limite 2

17



4. Montrer que u, —2 ~

o0
D’apres les inégalités () pr

3.\1\9

n—+

cédemment obtenues, on a :

@

vn € N\ {0,1,2,3},

SN

. . 2
ce qui donne, en divisant par — > 0 :
n

vneN\{0,1,2,3}, 1< —5—< ;
n n-
Comme lim 2= (en factorisant par n), on conclut du théoréme des gendarmes que
n—+ocon — 1
W —
lim "T = 1. Par conséquent :

n—+o0o =

2

Up — 2 ~ —

n—+oo N

Exercice 12 (C3-C6) Pour tout n € N, on pose :

1
1
un:/ dx
0 1"‘.17"

1. Calculer uy et us.

On trouve | u; = In(2) et ug = Tl

2. (a)

4

Etudier le sens de variations de (u,,)nen-
Soit n € N. Par linéarité de I'intégrale, on a :

1 1

1 1 2" (1 —x)
n — Un = - dx = d
Unt1 = U /0 (1—1—3:"“ 1+x”> . /0 (T4 2™)(1 + znt!) .
a™(1—x)

>
(I+z7)(1 4 zntl) -
Par positivité de 'intégrale, il vient w,+1 — uy =

Pour tout z € [0,1], on a Ocar 2" >0, 1—x > 0et (1+a™)(1+2") > 0.

0. Finalement :

‘la suite (up)nen est croissante‘

Justifier que la suite (uy,)nen est convergente.
Montrons que la suite (u,)nen est majorée. Soit n € N. Pour tout = € [0,1], on a ™ > 0 puis

1+ 2™ > 1 et enfin, par passage a l'inverse < 1 (car la fonction inverse est décroissante sur
)

1
1+2n .
R* ). Par croissance de l'intégrale, il vient u, < 1 dx, c’est-a-dire u,, < 1. La suite (u,)nen est

0
croissante et majorée (par 1) donc, d’apres le théoréme de la limite monotone :

‘la suite (up)nen est convergente‘
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3. Montrer que :
1

n+1

Vn €N, 0<1l—u, <

En déduire la limite de la suite.
Soit n € N. On sait d’apres la question 2b que 1 — u, > 0. De plus, par linéarité de I'intégrale :

1 1 1 1
1 1 n
1—un:/1dx—/7dx:/ (1— >dl’=/xd$

n

On a vu a la question 2b que pour tout = € [0, 1], on a < 1 et donc < 2" (en multipliant
14 2m 14 2n
par 2™ > 0). Par croissance de l'intégrale :
1
1—u, < / z" dx
0
1

n+1

Finalement :
1
Vn € N, 0<17un<n+1

1
Comme lim
n—+oo n + 1

gendarmes. Par linéarité de la limite, on obtient donc | lim wu, = 1|

= 0 la suite (1 — up)nen est convergente de limite 0 d’aprés le théoréme des

n—+0oo
4. (a) Montrer que :
n2 1 ('
Vn € N*, 1—un:n———/ In(1+2")dx
n nJo

Soit n € N*. D’aprés la question 3, on a :

1 n—1
T nx
1—un:/f>< dx
omn l42m

Pour tout x € [0, 1], posons :

W(@)= o(z) =2
et : 1
u(z) = In(1 + 2" v(2) =

Les fonctions u et v sont de classe C! sur le segment [0, 1] donc on peut intégrer par parties sur ce
segment et on a :

1

1 !
1—u, = [gln(l—i—x”)] —5/ In(1+2") dz
0

0

On a donc bien :

1
Vn € N*, 1—u, =
n n

1n(2) o /1 ln(l _’_xn) dz
0

1
1
(b) Montrer que, pour tout n € N*, on a 0 < / In(1 +z™) de < ——l
0 n
On montre facilement que pour tout ¢ € Ry, on a 0 < In(1 +¢) < ¢t (par exemple par une étude de
fonctions). Soit n € N\ {0,1}. Pour tout 2 € [0,1], on a 2™ € R et donc 0 < In(1 4+ 2™) < 2™. Par

croissance de l'intégrale, on obtient :

1
n+1

1 1
Og/ln(l—kx")dazé/x”dx:
0 0
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(¢) En déduire un équivalent simple de 1 — u,, quand n tend vers +oc.
En utilisant les questions 4a et 4b, on obtient :

In(2) 1 In(2)
n nn+1) n
In(2
En divisant par n(2) > 0, il vient :
n
1_ 1 nun
In(2)(n+1) ~ In(2)
Or lim 1-— ; = 1 donc, d’aprés le théoréme d’encadrement, on a lim M _ 1
ntoo m2)n+1)) »aap oA e m(2)

Par définition des suites équivalentes, on peut conclure que :

Exercice 13 (oral Agro-Véto 2017, C7-C8-C11) Pour tout entier naturel » non nul, on pose s, =

(="

k

1. Démontrer que les suites (S2,)nen €t (S2n+1)nen sont convergentes de méme limite.
Montrons que les suites (S2,)nen+ €t (S2n+1)nen sont adjacentes. Soit n € N*. D’aprés la relation de
Chasles, on a :

(71)2n+1 (71)2n+2
2n+1 + 2n 4+ 2

S$2(n+1) — S2n = S2n42 — S2p =

Or 2n + 1 est impair donc (—1)?2"*! = —1 tandis que 2n + 2 est pair donc (—1)?"*+2 = 1. Ainsi :

1 1 1
Tl 2nto T (2n+1)(2n +2

S$2(n+1) — S2n = ) <0

Donc la suite (s25,)nen+ est décroissante. Par ailleurs, pour tout n € N :

-1 2n+3 -1 2n+2
(1 (1)
2n+ 3 2n 4+ 2

S52(n41)4+1 — S2n+1 = S2n4+3 — S2n+1 =

o1,
2n+3 2n+2
1
(2n +2)(2n + 3)
et donc la suite (S2,41)nen est croissante. Par ailleurs,
. o (=12t -1
ngriloo (S2n+1 B SQn) - nl—l>r-%r—loo T—H o n1—1>I-P<x> 2n + 1 =0

On en déduit que les suites (S2,)nen €t (S2n41)nen sont adjacentes. D’aprés le théoréme sur les suites
adjacentes :

‘les suites (Sap)nen €t (S2n+1)nen sont convergentes de méme limite

COMMENTAIRE ]
J

Il n’est pas demandé ici de trouver la limite de ces suites. Le théoréme sur les suites extraites stipule que
deux suites adjacentes sont nécessairement convergentes de méme limite.
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2. En déduire que la suite (s, )nen- est convergente.
Les suites extraites (Sop)nen+ €t (S2n+1)nen de la suite (s, )nen+ sont convergentes de méme limite d’aprés
la question 1. D’aprés le théoréme sur les suites extraites :

‘la suite (S,)n>1 st convergente‘

’_( COMMENTAIRE J

On rappelle le théoréme relatif aux suites extraites. Soit (uy,)necn une suite réelle. Alors :

(Uzn)neN est convergente

(Un)nen est convergente < (u2n+1)nen est convergente
lim w9y, = lim wuopyq

Dans ce cas, on a alors :

lim w, = lim wug, = lm wugpi1
n—+oo n—+oo n—+oo

On en déduit en particulier que si au moins 'une des deux suites extraites diverge ou si les deux suites
extraites convergent de limites différentes, alors la suite (u,,),ecn est divergente.

3. (a) Ecrire en langage python une fonction somme prenant en parameétre un entier naturel n non nul et
renvoyant la somme s,,.
La structure pour calculer une somme est toujours la méme :

def somme (n)
S=0
for k in range (1,n+1)
S = S+(-1)**k/k
return S

COMMENTAIRE ]

On rappelle que si a et b sont des entiers tels que a < b, alors l'intervalle [a, b]] correspond a range (a,b+1)
dans python.

(a) A I'aide du module matplotlib.pyplot, tracer une représentation de la suite (s, )nen-
Le script suivant permet de générer les 30 premiers termes de la suite (par exemple) :

import matplotlib.pyplot as plt
plt.plot([somme(k) for k in range(30)],"bo")
plt.title("suite (s_n)")

plt.xlabel("n")

plt.ylabel("u_n")

plt.show()

On obtient le graphique ci-dessous :
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suite (s_n)

0.6 * .
® % 0 0000400 0 0
e 8 8 0 8 8 & s 0 00

=1.0 1 L

On retrouve sur le graphique les monotonies et convergences des deux suites extraites (vers la
méme limite).

4. Soit n € N*.
(a) Montrer que :

1 T
Vz €] -1 = 1)kak H"
v Lo, o= Y (1R (-1
k=0
n—1 n—1
Soient n € N* et x €] — 1,+00[. Alors > (=1)FzF = 3 (—z)* est la somme des termes d'une suite
k=0 k=0
géométrique de raison —z # 1 (puisque x # —1) donc :
S (—1)kgk = (=) = (=1)"z
&, ()~ 1+e
1 "
= — —]_ n
14z (=1) 1+
et donc :
vr el -1 I
x €] —1,+00 = x
o ’ 1 +x k=0 1 +x

COMMENTAIRE ]

Cette question ne doit pas poser de probléme, la somme qui apparait étant usuelle. Il ne faut pas oublier
de signaler que la raison est bien différente de 1.
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4.(b) En déduire alors que :

x’ﬂ

1+

In(2) = —s, + (—1)"/01 dz

Soit n € N*. Les fonctions mises en jeu dans ’égalité de la question 4.(a) sont continues sur le segment
[0, 1] donc on peut considérer leurs intégrales sur [0, 1]. En utilisant la linéarité de l'intégrale, on obtient :

1y 1 fmo1 . 1 -
dx = -1 d +/ -1H" d
/01+50x /0<k2_:0( )m)x 0( )1+$x
n—1 1 1 on
= (—1)’“/ P dw + (—1)"/ dz
0 0

k=0 1—|—x

\g/

n—1 1
Posons oo = Y (fl)k/ ¥ dr. On a:
k=0 0

-1 k+171 -1 k
_n T _n (_1)
s o =

En utilisant le changement d’indice ¢ = k + 1, il vient :

_ = (_1)271 _ = -1 _
a_e:1T_ > (=1) Ty T %n

Par ailleurs,

/1 L de=[m+2)] =m@)
01+l‘ 0

Finalement :

xTL

d
1+ .

In(2) = —s, + (—1)"/01

4.(c) Démontrer les inégalités :

1 n
og/ T gr< 2
o 14+ n+1

Soit n € N*. Pour tout € [0,1], on a 142 > 1 donc, par décroissance de la fonction inverse sur R* , on

1
a0< 52 < 1 et comme 2™ > 0, on obtient par produit :
x

xn

1+

n

0<

<z

Par croissance de l'intégrale, il vient :

1 1 n 1
/ deg/ dmg/ z" dx

1 1
1
Or / Odz =0et / 2" de = —— (¢f. calculs de la question 4.(b)) d’ou :
0 0 n -+ 1

1 n
0</ T g

COMMENTAIRE ]
J

Pour encadrer une intégrale, il suffit d’encadrer la fonction sous l'intégrale puis d’utiliser la croissance de
I'intégrale.
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5. Déterminer la limite de la suite (s, )nen+.Déterminer la limite de la suite (8 )nen«-
Soit n € N*. On a —1 < (—1)" < 1 done, en utilisant I'encadrement obtenu a la question 4.(c), il vient :

1 togn 1
— < (=" do <
n+1 ( )/Oler * n+1

Or lim

= 0 donc, d’aprés le théoréme des gendarmes, on a :
n—+oo N +

1 n
lim (71)”/ L dz=0
0

n—+o0o 1 +x

D’apres la question 4.(b), il vient alors lim (—s,) = In(2) et donc, finalement :
n—+oo

Exercice 14 (C3-C6) Soit a € R. On définit la suite (up)nen par :

1
ug = a et Vn € N, unH:gu%—&—g

1. Démontrer que u,, > 0 pour tout n € N*.
2
Onaun+1:%u%+§2§>0donc
Vn € N*, u, > 0.

2. On définit la fonction f par :

1 2
Ve eR, f(z)= =22+
(a) Etudier les variations de f.
La fonction est dérivable sur R comme polyndme et pour tout z € R, f/'(z) = %.’L’ On obtient le
tableau de variations suivant :

(b) Etudier le signe de f(x) — z en fonction de .
On a pour tout x € R

1 1
flz) —z= g(:r2 —3rx+2) = g(m —1)(x—2)
donc on obtient le tableau de signes suivant :
x 1 2
f@) -« + 0 - 0 +
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3. On suppose que ug > 2.

(a) Montrer que u, > 2 pour tout n € N*.
Si wq > 2, on montre par récurrence que :

vn >0, u, >2

En effet, c’est vrai si n = 1, et si u,, > 2, puisque f est strictement croissante sur R% , on a u,41 =
flun) > f(2) =2.
(b) En déduire que (u,) est croissante & partir du rang 1.
Ensuite, par (3a), on a
Uy > 2 done Upi1 — Uy = f(Uup) — up >0

(¢) Démontrer que lim w, = +oc.
n—-+oo

On sait que si (uy,) converge, sa limite [ vérifie | = f(I), et donc I =1 ou ! = 2. La suite (u,) étant
croissante de premier terme u; > 2, elle ne peut converger vers 1 ou 2. Elle diverge donc et :

lim wu, = +o0
n—-+oo

4. On suppose que 1 < u; < 2.

(a) Montrer que (u,) est décroissante a partir du rang 1.
On montre par récurrence que 1 < u, < 2 : c’est vrai pour n =1 et si 1 < u,, < 2, f étant croissante
sur R%, on a :
F(1) < flup) < f(2) donc 1 < uptq <2

On en déduit par 2.b) que
Yn > 1, upp1r —un = fun) —up, <0
et la suite est décroissante.
(b) Démontrer que lim wu, = 1.
n—-4o0o

(up,) étant décroissante et minorée par 1, elle converge ; sa limite étant 1 ou 2, on a
limu, =1

car u, < wup < 2 entraine que [ < uy < 2.
5. On suppose que 0 < uy < 1.

(a) Montrer que (u,) est croissante a partir du rang 1.
On utilise toujours la méme méthode : 0 < u,, < 1 par récurrence et par 2.b)

V> 1, upy —up = f(un) —up >0

(b) Démontrer que lim wu, = 1.
n——+00

La suite est croissante majorée par 1, donc elle converge vers 1 ou 2 et u,, < 1 entraine [ < 1; on en
déduit

lim wuw, =1
n—-+oo

6. Que se passe-t-il si uy =1l et siug =27
Siwuy =1, on a u, = 1 par récurrence et la suite est stationnaire; de méme si uy = 2, u,, = 2 et la suite
est stationnaire.
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Exercice 15 (C1-C3-C6) On considére la suite définie par ug €0, 1] et :
Vn € N, Up+1 = sin(uy,)

1. Montrer que pour tout n € N, on a u, €]0,1].
On utilise un raisonnement par récurrence. Pour tout entier naturel n, on considére la proposition P, :
Uy, €]0,1] ».
— Initialisation : la proposition Py est vraie puisque ug €]0, 1] par hypothése.
— Heérédité : soit n € N tel que la proposition P,, soit vraie. Montrons alors que la proposition P, est

T
vraie. Par hypothése de récurrence, on a u, €]0,1] donc u,, € ]O, 5] Comme la fonction sinus est

T
strictement croissante sur 'intervalle [O, 5}, il vient :

sin(0) < sin(uy,) < sin (g) c’est-a-dire Un+1 € }O, g]

Autrement dit, la proposition P, 1 est vraie.
— Conclusion : pour tout entier naturel n, la proposition P,, est vraie par principe de récurrence simple.

Ainsi, | pour tout n € N, on a u,, €]0, 1] ‘

2. Montrer que :
Vo e Ry, sin(z) <z

En déduire les variations de la suite (up)nen-

Il suffit d’étudier la fonction f: 2 — x — sin(z) sur Ry.

On peut aussi utiliser le théoréme des accroissements finis (appliqué entre 0 et =, ou = est fixé, a la
fonction sinus).

Soit n € N. On sait que u, €]0,1] donc en particulier u, € R;. D’aprés I'inégalité précédente, il vient
sin(uy,) < Uy, c’est-a-dire w41 < uy,. Donc :

‘la suite (up)nen est décroissante‘

3. Montrer que (uy),en converge puis établir que sa limite est nulle.
On sait que la suite (u, )nen est décroissante et qu’elle est minorée par 0 (d’apreés la question 1.). D’apreés
le théoréeme de la limite monotone, la suite (u,)nen converge.
Notons ¢ la limite de cette suite. On sait que :

Vn € N, Up41 = sin(uy,)

Or lim wup+1 = { et, par continuité de la fonction sinus au point £ (elle est continue sur R), on a
n—+o0o

lim sin(u,) = sin(£). On obtient donc sin(¢) = ¢, c’est-a-dire f(¢) = 0. De plus, on sait que ¢ € [0,1]

n—+oo
car il s’agit de la limite de la suite (u,,)nen dont tous les termes appartiennent a Uintervalle ]0, 1]. Comme

la fonction f est strictement croissante sur Ry (donc en particulier sur [0,1]) et puisque f(0) =0, on a
nécessairement ¢ = 0. Finalement :

‘la suite (uy,)nen est convergente de limite 0‘
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1 1 1
4. Montrer que lim < - ) = — en utilisant un développement limité.

n—+o00 u%Jrl u% 3

Comme lim u, =0,o0n a:
n—+0o0o

puis :

et donc :
1 1 1
7 a2 w2
Unt1 Un 1 — =4 o(u?)
- up 2 ) _ :
Or nglfoo ( 2 +o(uy) ) = 0 donc :
1 uZ
. = 1+ 3 +olu)
1— =2 4o(u) ™™
o1 11 .
Ainsi, —— = — + - +0(1). Finalement :
Up4yp T Uy 3

i ()= (o) -
71,—1>IP00 u%+1_u% _n—1>IPoo 3+O ) _3

Exercice 16 (C6) On considére les fonctions :
1 1
fra— 14 5 arctan(z) — z et g:x— 14 3 arctan(z)

1. Déterminer le domaine de définition de f. Montrer que I’équation g(x) = x admet une unique solution
que 'on notera a, et que a € [O, \/ﬂ

La fonction arctan est définie sur R donc ‘ f est définie sur R ‘

La fonction f est dérivable sur R comme somme de fonctions qui le sont et :
1 —1—22? -
(14 22) ©2(1 +a2?)

Donc f est strictement décroissante sur R. Par ailleurs, f est continue sur R. La fonction arctan admet
des limites finies en -co et +oo (égales & —m/2 et /2 respectivement) donc, d’aprés les opérations sur

Vz € R, flx) = 5

les limites, on a lim f(z) = -o0 et lim f(x) = +00. On a le tableau de variation suivant :
T—r+00 T—r—00
x ~00 +00
+00

s T~

Comme 0 € f(R) = R, I'équation f(z) = 0 admet une unique solution dans R (notée a) d’aprés le
théoréme de la bijection. Autrement dit :

-0

‘l’équation g(x) = x admet une unique solution a dans R‘

De plus, f(0) =1 > 0 tandis que :

f(\/g):1+%><g—\/§=1+%—\/§<0

On a donc f(0) > f(a) > f(v/3). Comme la fonction f est strictement décroissante sur R, on a 0 < a <
/3. Finalement, | a € [0,v/3] |
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2. On définit maintenant la suite (u,)nen par unt1 = g(uy,) pour tout n € N (le premier terme wug est un
nombre réel quelconque).

(a) Déterminer les limites finies éventuelles de la suite (uy,)nen-
Supposons que la suite (uy,)nen soit convergente. Notons ¢ sa limite. On sait que pour tout n € N,
Upt1 = g(uy). Or HIP Unt1 = £ et, comme la fonction g est continue au point ¢ (elle est continue
n—+oo

sur R), on a par composition des limites :

lim g(un) = lim g(z) = g(¢)

n—+oo z—L

En faisant tendre n vers +oo dans la relation de récurrence, on obtient donc g(¢) = ¢ ce qui implique
que ¢ = a d’aprés la question 1. Ainsi :

sous I'hypotheése que la suite (uy,)n,en converge, sa limite est nécessairement a ‘

(b) Montrer que :

vn e N, [un+1 — al < 5 lun —a

2

Soit n € N. On a uy,4+1 —a = g(u,)—g(a) par définition de a. Posons a = min(a, u,) et b = max(a, uy,).
La fonction g est continue sur [a, b] et dérivable sur |a, b[. D’aprés le théoréme des accroissements finis,
il existe donc ¢ €]a, b tel que up+1 — a = ¢'(¢)(uy, — a) et donc :

L lun—af
—|u, —a
2(1+¢?)
——

>0

tnt1 = al = |g'(c)] un — a| =

Or 1+ ¢2 > 1 donc 2(1 + 02) > 2 et, en utilisant la décroissance de la fonction inverse, on obtient

1
g'(c) < 3 On obtient donc :

1
Slun — al

Vn € N, [tnt1 —a] < 5

1
(¢) En déduire que |u, —a| < 2—n|u0 — a] pour tout entier naturel n. Que peut-on dire de la convergence

de (un)nEN ?
11 suffit de faire une récurrence (simple) en considérant, pour tout entier naturel n, la proposition :

Pr i «Juy —al < 2in|uo —al»
e [nitialisation : la proposition Py est vraie puisque les deux membres mis en jeu dans l'inégalité
sont égaux (& |ug — al).
e Heérédite : soit n € N tel que la proposition P,, soit vraie. Montrons qu’elle entraine la proposition
Pr+1- D’apreés la question précédente, on a :

[tn+1 = al < 5lun —al
X . 1 o 1
De plus, par hypothése de récurrence, on a |u, — a| < Q—n|uo — a|. En multipliant par 5 > 0, on
obtient :
1 , .
[tny1 —a] < 3 X 27\u0 —al ¢’est-a-dire [tny1 —a] < WWO —al

Autrement dit, la proposition P, est vraie.
e (Conclusion : pour tout n € N, la proposition P,, est vraie par principe de récurrence simple.

Soitne€N. On a: )
—2—n|u0—a|<un—a<—\uo—a|

puis :
1 1
a—2—n\u0—a|<un<a+2—n|uo—a|

1
Or lim (a T —|ug — a|) = a donc, d’apreés le théoréme d’encadrement :
n—-+oo 2n
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’1& suite (up,)nen est convergente de limite a

Exercice 17 (C1-C3-C6-C9) Soit m un entier naturel supérieur ou égal & 3. On considére I’équation :
"+ 22420 —-1=0 (E,.)

1. Montrer que ’équation (E,,) admet une unique solution w,, dans Ry.
Soit f,, : @ — 2™ + 2% + 22 — 1. La fonction f,, est dérivable sur R, et :

VeeRy, fl(x)=nz""'+22+2>2>0

n

On en déduit que f, est strictement croissante sur R;. De plus, lim f,(x) = +oo (par somme). On a
Tr—+00

le tableau de variations suivant :

x 0 +00
+00
fn /
—1
De plus, f est continue sur Ry et 0 € f(R;) = [—1, +oo[ donc 'équation f(z) = 0 admet une unique

solution d’aprés le théoréme de la bijection. Ainsi :

I’équation (E,,) admet une unique solution u,, dans Ry ‘

1
2. Montrer que u,, € {0, 2] .

Ona f,(0)=—-1<0et:
1 n\N" 1
—_ = — —_ >

1
Ainsi, f,(0) < fo(un) < fa (2) Comme f est strictement croissante sur Ry, on a 0 < u,, <

e o2
Up, 5| |

3. (a) Ecrire une fonction balayage qui prend en entrée un entier n > 3 et un nombre eps strictement
positif et qui renvoie un encadrement de u,, & eps prés a I'aide d’un procédé de balayage.
On utilise une boucle while :

. Ainsi

N =

def balayage(n,eps)
x=0
while (x**n+x**2+2*x-1 < 0)
X = xteps
return x-eps, X

(b) On rappelle le principe de dichotomie. Si une fonction f s’annule une unique fois sur un intervalle
[a, b], alors on construit la suite de segments ([an, by])nen par ag = a et by = b et, pour tout n € N,

par :
- { an st flan)f(cn) <0 - { cn st flan)f(cn) <0
Apit1 = et bn+1 =

¢, sinon b, sinon

ol ¢, est le milieu du segment [a, b]. Ecrire une fonction dichotomie prenant un nombre strictement
positif eps et renvoyant un encadrement de u,, a eps prés a ’aide de ce procédé.
On commence par générer la fonction f,.

def fn(x)
return x**n+x**2+2*%x-1

On utilise également une boucle while :
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def dichotomie(n,eps)
a=20
b =20.5
while (b-a > eps)
c = (at+b)/2
if f(a)*f(c) < 0 :
b=c
else :
a=c
return a, b

4. Etudier les variations de la suite (uy,)n>3-.

1
Soit n € N'\ {0,1,2}. Pour tout = € [O, =

2},011;1:

for1 () = fulz) = 2" —a™ = 2" (z — 1) <0

1
carx —1 < 0eta™ > 0. Pour x = u, € |0, 3| on obtient fn11(un) — fn(un) < 0. Or fr(u,) =0

donc f41(un) < 0. De plus, fri1(ups1) =0 done fri1(un) < fra1(tne1). Comme la fonction f,41 est
strictement croissante sur R, , on obtient u,, < ;1. Ainsi :

‘la suite (U )n>3 est croissante‘

5. Montrer que (u,)n>3 est convergente et calculer sa limite.
. . . , . 1 ,
On sait que la suite (u,),>3 est croissante et qu’elle est majorée par ok On en conclut donc qu’elle
converge d’aprés le théoréme de la limite monotone. Notons ¢ sa limite. On sait que :

vn e N\ {0,1,2}, " +u?+2u,—1=0 (2.2)

De plus, par croissance de la fonction ¢ — ¢" sur Ry, on a :

1 n
vneN\{0,1,2}, 0<u"< (2>

—+oo \ 2 n—+oo
0. En faisant tendre n vers +oco dans (2), on obtient alors I'équation du second degré ¢* + 20 —1 = 0
dont les racines sont v2 —1 > 0 et —1 — v/2 < 0. Comme tous les termes de la suites appartiennent a

1 1\"
Comme 3 €]-1,1], on sait que lim () = 0. D’aprés le théoréme des gendarmes, il vient lim ] =
n

1
I'intervalle {0, 2} , sa limite ¢ appartient aussi a cet intervalle. En particulier, £ > 0 et donc ¢ = /2 — 1.

Finalement, | lim w, =+v2—1|.

n—+0oo
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6. Pour tout entier naturel n supérieur ou égal & 3, on pose v, = u, — V2 + 1.

(a) Montrer que :

n
3

Up +vV2+1

—Uu

VneN\{0,1,2}, v, =

En déduire que lim nv, =0.
n—+oo

Soit n € N\ {0,1,2}. Alors :

Oty + V2 4+1) = (uy — V2 + 1) (up + V2 + 1) = 12 + 2u, + (1 — V2)(1 +V2)

=u? 4 2u, — 1
S
d’aprés (2). En divisant par u, +v/2 + 1 # 0, on obtient :
Vn e N\ {0,1,2} “Un
n s 4y ) Up = —F= =
up +v2+1

Soit n € N\ {0, 1,2}. D’aprés ce qui précede :

n
3

Up +v2+1

—nu
nv, =

Comme u,, > 0, on a u, + v2+ 1 > 0 donc, par décroissance de la fonction inverse sur R%, il vient :

1
< ——F <
un +vV2+1

On a vu a la question 5 que 0 < u < on donc “om < —nulr < 0. En multipliant les inégalités, on
obtient : n

“on < nv, <0

n
Comme 2 > 1, on sait par croissances comparées que lim — on = 0. Le théoréeme des gendarmes
n—-+oo

permet alors de conclure que :

‘la suite (nvy,)n>3 est convergente de limite 0

31



2-1)"
(b) Montrer que v,, ~ —(\/_—).
n—+o0o 2\/5
Tout d’abord,

lim (un+\/§+1):2\/§ donc Un +V2+1 ~ 2¢/2

n—+oo n—+oo

Up

V2-1

Il reste & démontrer que u? ~ (/2 — 1), cest-a-dire lim (
n

n
> = 1. Pour tout n €
—+0oo n—-+oo
N\{0,1,2}, on a:

et :

Un

Or on sait que lim
n—+oo /2 — 1

=0 donc In (

Nup
nln <
n~>+oo 2 -1

et donc :

y 1 ( Uy, > I nu,
1m nin = 1m =
n—+o0o \/5 —1 n—+o0o 2 -1

d’aprés la question 6.(a). Par composition des limites, il vient :

I Un " i er 2
n~1>IJIrloo \/i_l 7w1~>InOei

En quotientant les équivalents, on obtient finalement :

(V2-1)"

COMMENTAIRE J

Lorsque a,, ~ by, alors pour tout k¥ € N, on a aussi a¥ ~ bF (Pexposant k ne dépend pas de n).

En général, cette propriété est fausse si 'exposant dépend de n... Il faut revenir a la définition des suites

équivalentes. Il est ici crucial de savoir que lim nwv, = 0 pour conclure.
n—+oo
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