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TD 4 - Polynémes

Compétences a acquérir :
> C1 : Déterminer les racines d’un polynéme
> C2 : Déterminer la multiplicité des racines d’'un polynéme
> C3 : Factoriser un polynome dans C[X]
> C4 : Déterminer le degré d'un polyndme et les propriétés liées

Exercice 1 (C1-C3) 1. Ecrire un script en langage python qui demande a 1'utilisateur
trois nombres réels a, b et ¢ (avec a non nul) et qui renvoie les racines de I’équation du
second degré az? + bz + ¢ = 0.

Le nombre complexe i s’écrit 1j sous python. Il est disponible dans le module cmath.

2. Factoriser dans C les polyndémes suivants :

(a) P=X2+ X —2 (b) Q= X* +3X2 — 20
() R=X*+ X2+ X +1 (d) S= X3 -1
(e) T= X*+ X2 +1 (f) U=X? — 32

(g) V= X*+2X% + 7X? +8X + 12

Indication : pour le polynome V, on pourra utiliser le fait qu’il admet une racine imaginaire
pure.

Exercice 2 (C1) Soient z1, s, T3 les racines de X2 —2X? 4+ X + 3. Calculer 1 + x4 + 3.

Exercice 3 (C4) Soit P € R, [X] tel que P(0) = 0 et vérifiant, pour tout x € R,
P(z) = P(sin(z)). Montrer que P est le polynoéme nul.

Exercice 4 (C2) Soit P € R[X] et a € R. On pose Q = (X —a)(P'+ P'(a)) — P+ P(a).
Montrer que a est une racine d’ordre au moins 3 de Q).

Exercice 5 (C1-C3) On considére le polyndéme P = X* — 4X3 + 11X? — 14X + 10.
1. Montrer que z; = 1 + ¢ est racine de P.

2. En déduire toutes les racines complexes, puis toutes les racines réelles de P.

Exercice 6 (C2-C4) Soit (a,b) € C. On pose P= aX" ™! + X" + 1.

1. Démontrer qu’il existe des valeurs de a et b pour lesquelles 1 est une racine au moins
double de P.

i
L

2. Pour ces valeurs de a et b, montrer alors que P= (X — 1)? (k+1)X*,
0
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Exercice 7 (C1-C2-C3-C4) 1. Soit P un polynome a coeflicients réels noté
P=> a.X* (o n e N*).
k=0
Montrer que si w est une racine complexe de P, alors @ est aussi une racine de P.
2. On définit le polynome P = (X +1)" — X7 — 1.

(a) Déterminer le degré de P et son coefficient dominant.
(b) En trouver deux racines évidentes.
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(c) Soit j= e'3. Montrer que j est racine multiple de P. En déduire une autre racine
multiple ainsi que la multiplicité de ces deux racines de P.

(d) En déduire la factorisation de P dans C[.X].
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Exercice 8 (C1-C3-C4) Soit n € N\ {0,1}. On pose P= ZX’“ et, pour tout k €
k=0
- 2km
[1,n — 1], on pose wy =e' n .
1.(a) Montrer que les nombres wy,...,w,_1 sont des racines deux a deux distinctes de P
puis en déduire une factorisation de P dans C[X].
(b) Proposer un programme informatique qui permet de vérifier que wy,...,w, 1 sont

racines de P.

2.(a) Soit 0 €]0, 27[. Déterminer la forme exponentielle de 1 — el?.
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(b) Déduire de ce qui précéde la valeur du produit H sin (—)
n
k=1
(¢) Ecrire une fonction python qui prend en entrée un entier n supérieur ou égal a 2 et
qui renvoie la valeur du produit précédent.

Exercice 9 (C1-C2-C4, oral G2E) Soit (P, )nen la suite de polynomes de C[X] définie
par Pp =2, Py = X et par P,,o = X P,,,; — P,, pour tout n € N.

1. Ecrire une fonction polynome qui prend en entrée un entier n, un nombre réel x, et qui
renvoie la valeur de P, (z).

2. Calculer Py, P3 et P,. Pour tout n € N, déterminer le monéme de plus haut degré du
polynome P,,.

3. Montrer que :
1 1
Vz e C*, Vn €N, Pn(z+—>:z”+—
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4. Soit n € N*. Montrer que pour tout k € [0,n — 1], le nombre «} = 2 cos (— + /{:—) est
n n
racine de P,. Ces racines sont-elles deux a deux distinctes 7 Que peut-on en conclure ?

Exercice 10 (C4) On considére I’équation différentielle du second degré :
vt € R, ty"(t) — 2y (t) + 4y(t) = 4t* + 12t — 6.

Déterminer un polynéme P solution de cette équation.



