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TD 4 Correction - Polyndémes

Compétences a acquérir :
> C1 : Déterminer les racines d’un polynoéme
> C2 : Déterminer la multiplicité des racines d’un polynome
>> C3 : Factoriser un polynome dans C[X]
> C4 : Déterminer le degré d’un polyndéme et les propriétés liées

Exercice 1 (C1-C3) 1. Ecrire un script en langage python qui demande a 1'utilisateur
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11
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trois nombres réels a, b et ¢ (avec a non nul) et qui renvoie les racines de I’équation du
second degré az? + bz + ¢ = 0.

Le nombre complexe i s’écrit 1j sous python. Il est disponible dans le module cmath.
On utilise le module cmath. Le nombre complexe i s’écrit 1j.

from cmath import *
a, b, ¢ = eval(input("Donnez trois nombres réels, avec a non nul"))
delta = bx*2-4xaxc
if (delta == 0)
x = -b/(2*a)
print(x)
elif (delta > 0)
x, y = (-btsqrt(delta))/(2*a), (-b-sqrt(delta))/(2x*a)

print(x, y)

else :
x, vy = (-b+tlj*sqrt(delta))/(2*a), (-b-1j*sqrt(delta))/(2*a)
print(x, y)

2. Factoriser dans C les polyndémes suivants :

(a) P=X?+ X —2
OnaP=(X—-1)(X+2).

(b) Q= X® +3X2—20

On remarque que 2 est racine de Q. On peut donc factoriser le polynéome Q par X — 2.
La factorisation est : Q = (X — 2)(X? +5X + 10). Le polynéme X2+ 5X + 10 admet
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deux racines complexes qui sont a =

donc Q = (X — 2)(X — a)(X — @).
(c) R=X*+ X2+ X +1

On remarque que —1 est une racine évidente. On obtient la factorisation

R = (X 4+ 1)(X% + 1). On détermine les racines de X2 + 1 et on obtient finalement
R=(X+1)(X —1)(X +1).

et a. La factorisation dans C[X] est

(d) S= X3 — 1

On remarque que 1 est racine évidente. On a la factorisation S = (X —1)(X?+ X +1).

—1+iv3
En posant o = L\/—
S=(X-1H(X —-a)(X —a).

, on a la factorisation dans C[X] suivante :



(e)

T=X*+X?+1
Déterminons les racines de T. Soit z € C. En posant Z = 2%, on a :
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En utilisant la formule de Moivre, on a :

9 . 2m 9 LT 2 | T
2"=e'3 = z :<el3> < (z—e 3) <z+el3>:0
De la méme facon :

s N T _ _
Les racines de T sont donc e'3, —e'3, e '3 et —e ' 3. Comme le coefficient dominant
de T vaut 1, on a donc la factorisation dans C[X] suivante :

T = (X-&%) (X—e*ig) (X+ei§) (X—l—e’i%)

U=X5—32

Déterminons les racines de U. Le nombre complexe nul n’est pas racine de U. Soit
z € C*. Il existe (r,0) € R x R tel que z = ret?. D’aprés la formule de Moivre et
I'identification des formes exponentielles, on a :

5 7":2
_ 5 i50 i0 7 =32
U(z)=0 < r’e’ =32¢ @){50:0 mod 2 @{920 mod%ﬂ

par stricte croissance de la fonction ¢t — t'/° sur R? . L’ensemble des racines de U

dans C est donc :
2r  4m . 6r  8n
{2,2615,2615,2e‘5,2e‘5}

La factorisation de U dans C[X] est donc :

U=(X-2) (X—ei%”) (X—ei%r) <X—ei%”> (X—ei%”)

V=X*+2X34+7X>+8X +12

Indication : pour le polynéme V., on pourra utiliser le fait qu’il admet une racine
imaginaire pure.

Soit a € R*. Alors :

Via)=0 < (a* —7a® +12) +i(—-2a* +8a) =0
Par unicité de I’écriture algébrique d’un polynéme, on a donc (puisque oo = 0) :

a*—7a24+12=0

90?18 =0 — a=2o0ua=—2

Via)=0 < {



puisque la deuxiéme équation fournissent ces valeurs et que celles-ci satisfont la pre-
miére équation. Donc V admet pour racines +2i. On peut ainsi factoriser V par
(X —21)(X +2i) = X? + 4. On obtient (de téte ou par identification) :

V= (X?+4)(X*+2X +3)

Les racines de X2 + 2X + 3 sont —1+i+/2 donc la factorisation dans C[X] est :

V= (X = 20)(X +20) (X +1-1v2) (X +1+1V3)

COMMENTAIRE J

Si on ne sait pas factoriser de téte le polynome @, on peut chercher (a,b,c) € R? tel que
Q = (X —2)(aX? 4+ bX + ¢) en procédant par identification.

Exercice 2 (C1) Soient 1, T2, x3 les racines de X3 —2X? + X + 3. Calculer z; + x4 + x3.
On note x1, 29, T3 les racines de P = X3 — 2X? + X + 3. Par définition, on a alors :
P=(X—x)(X —22)(X — x3)
= (X2 — (21 + 29) X + 2129) (X — 73)
= X3 — (21 + 29 + 23) X2 + (2100 + 7103 + T923) X — 117973

Par identification, on obtient donc :

T+ r9 + 13 = 2.

Exercice 3 (C4) Soit P € R,[X] tel que P(0) = 0 et vérifiant, pour tout = € R, P(z) =
P(sin(z)). Montrer que P est le polynéme nul.
Pour tout £ € N, notons z, = km, alors

P(zy) = P(sin(zg)) = P(sin(km)) = P(0) =0

donc z;, est une racine de P.
Le polynéme P posséde une infinité de racines, c¢’est donc le polynéme nul.

Exercice 4 (C2) Soit P € R[X] et a € R. On pose Q = (X —a)(P'+ P'(a)) — P+ P(a).
Montrer que a est une racine d’ordre au moins 3 de Q).
Montrons que a est une racine de @) :

Q(a) = %(a —a)(P'(a) + P'(a)) — P(a) + P(a) = 0.

Montrons que a est une racine d’ordre au moins 2 de (). Pour ¢a, on va montrer que a est une
racine de Q' :

Q@ = 5P+ Pa) + 5(X )P’ — P’



car P(a) et P'(a) sont des constantes. Ainsi, on a :

Q(0) = 5(P(a) + P(@)) + 5 (0~ a)P"(a) ~ P'(a) = P'(a) ~ P'(a) = 0.

Montrons que a est une racine d’ordre au moins 3 de (). Pour ¢a, on va montrer que a est une

racine de Q" :
1 1 1 1
Q”: §P//+§(X_a)P///+§P//_P//: §(X—CL)P(3)
donc

Q(a) = 5o~ )PP (a) =0,

Ainsi, on a Q(a) =0, Q'(a) =0 et Q"(a) = 0 donc a est une racine d’ordre au moins 3 de Q.

Exercice 5 (C1-C3) On considére le polyndome P = X4 — 4X3 + 11X? — 14X + 10.

1. Montrer que z; = 1 + ¢ est racine de P.
On calcule :
— =0+ =2
— 2B =1+ x (14+1i)=2i —2
A= (140 = 4
On a alors
P(z)=—-4—4(2i—2)+22i — 14(14+4)+10=0

donc ’2’1 est une racine de P ‘

2. En déduire toutes les racines complexes, puis toutes les racines réelles de P.
Le polyndéme P est a coefficients réels et admet pour racine z;, donc z; est aussi racine
de P. Ainsi, P s’écrit sous forme factorisée :

P = (X - 2)(X —7)Q(X)
ou @ est un polynéme de degré 2. Plus précisément, on cherche (b, ¢) € R? tel que :

P=(X?-2X+2)(X*+bX +¢)
= X' 4XP+11X° - 14X +10= X"+ (b—2)X? + (¢ — 26+ 2) X* + (2b — 2¢) X + 2c

b—2 = —4
c—2b+2 = 11
20 —2¢ = —14
2c = 10
b = =2
— {c = 9

donc | P = (X — 2)(X —7)(X* — 2X + 5)|.
Le polynéme () a pour discriminant A = —16 et admet pour racines 1 + 2¢ et 1 — 2i.

Ainsi, le polynome P a quatre racines complexes : ‘1 +14,1—14, 1+ 2i, 1 —2i|et aucune
racine réelle.

Exercice 6 (C2-C4) Soit (a,b) € C2. On pose P= aX" ™! + X" + 1.

1. Démontrer qu’il existe des valeurs de a et b pour lesquelles 1 est une racine au moins

double de P.



Soit (a,b) € C2. Alors :

1 est une racine au moins double de P

=
:){ atb=-1
=

n—1
2. Pour ces valeurs de a et b, montrer alors que P= (X —1)2 ) (k+ 1)X".
k=0
En utilisant la linéarité de la somme, on a :
n—1 n—1 n—1 n—1
(X =123 (k+1D)XF =Y (k+1D)XH2 -2 (k+ DX + 3 (k+1)X*
k=0 k=0 k=0 k=0

n+1 n n—1
=Y (-DX 23X+ Y (B+1)XF
(=2 k=1 k=0
en effectuant les changements d’indices ¢ = k + 2 et £ = k + 1 dans les premiére et
deuxiéme sommes respectivement. D’aprés la relation de Chasles et par linéarité de la
somme, il vient :

n—1 n—1
(X 12 (k+DXF =3 (k—1—2k+k+1)X*+(n — 1)X" + nX"H
k=0 k=2
=081

—2X —-2nX"+1+4+2X
=nX"M 4 (-1 -n)X"+1

n—1
Autrement dit, |P = (X — 1) Y (k+ 1)X*|
k=0

Exercice 7 (C1-C2-C3-C4) 1. Soit P un polynoéme a coefficients réels noté

P =3 a,X* (o1 n € N¥).
k=0

Montrer que si w est une racine complexe de P, alors w est aussi une racine de P.

n
Soit w une racine complexe de P. Alors P(w) = 0, c’est-a-dire > ajw® = 0. On a donc
k=0

n
aussi > apw® =0 = 0. La conjugaison étant linéaire et multiplicative, on a :
k=0
n

n
S apwt =3 apk = T @ x wF
k=0 k=0 k=0

et comme P est & coefficients réels, on a a@; = a; pour tout k € [0,n]. Finalement,

n
S ap@F, Cest-a-dire P(@) = 0. Autrement dit, |@ est une racine de P|.
k=0

2. On définit le polynome P = (X +1)" — X7 — 1.



(a) Déterminer le degré de P et son coefficient dominant.
D’aprés la formule du binéme de Newton, on a :

On en déduit que ‘P est de degré 6 et son coefficient dominant est égal & 6 |.

(b) En trouver deux racines évidentes.
On remarque que —1 et 0 sont racines de P.

(c) Soit j= ei%ﬂ. Montrer que j est racine multiple de P. En déduire une autre racine
multiple ainsi que la multiplicité de ces deux racines de P.
On a vu dans I'exercice 4. que j+1 = —j? et j> = 1. Doncj” =jet (j+1)" = —j = —j2
Par conséquent :

P(j)=—-j"-j—-1=0

De plus, P’ = 7(X + 1) — 7X° et j'* = j® = 1 donc P'(j) = 0. On en déduit que j est
une racine au moins double de P. Il s’agit donc d’une racine multiple de P.
On a P" =42(X +1)° —42X°. Or j° = j* et j'¥ = j donc :

P"(j) = —42j —42j> = =42 # 0

donc j est une racine double exactement (donc d’ordre de multiplicité 2) de P.
D’aprés la question 1. (puisque P et & coefficients réels), j = j* est aussi une racine
double de P.
(d) En déduire la factorisation de P dans C[X].
On sait que P est de degré 6 et de coefficient dominant égal & 6. De plus :
* —1 est racine de P ;
* 0 est racine de P ;
* j est racine double de P;
* j* est racine double de P

Or la somme des ordres de multiplicité est égal au degré donc —1 et 0 sont des racines
simples de P. Nous obtenons donc la factorisation de P dans C[X] suivante :

P=X(X+1)X )X -

n—1
Exercice 8 (C1-C3-C4) Soit n € N\ {0,1}. On pose P= ZX’“ et, pour tout k €
in k=0
[1,n — 1], on pose wy =e' n .
1.(a) Montrer que les nombres wy,...,w,_1 sont des racines deux & deux distinctes de P

puis en déduire une factorisation de P dans C[X].
Soit k € [1,n — 1]. Alors P(wy) est la somme des termes d’une suite géométrique

2k
de raison wy # 1 car il # 0 mod 27 puisque il €]0, 27[. D’aprés la formule de
n n

Moivre, on a :

1 — W 1 — ei2k7r
P = k — =0
(Wk) 1-— WE 1-— W
puisque e!?*™ = 1. Donc wy, est une racine de P.
) 9 2km 20
Soit (k,¢) € [1,n — 1]* tel que k # ¢. Supposons que wy = wy. Alors — = —
n n



mod 27 et donc k = ¢ mod n, c¢’est-a-dire qu’il existe p € Z tel que k — ¢ = pn. Or
on sait que k — ¢ €] — n, n[ donc nécessairement p = 0 et k = ¢ ce qui est absurde. Les
racines obtenues précédemment sont donc deux & deux distinctes.

Le polynome P est de degré 1, unitaire (c’est-a-dire de coefficient dominant égal a 1) et

P admet n — 1 racines distinctes deux a deux wq,...,w,_1. On a donc la factorisation
de P suivante dans C[X] :

n—1

P= HI(X — wk)

Proposer un programme informatique qui permet de vérifier que wq,...,w,_1 sont
racines de P.
On utilise le module cmath pour 'utilisation des nombres complexes.

from math import *
from cmath import *
def racines(n)
L=1[]
for k in range(1,n)
s =0
for j in range(O,n)
s = s + exp(1j*2xk*j*pi/n)
L.append(s)
return L

Soit @ €]0, 27r[. Déterminer la forme exponentielle de 1 — el?.

Soit 0 €]0, 27[. En utilisant la technique de l’angle moiti¢ (et la formule d’Euler pour
le sinus), on obtient :

- 0 0 0 0 0 0 SO—m
1—elf =¢'2 <e12 —e‘2> = —21isin <§) e'2 = 2sin (5) e' 2

0 6
Or B €]0, 7| donc sin (5) > 0. La forme exponentielle cherchée est donc :

. 0 LO—m
1—e'? =2sin (§> el 2

n—1
km
Déduire de ce qui précéde la valeur du produit H sin (—)
n
k=1

D’aprés la question 1.(a), on a :

k=1

n—1 n—1 . 2km
P()=T1(1-w)= 1 (1—61 : )

et donc, en utilisant la question 2.(a) :

P(1) = lei (2 sin (%”) ei(%ﬂ‘@) _ o (lei sin (%W)) ere (%ﬂ‘%))

Or :

n—1 kr_m n—1 n—1 1 —1

He<” 2>=exp(£2k—l—WZl):exp(l—ﬂx(n )n—ll(n—l)>=1
k=1 =1 2 = 2 2



n—1 k
Par ailleurs, P(1) = n et donc | II sin I =1
k=1 n 2TL—1

(c) Ecrire une fonction python qui prend en entrée un entier n supérieur ou égal a 2 et
qui renvoie la valeur du produit précédent.
Le calcul d'un produit se fait de la méme maniére qu’un calcul de somme.

1 |from math import pi
> |def produit(n)

3 P = 1

" for k in range(1,n)

5 p = p*sin(kx*pi/n)
6 return p

Exercice 9 (C1-C2-C4, oral G2E) Soit (P,,)nen la suite de polynomes de C[X] définie
par Pp =2, Py = X et par P,,,o = X P,,; — P, pour tout n € N.

1. Ecrire une fonction polynome qui prend en entrée un entier n, un nombre réel x, et qui
renvoie la valeur de P, (z).
On peut utiliser une fonction récursive.

1 |def polynome(x,n)

2 if (n == 0):

3 return 2

4 elif (n == 1):

5 return x

6 else :

7 return x*polynome(x,n-1)-polynome(x,n-2)

2. Calculer Py, P3 et P4. Pour tout n € N, déterminer le monéme de plus haut degré du
polynoéme P,,.
OnanzXPl—PozXz—Q, puisP3:XP2—P1:X3—2X2—Xet:

P,=XP;—Py=X*"-2X° - X?— (X?-2)=X*-2X® - 2X? +2

Le mondme de plus haut degré de Py est 2 = 2X°. On utilise ensuite une récurrence a
deux pas. Pour tout n € N*, on considére la proposition P, : « le mondéme de plus haut
degré de P, est X ».

e Initialisation : les propositions P; et P, sont vraies puisque leur monomes de plus
haut degré sont respectivement X et X? d’aprés les calculs précédents.

e Hérédité : soit n € N* tel que les propositions P, et P,.1 soient vraies. Montrons
qu’elles entrainent la proposition P, . Par hypothése de récurrence, on a deg(P,) =
n et deg(P,4+1) = n + 1. Donc deg(X P,11) = n + 2 alors que deg(—P,) = n #
deg(X P,11). D’aprés les propriétés sur le degré, on a donc :

deg(P,12) = max (deg(X P.i1),deg(— Pn)) =max(n+2,n) =n+2

Ainsi, P, est de degré n + 2 et son mondéme de plus haut degré est un monoéme
de X P,y;. Comme le mondéme de plus haut degré de P, est X" (hypothése de
récurrence), celui de P, o est X x X" = X"*2 La proposition P, est donc vraie.

e Conclusion : pour tout n € N*, la proposition P,, est vraie par principe de récurrence
a deux pas.

Finalement :



pour tout n € N*, le monome de plus haut degré de P,, est X"

3. Montrer que :

1 1
Vz e C*, Vn €N, Pn(z+—)zzn+_
4 2n

Soit z € C* (fixé). On utilise une récurrence a deux pas pour établir la propriété annoncée.

1 1
Pour tout n € N, on considére la proposition P, : « P, <z + —) =z"+—».
z z

1 1
e Initialisation : on a z° + < =2=Polz+- (puisque Py est le polynome constant
z z
étal a 2. Donc la proposition Py est vraie. De plus, P; = X donc :

1 1 1
P, (z—l——> :z—l——:zl—i——l
z z z
La proposition P; est donc vraie.

e Hérédité : soit n € N tel que les propositions P,, et P,.1 soient vraies. Montrons
qu’elles entrainent la proposition P, o. En utilisant la relation de récurrence et 1'hy-
pothése de récurrence, on a :

1 1 1 1

P <z—|——) = (z—l——) P, <z+—) - P, <z+—)
z z z z
1

1 1
_Zn+2+_+zn+ 2_Zn__
on n—+ on
Zn+2 1
Zn+2

e Conclusion : pour tout n € N, la proposition P,, est vraie par principe de récurrence

a deux pas.
Finalement :
1 1
VneN, Vz e C*, Pn(z+_>zzn+_
z Zn
4. Soit n € N*. Montrer que pour tout k € [0,n — 1], le nombre oy = 2 cos (21 + kz> est
n n

racine de P,. Ces racines sont-elles deux & deux distinctes 7 Que peut-on en conclure ?

Soient n € N* et £k € [0,n — 1]. D’aprés la formule d’Euler pour le cosinus, on a

ap = ez thy) + e (2nt*%) | En utilisant la question 3. avec le nombre complexe
47

z = ei(2n # 0 et en appliquant ensuite la formule de Moivre, on obtient :
P.(ag) = ei(%ﬂm) + e*i(g““”)
On applique a nouveau la formule d’Euler pour le cosinus :

Pn(ax) = 2cos <g + lmr) = —2sin(km) =0

Autrement dit, oy, est une racine de P,,.
Il reste a veérifier que ces racines sont deux a deux distinctes. Soit (k,¢) € [0,n — 1].



Supposons que ay = «ay et montrons que k = ¢ (par contraposition, on aura que si k # ¢,
alors ay, # ). On remarque que comme k € [0,n — 1], on a :
s s s n—1)r

LR

<o ke <

T
0< —
2n 2n n 2n n

T T
c’est-a-~dire, en posant 0, = — + k— :
2n n

(2n — )7

0<0, <
k 2n

<7 car 2n — 1 < 2n

Pour la méme raison (et avec la méme notation), on a également 6, € [0, 7]. Or la fonc-
tion cosinus est strictement décroissante sur l'intervalle [0, 7] (elle y est donc injective).
L’égalité cos(fy) = cos(f,) entraine donc que 0 = 6, puis k = ¢. Finalement :

‘les racines «, ..., a,_1 sont deux a deux distinctes‘

Soit n € N*. On sait que le polynoéme P,, est unitaire (c’est-a-dire de coefficient dominant
égal a 1) et de degré n. Par ailleurs, les nombres aq, ..., a,_1 sont n racines distinctes
deux & deux de ce polynome. Or P, est de degré n donc il admet au plus n racines
distinctes. Par conséquent, «y, ..., a,_1 sont les racines de P,. On peut donc factoriser
P,, de la fagon suivante :

Pn = (X — Oék)

k=0

Exercice 10 (C4) On considére ’équation différentielle du second degré :
vt € R, ty"(t) — 2y (t) + 4y(t) = 4t* + 12t — 6.

Déterminer un polynéme P solution de cette équation.

On commence par déterminer le degré n d’un tel polynome P. On a n > 4 car deg(XP" —
2P +4P) = 4.

On a alors deg(4P) = n, deg(—2P") =n — 1 et deg(XP") =n — 1 donc

deg(XP" — 2P' + 4P) = max(deg(4P), deg(—2P"), deg(X P")) =n

car le terme d’ordre n de 4P ne peut pas étre compensé par les termes de X P” — 2P, qui sont
de degré maximal n — 1.

Or XP" — 2P + 4P = 4X* 4 12X — 6 donc [n = 4.

4
On a donc P = " a;, X*. Si on note Q = X P” — 2P’ + 4P, on obtient aprés calculs :
k=0

Q = (4ag — 2a;) + (da; — 2a2) X + (day) X2 + (das + day) X> + das X*

d’otu le systéme suivant :

4&0 — 2@1 = —6 apg = 0

4(11 — 2a2 = 12 ay = 3
4day = 0 <~ as = 0

das +4ay, = 0 az = —1
4@4 = 4 ay, = 1

donc |P = X*— X3 +3X|

10



