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Fiche de révision 4 - Correction
Nombres complexes, trigonométrie et polynoémes

1 Compétences et notions & maitriser

> C1 : Utiliser les écritures algébrique et exponentielle d’'un nombre complexe

> C2 : Déterminer le module et 'argument d’un nombre complexe, utiliser les propriétés associées

> C3 : Utiliser les formules d’Euler, la formule de Moivre, caractérisation des nombres réels et des imagi-
naires purs a ’aide de la conjugaison

> C4 : Utiliser la technique de I'angle moitié

> C5 : Utiliser I'inégalité triangulaire

> C6 : Linéariser une fonction

> C7 : Résoudre des (in)équations trigonométriques, réduction de acos(z) + bsin(x) en Rcos(z + ¢)

> C8 : Factoriser un polynoéme dans C[X], déterminer les racines d’un polynéme et et leur multiplicité

> C9 : Déterminer le degré d’un polynoéme et les propriétés liées

2 Correction des exercices

Exercice 1 (C1-C2-C3-C4) (3 Mettre sous forme exponentielle les nombres complexes z suivants. On dis-
cutera suivant les valeurs des nombres réels « et 8 dans les questions 10. et 12.
Quelques commentaires pour commencer.
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e Pour chacun des nombres complexes, on factorise par le module et on fait ainsi apparaitre un
nombre complexe de module 1. Il faut alors reconnaitre un argument associé. Rappelons qu’il n’y
a pas unicité de 'argument (c¢f. modulo 27).

e Pour les nombres complexes de la forme e'? +e
donc les formules d’Euler).

=t 9/, on utilise la technique de I’angle moitié (et

1. 2=7
z="Tell

2. z:—3'
z=3e'™

3. z2=31 _
z2=23e'2

4. z2=-1+1V3
;::2ei2‘77r

5. z=2-2i
zz2ﬂe4§

6. z=—4i
z:4efi%

7.2=1—el%
.
On factorise par e' 8 et on utilise la technique de I'angle moitié¢ (et au passage la formule d’Euler pour
le sinus) pour obtenir :

7,'1 _7;1 iﬂ R s il . Vs _igl . _il
2268(6 8 —e 8):—21sm(§)e 8228111(*)6 8 car —i=e 2



8. z=elT +els -
En factorisant par e'4 et en utilisant encore la technique de ’ange moitié, on obtient :
T\ ;T
z = 2cos (—) e'
12
————

>0

9. z=el® 41
Soit a € R. Alors :
: 0 ay ;e
z=e'%4¢e! :~~~:2cos(§) e'?2

On distingue trois cas.
e Premier cas : « =7 mod 27.
Dans ce cas, z = 0 et donc z n’admet pas de forme exponentielle.
e Deuxiéme cas : a € U |—7 + 4k, m + 4dk7].
kEZ

Ici, cos (%) > 0 et donc la forme exponentielle de z est z = 2 cos (%) el
e Troisiéme cas : a € U |m + 4km, 3w + Akn.
kEZ
Dans ce dernier cas, cos (%) < 0. La forme exponentielle de z est donc z = —2 cos (%) e! (m+3) en

utilisant le fait que e!™ = —1 et car —2cos (%) > 0.
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crs 5 q L . . [e%
Pour trouver les différents cas a traiter, on résout 'inéquation cos (—) > 0.

10. z=el® —elh
Soit (v, ) € R?. Alors (formule d’Euler du sinus) :

.ot — . atB4T —
z:2iel2sin(046>:2el 2 sin(a ﬂ)

2 2

On distingue trois cas.
e Premier cas : « = mod 27.
Alors z = 0 et donc z n’admet pas de forme exponentielle.
o Deuxiéme cas : a—f € U |4km, 27 + 4km].
kEZ

_ _ a+pB+m
Ici, sin (0425) > 0 et donc la forme exponentielle de z est z = 2sin (0625> e 2
e Troisiéme cas : a € U 127 + 4km, 47w + 4kn|.
kEZ

: . [a—=p . . (o= atbisT
Dans ce dernier cas, sin —5 < 0. La forme exponentielle de z est donc z = —2sin 5 e 2

11. z = \/ 242 +i \/ 2 — /2 en élevant préalablement le nombre complexe au carré
Onaz2 = 2y3(1+1) = 4e' 1 et done (Z - Qei§> (z+2ei§) —0ectdoncz=2¢'8 ouz=—2¢'%.

.
Mais Re(z) > 0, on peut conclure que z = 2e'8.



12. z = o1 ou ici (o, B) €]0, 2% }07 g [ en justifiant d’abord que ce nombre complexe est bien défini
Soit («, B) €]0,27[x }0, g [ Alors ie'f +1 = ¢! (#+3) 1 1. Le nombre complexe z existe donc si et
seulement si 8 + g # 7 mod 27 c’est-a-dire si et seulement si § # g mod 27 ce qui est vrai puisque
RS }O, il [

2
On a de plus (formule d’Euler) :

(a4 (B.m
eia—1:2sin(%) el(%) et ie'? +1=2cos (ﬁ—i—ﬂ) e <2+4)

2 4
sin (£ i(25841 sin (£
et donc z = ¢ el< 2 4>. 11 reste & déterminer le signe de ¢ Ona< €10, 7|
cos (g + %) cos (g + %)

donc sin (%) > 0. De plus g + % € ]O, g[ donc cos (§ + Z) > 0. Finalement, % >0 et

sin(5) (%5749 |

donc la forme exponentielle de z est | z = ———=+——
cos (g + %)

Exercice 2 (C2) 1. Pour tout entier naturel n, déterminer le module et un argument du nombre

complexe z = (1 — 1\/§)n

. T . nm
Soit n € N. Alors 1 —iv/3 =2e7'3. La formule de Moivre nous donne z = 2" e ' 3 . Cette écriture est
la forme exponentielle de 2™ car 2" > 0 donc :

|z| = 2" et arg(z) = —% mod 27
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On peut aussi calculer un argument et le module de z sans chercher sa forme exponentielle.

2. Déterminer les valeurs de n pour lesquelles z est un nombre réel.

On a:

z€R < arg(z) =0 modw<:>—n—;:0 mod 7 <= n=0 mod 3

Autrement dit :

‘z est un nombre réel si et seulement si n est un multiple de 3




Exercice 3 (C3-C7) Résoudre dans C les équations suivantes (d’inconnue z) :

1. 22=1-+/3i

On commence par déterminer la forme exponentielle de a = 1 — v/3i. On remarque que

donc |a| = 2 et arg(a) = —% + 2k7, k € Z.
On pose 7 > 0 et # € R tel que z = re*?. On obtient :

2 2 2i60

, 2 _ _
zf=a < rce 26_”/3<:>{T 2 <:>{r V2carr >0

20=—% +2km, keZ 0=—%+km, kel

Ainsi, on a deux solutions : | z = + v/2e~ /6 |,

2. 22 =1+i
On commence par déterminer la forme exponentielle de ¢ = 1 + i. On remarque que

— V2 (‘[ L V2 ) V24
donc |a| = V2 et arg(a) = T + 2k, k € Z.
On pose 7 > 0 et 0 € R tel que z = 7¢*?. On obtient :

2
2 _ 2 2i0 in/4 r? =42 r=+v2carr >0
22 =a < r?e® = /2 @{20:14_%7771{;62 <:>{9=g+kﬂ,k€Z

Ainsi, on a deux solutions : | z = £ 4/ V2eim/8 |,

Exercice 4 (C3) 1. Soit z un nombre complexe de module 1. Exprimer Z en fonction de z.
1
Soit z € C tel que |z| = 1. Alors |2]? = 1, c’est-a-dire 2Z = 1. Par conséquent, |z = ~ |.
z

2. Soient a, b et ¢ trois nombres complexes de module 1 tels que ac # —1. Montrer que le nombre complexe

—-b)(1 b
= w est un imaginaire pur.

b(1 4+ ac)
Soit (a,b,c) € C? tel que |a| = |b] = |c| = 1 et ac # —1. Le nombre complexe z est alors bien défini (car
on a aussi b # 0) et il suffit de vérifier que Z = —z pour montrer que z € iR. En utilisant les propriétés

(multiplicatives et additives) de la conjugaison, il vient :

ZZ((C—b)(l—HLb)):(c—b)(1+ab) @—B)(1+a
b(1+ ac) b(1 + ac) b(1+ac)

b)

1 -
—, b=

1
t ¢ = —. En remplacant et en multipliant par abc au
a c
numérateur et au dénominateur, on obtient :

G'M—l

Or a, b et ¢ sont de module 1 donc a =

co o)) (ra) St (oot | (eobebtl)
- la+d) o el blac+1) 0 blact+1)

abe

Finalement, ‘ z est un nombre complexe imaginaire pur ‘




= 1
Exercice 5 (C1-C2-C3-C7) On note j le nombre complexe -3 +i ?

1. Déterminer la forme exponentielle de j.
.27
Onaj=e'3.

2. Calculer j% et j> +j + 1.
En utilisant la formule de Moivre, il vient j> = e'?™ =1 et :

Am . 2m 1 1
PtHijtl=c's e'3 +1:—f—i§—§+i§+1:0
3. Vérifier que pour tout nombre complexe z, on a I'égalité :
(z+ 1)z +i)(z +5°) = A1+ 2)1+j2)(1 +%2)

On peut tout a fait développer les deux expressions pour constater qu’on obtient la méme chose.
On peut aussi remarquer que :

1 1
VzeC,  (1+j2)1+i%) =] (j+2>j2 <.2+Z>
]

1 1
Or on sait que j* = 1 donc — = j* et - =J. Ainsi :
J J
(L+j2) 1 +7%2) = (% +2)( + 2)

et finalement :

[+ DE+)E+P) = 1+ +j2) (1 +7%2) |

. .2
4. Montrer que la matrice M = G il) € M5(C) est inversible et déterminer son inverse.
On a:
i5
det(A) = ‘j 1 =-j-P=-j-1=-#0

1 /-1 —3? 1
donc la matrice M est inversible d’inverse M~ = -3 ( Jl jJ ) Or 5 =j donc :
N7 J
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X 43

X x
Soit [ Y | € M31(C). On résout I'équation M |y | = | Y | d’inconnue |y | € M31(C) :

Z z VA z
x X r + vy + z = X I
Mlyl=|Y]| =<z + jy + j?2 = Y L
z A r + Py + jz = Z Ls

x + Yy + z = X Ly
= G—-1)y + (>-1Dz = —X+Y Lo+ Ly—14

G-DG+Dy + (G-1= —X+7 Lg«Ls—1,

On peut faire 'opération élémentaire Lz < Ly — (j + 1) Le. On a :

G-D-G+DFE-H=0G-DEA-G+1))=G-D@-j)=---=3]
donc :
43 X z + Y + z = X Iy
Mly|=|Y| < G-y + (FF-1)z = -X+Y Lo
z 7z 3jz = jX—(j+1)Y+Z Lg<+Ls—(j+1)Ly

1
En utilisant le fait que j + 1 = —j% et que = = j2, on obtient :
J

x X T = X
Mlyl=[Y]| = G-y + (>?°-1)z = -X+Y
z 4 2 = X+iv+§z

o n\"
Exercice 6 (C1-C3) Soit # € R. On veut montrer que la série Z (§> cos(n#) est convergente et
n=0

n k
calculer sa somme. Pour tout entier naturel n, on pose S,, = Z (§> cos(k0).
k=0

n ig k
1. Justifier que pour tout n € N, on a S,, = Re(T,) ou T,, = Z (e_) .

2
k=0
Soit n € N. Par linéarité de la partie réelle (¢f. commentaire), on a :

vk € [0,n], (;)kcodkﬁ): (;)kRe(e”ﬁ):]%3<<;>keiw> car (;)keIR

puis (par linéarité de la partie réelle encore) :

(5 (3) ) (5 (5))

d’apreés la formule de Moivre.

2. (a) Démontrer que :
12— 0

2—ei? 5 —4cos(f)

On a:

I 2—e 10 _2—e7H
2—eif  (2—eif)(2—e~1¢) 5 —4cos(h)




(b) Pour tout n € N, en déduire la valeur de T,, puis établir que :

1 cos((n+1)0)  cos(nd)
n=—"7-7-—-1(4-2 0) —
5 5 —4cos(6) < cos(6) 2n—1 T
i0
Soit n € N. Comme T, est la somme des termes d’une suite géométrique de raison 5 # 1 (le module

valant 1/2) on a (en utilisant la formule de Moivre) :

i(n+1)0 1 i(n+1)0 1
T,=(1-¢ —(2-°¢ :
2n+1 1_c¢ 0 on 2—619

En développant, on obtient :

i
2

Ty

1 i(n+1)0 in6
I S RPN
5 —4cos(6) 2n—1 2n

dont la partie réelle vaut :

Sn

B 1 cos((n+1)0)  cos(nd)
~ 5—4cos(f) (4 ~ 2c0s(0) - 2n—1 T >

3. Conclure quant & la convergence de la série et & la valeur de sa somme.
En utilisant le théoréme des gendarmes (on encadre chacun des cosinus entre —1 et 1), on montre que :

cos((n +1)0) cos(nf)

N T R S T
4 -2 0
Par somme, la suite (S,,)nen est donc convergente de limite 54COS£0;' Autrement dit :
—4cos

" =X /1\" 4 —2cos(h)
la série 7;) (2) cos(nf) est convergente de somme Z (2) cos(nf) = 5= 4cos(d)

n=0

’_( COMMENTAIRE J

e On peut tout a fait démontrer la convergence de la série en observant que :

1\" 1\"
— < (=
Vn € N, ‘(2> cos(n@)‘ < (2>

n
On sait que la série géométrique Z <;> est convergente puisque % €] —1,1[. On utilise ensuite
n=0
le critére de convergence des séries & termes positifs et le fait qu’'une série absolument convergente
est convergente. Ceci serait ici une perte de temps car il est demandé de calculer la somme de la
série. Il est donc préférable de calculer directement les sommes partielles de la série pour conclure
quant a la convergence de la série et a la valeur de la somme.
e La partie réelle (la partie imaginaire aussi) sont des applications R-linéaires, ce qui signifie que :

Y(z,w) € C?, V(\, ) € , Re(Az + pw) = ARe(z) + pRe(w)

1
C’est faux si on prend des scalaires complexes. Du coup, le fait que la puissance de 5 soit réelle est

ici essentielle.




Exercice 7 (C3-C7) 1. Soit (a,b) € C2. Montrer que :
la+b|* = |a|* + |b]* + 2 Re(ab)
Soit (a,b) € C2. Alors :
la+b2=(a+b)(a+b) = (a+b)(@+Db) =aa+ab+ab+bb=|a]®>+ ab+ ab+ |b]>?

Or on sait que pour tout w € C, on a w + w = 2 Re(w) donc ab + ab =2 Re(ab). Finalement :

V(a,b) € C?, la+b*> = |a|® + |b]* + 2 Re(ab)

2. Soit a € C tel que |a| < 1. Démontrer I’équivalence :

vzeC\{i},

1
Soit z € C\ {} La fonction carrée est strictement croissante sur R4 donc :
a

zZ—a
1—az

<1l <= |z|<1

_ o 2 2
Shm S PR <1<:>¥<1<:>\27a|2<|1762\2
1—az l1-a |1 —az|?
car |1 —az|? > 0. En utilisant la question 1. et le fait que [@| = |al, il vient :
z—a

<1 < |2|*> - 2Re(za) + |a]* < 1 — 2Re(az) + |az|?

1—-az
= |2 +a® <1+ [a]?|2”
= (1—la)|z|* <1—]af?
= [2]*<1
—= |z| <1

car 1—|a|? > 0 (puisque |a| < 1) puis par stricte croissance de la fonction racine carré sur R, . Finalement :
1

Vz € C\ = (>
a

Exercice 8 (C3-C8) (3 1. Résoudre dans R I’équation :

zZ—a
1—az

<1l <= |z|<1

1625 — 2023 + 52 =0
Soit xz € R. Alors :
162° — 202° + 50 =0 <= 2(162* —202° +5) =0 <= 2 =0 ou 162* —202%> +5 =0
En posant X = 22, on a :

5—+5 545
8 8
5-5 5+/5
——ouzr =%t ——
2/2 2v/2

car les deux valeurs obtenues pour X sont positives. Donc I’ensemble des solutions de 1’équation est :

3:{0 VE+vE V5VE V-5 _\/5—¢5}

162 — 2022 +5=0 < 16X?>-20X +5=0 <— X =

<< r=1=

22 22 T 22 22




2. Résoudre dans R ’équation sin(5z) = 0.
Soit x € R. Alors :

sin(bz) =0 <= 5x =0 modm <= =0 modg

k
L’ensemble des solutions est donc {;

T
Zy=—-7|
vez}-1

3. Soit x € R.

(a) En utilisant la formule du binéme de Newton, montrer que :

Im (e'?") = 5 cos(z)" sin(z) — 10 cos(z)? sin(z)? + sin(z)®

D’aprés les formules de Moivre et du bindéme de Newton, on a :

eiSz — (eiaz)s
= (cos(z) +1i sin(ac))5

= cos(z)® + 5i cos(x)* sin(z) — 10 cos(z)?

sin(x)? — 101 cos(z)? sin(x)® 4 5 cos(x) sin(x)* + 1 sin(z)®

ce qui donne bien, en prenant la partie imaginaire :

Im (e'%*) = 5cos(z)* sin(z) — 10 cos(z)? sin(z)? + sin(z)®

(b) Exprimer sin(5z) comme combinaison linéaire de puissances de sin(x).
On sait que Im (e'®*) = sin(5z). De plus, cos(z)? = 1 — sin(z)? donc :

sin(5z) = 5(1 — sin(z)?)?sin(z) — 10(1 — sin(x)?) sin(x)?® + sin(z)°
=5(1 — 2sin(z)? + sin(z)*) sin(z) — 10sin(z)® + 10sin(z)® + sin(z)®

d’ou :

‘Sin(5x) = 5sin(z) — 20sin(z)® + 16sin(z)°

4. En déduire la valeur de sin (%)
Posons = = g et X = sin (g) Alors sin(bz) = sin(m) = 0. D’aprés la question 3.(b), on a alors

16X° —20X3 + 5X = 0. Autrement dit, X est solution de I’équation de la question 1. ce qui implique

que :
welo Vorvs V5ivh V-V VB
) 2\/§ ) 2\/§ ) 2\/5 ) 2\/5

5 5
i > —. Par élimination, il reste

2v/2 2

1
Comme%E}O,g[,onaO<X<§.Deplus,5+\/5>2donc

donc :

_/m\ _ VE—5b
Xzsm<g):%

Exercice 9 (C7) Résoudre dans R les équations et inéquations suivantes.

On note S chacun des ensembles de solutions.
V2

1. sin(z) = 5

T
On trouve S = {4 + 2km 1

kGZ}U{?ﬂT+2lm

kGZ}.



2. cos(z) = ?
T T
On trouve S = {—6+2k7r kEZ}U{6+2k7T kEZ}.
1
3. cos(ac+7r):§
Soit z € R. Alors :
T 1 ™ s T T
cos(m+§)—§<:>x+§—§ mod27roux+§——§ mod 27
2
<— =0 m0d27r0ux:—?ﬂ- mod 27

L’ensemble des solutions est donc S = 27Z U {2; + 2km

kGZ}.

4. —cos(3t) + v/3sin(3t) =
Soit t € R. On a :

— cos(3t) + V3sin(3t) = 2 (-é cos(3t) + ? sin(3t)> s (cos (2;) cos(3t) + sin (2;) sin(3t)>

o
= 2cos (3t — —
COS( 3 >

2 1
— cos(3t) + V3sin(3t) =1 <= cos (St — W) =3

Donc :

3
2 2
@St—gzg m0d27rou3t—?ﬂ-:—§ mod 27
2 2
<:>t:§ mod%out:g od%
2k 2km
L’ensemble de solutions est donc & = {g 37T ke Z} {g + N ke Z}

1
5. cos(z) = 3

Soit € R. Alors :
1

cos(z) > @akez,xe[lmmfmm]

3 3

2
Donc § = U [—E + 2km, — + Qkﬂ

kEZ 3
6. sin(z) > ?
On trouve S = U { + 2k7r 5 —|— Qkﬂ]
kEZ
2
7. sin(2t) < g
On trouve S = U { + km, — 9 + kﬂ]
keZ

10



8. cos(26) + sin(26) >
Soit 6 € R. Alors :

cos(26) + sin(260) = v/2 (? cos(20) + g sin(20)>
=2 (005(29) cos (4) + sin(26) sin <Z>)

2 cos (29 — Z)

Donc :
3 3
cos(20) + sin(20) > \/> <= cos (29 - E) > [
2 4
<— dkeZ, 2 % }—7+2k7r —|—2k;7r{
T
<— dkeZ, 296}12 2k, D) +2k7{
— dkeZ, 0c —+k 5—+k
’ 94 T gy TET
L’ensemble des solutions est donc S = U ] + km, — —|— k’ﬂ'|:
keZ
9. tan(z) < 1
On trouve § = U <] =+ 2k7r + 2k7T|: } —3 + 2km, — —|— 2km D
kEZ
T
. - = —
10. tan (CE—l— 4) 1
T ™ s 5%
On trouve § = <[2+2k7r,4+2k7r[u}4+2k7r,4+2k7rD.
keZ
11. cos(z) + sin(x) = ?
T 5
On trouve S =< — +2kn |k €Z U — +2kn|keZ;.
12 12
2
12. cos(z)? — sin(2z) =0
Soit x € R. Alors :
5 sin(2z) 9 . .
cos(x)” — g = 0 <= cos(z)” —sin(z) cos(x) =0 <= cos(z)(cos(x) — sin(x)) =0

<= cos(z) =0 ou cos (m—i— %) =0

On trouve S = {Z—i—gk‘keZ}.

COMMENTAIRE J

Il est fortement conseillé de s’aider d’un cercle trigonométrique pour trouver les lieux des points solutions. ]

11



Exercice 10 (C6) (9 Les trois questions sont indépendantes.

1. Linéariser les expressions suivantes :

(a) sin(t)?
it —it
Soit ¢t € R. D’aprés la formule d’Euler pour le sinus, sin(t) = %. D’aprés la formule du
i
binome de Newton et la formule de Moivre, on a :

(eit _e—it)4 B eldt _ foi2t 4 g fe—i2t 4 o—idt
16 B 16
(ei4t+e—i4t)_4(ei2t+e—i2t)+6
16

sin(t)* =

Puis, en appliquant a nouveau la formule d’Euler (pour le cosinus cette fois) :

a4 cos(4t)  cos(2t) 3
sin(t)® = 3 5 T 3

(b) cos(2t) sin(3t)
Soit ¢ € R. Le principe est toujours le méme (formules d’Euler et parfois le bindme de Newton) :

(ei2t +e—i2t) (eiSt _e—iSt)

cos(2t) sin(3t) = 1
(e - e7i5) 4 (eit — e ~it)
B 4i
_ sin(5t)  sin(t)
T2 T
(c) cos(2t)cos(t)?
Soit ¢t € R. On trouve : (21) 4 1
t cos(4t
) o _ CO8 1
cos(2t) cos(t) 5 + 1 + 1
(d) cos(t)®
Soit ¢ € R. On trouve :
cos(t)? = 5 cos(t) n 5 cos(3t) n cos(5t)

8 16 16

2. Déterminer une primitive de o — cos(x)°.

Soit # € R. On commence par linéariser cos(x)% et on trouve :

15 3 1 5
cos(z)® = 3 cos(2x) + T: cos(4x) + 2 cos(6x) + T

Une primitive de 2 — cos(x)% sur R est donc :

15 . 3 . 1. Sz
T e sin(2x) + o1 sin(4x) + 196 sin(6x) + 6
3. Calculer 'intégrale I = / sin(t) cos(3t) dt.
0

Soit t € R. On commence par linéariser sin(t) cos(3t) et on obtient :

sin(4t)  sin(2t)

sin(t) cos(3t) =

Par conséquent :

I— ~ cos(4t) N cos(2t)
8 1,
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