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Fiche de révision 5 - Correction
Equations différentielles

1 Compétences et notions & maitriser

>

>

C1 : Connaitre le schéma de résolution d’une équation différentielle linéaire du premier ou du second
ordre (résoudre I’équation homogeéne associée puis trouver une solution particuliére)

C2 : Résoudre une équation différentielle linéaire du premier ordre a coefficients non constants (la méthode
de la variation de la constante permet de trouver une solution particuliére)

C3 : Résoudre une équation différentielle linéaire du second ordre avec un second membre de la forme
P(x)e®® ou cos(ax) (ou sin(azx))
C4 : Utiliser le principe de superposition

Cb : Savoir programmer la méthode d’Euler en langage python pour obtenir une approximation de la
solution d’un probléme de Cauchy

2 Correction des exercices

Exercice 1 (C1-C2) Résoudre les équations différentielles suivantes.

On note (E) chacune des équations différentielles et Sg 'ensemble de solutions associé.

,—[ COMMENTAIRE J

La

meéme linéaire du premier ou du second ordre bien sir). Le point délicat est la recherche d’une solution
particuliére. On peut selon les cas :

méthode de résolution d’une équation différentielle est toujours la méme (pourvu qu’elle soit quand

— trouver une solution évidente
— pour le premier ordre, faire varier la constante ou utiliser I'indication de I’énoncé
— pour le second ordre, utiliser 'indication de I’énoncé

1.

y' +y=x+1 avec y(0) = 1 avec une solution particuliére polynémiale de degré 1
On note (C) ce probléme de Cauchy.
L’équation différentielle (E) est linéaire du premier ordre. L’ensemble des solutions de I’équation homo-

géney' +y =0est z+— Ce | C € R ;. On remarque qu'une solution particuliére de (F) est x — .

D’aprés le théoréme fondamental, on peut conclure que :

SE{$F—>$+CGI

CGR}

On sait que le probléme de Cauchy (C) admet une unique solution. Soient C € Ret y: x — x+ Ce~*.
On résout :
y0)=1 <= C=1

Donc :

€T

la solution du probléme de Cauchy (C) est la fonction . — =z + e~




2. 3y — 2y = e2® avec une solution particuliére de la forme z — aze®®, a € R

L’équation différentielle (E) est linéaire du premier ordre. L’ensemble des solutions de 1’équation homo-
géne y' — 2y = 0 est :

{m — Ce?”

CER}

On cherche une solution particuliére de (F) sous la forme y : z — axe?” oit a € R (comme suggéré
dans 'énoncé). La fonction y est dérivable sur R et :

Vo e R, y(2) = a2z +1)e?

et donc :
y est solution de (E) <= Vr € R, y/(z) — 2y(x) = e**
— Vz R, a2z +1)e* —2aze?” =e**
— VzeR, ae?® =e2*
— a=1 (car pour tout = € R, e # 0)

Une solution particuliére de (E) est donc 2 — z e 2. D’aprés le théoréme fondamental, on peut conclure
que :

Sg = {xer%—i—C’e%

CER}

3. ¥ +y =t?+t+ 1 avec une solution particuliére polynémiale de degré 2
L’équation différentielle (E) est linéaire du premier ordre. L’ensemble des solutions de I’équation homo-

geéne iy +y =0 est {t%C’et CeR}.

On cherche une solution particuliére de (F) sous la forme y : t — at? + bt + ¢ ou (a,b,c) € R3. La
fonction y est dérivable sur R et :
vVt e R, y'(t) =2at +b

Donc :
y est solution de (F) <= VteR, y'(t) +y(t) =t*+t+1

— VteR, 2at+b+at> +bt+c=t>+t+1
= WVeR, at? + (2a+b)t+ (b+c)=t>+t+1

a=1
— 20 +b=1
b+c=1

par unicité des coordonnées du polynéme X2 + X + 1 dans la base canonique de Ry[X] et donc :

a=1
y est solution de (F) < b=-1
c=2

Donc une solution particuliére de (E) est t — t2 — ¢ + 2. D’aprés le théoréme fondamental, I’'ensemble
des solutions de (F) est :

SE:{tn—>t2—t+2+Ce_t CER}




t—1
4.y — ——y =e’ sur |0, +o00]

L’équation différentielle (E) est linéaire du premier ordre. L’équation homogéne associée est :

t—1

1
y’_Ty:O ou encore y'—(l—t>y—0

1
Une primitive de la fonction ¢ — — (1 - t) sur R est la fonction ¢t — —(t — In(¢)). On en déduit

que ’ensemble des solutions de I’équation homogéne est :

{t — Cet—ln(t)

et

CGR}

On cherche une solution particuliére de (F) en utilisant la méthode de la variation de la constante. Soit

e
C une fonction dérivable sur R* et y:t — C (t)? La fonction y est dérivable sur R} comme produit

et quotient de fonctions qui le sont et :

t t t_ At t t—1 t
VtER:,  y(t) = c’(t)e7 + C(t)% - C'(t)% + C’(t)%
donc :
. . t—1 .
y est solution de (E) <= Vt e RY, y/(t) — Ty(t) =e
t t t
N (t—1e" t-—-1 et
¢:>W€R%(j@t C(t) e ; xC@)t_e
t
= VteR?, C”(t)e? = et
— VteRi, C'(t)=t (car e’ # 0)

2 t
e
Par exemple C' : t — 5 et donc une solution particuliére de (F) est t — 5 D’apres le théoreme

fondamental, on a :

tet el
Sp=1trs S 4o
L { > TOT

CGR}

.y’—i-y:#
1+et

L’équation différentielle (E) est linéaire du premier ordre. L’ensemble des solutions de I’équation homo-

géne y' +y = 0 est {tMCe_t

C e R}. Recherchons une solution particuliére de (E) en utilisant la

méthode de la variation de la constante. On considére une fonction de la forme y : t — C'(t) e ~* on C
est dérivable sur R. Par produit, y est dérivable sur R et :

vt € R, y(t)=C'(t)e " —C(t)e "

donc :
1
y est solution de (E) <= Vt e R, y'(t) +y(t) = oot
1
’ —t ¢ —t
— VteR, C'(t)e " =Ct)e "+ C(t)e " = ot
t
€ —t
< VteR, C’(t):1+et care " #0

Par exemple C : t — In(1 + e’). Une solution particuliére de (F) est donc ¢t — In(1 + e’)e .
Finalement, d’apreés le théoréme fondamental :

Sg = {tn—) In(l+e’)e " +Ce™?

CER}




1+ In(t
6. tln(t)y —y = _Ll+hn@®)

L’équation différentielle (E) est linéaire du premier ordre et est équivalente sur |1, +oo[ & :

sur |1, +oo|

, 1 1+ In(¢)

- = — tin(t 0
Vo mmY T e rth®#
1
Une primitive de la fonction ¢ — “Tm sur |1, +oo[ est t — — In(In(¢)) donc 'ensemble des solutions
n

de léquation homogene sur |1, +o00[ est :
{t — Ce!n(n®) ‘ Ce R} = {t+— Clh(t)|C € R}

On cherche une solution particuliére de (F) en utilisant la méthode de la variation de la constante. Soit
y : t — C(t)In(t) o C est une fonction dérivable sur |1, +oo[. La fonction y est dérivable sur |1, +oo|
comme produit de fonctions qui le sont et :

Yt €]1, +o00], y'(t) = C'(t) In(t) + @
donc :
y est solution de (F) <= Vt €]1,+00], tIn(t)y'(t) — y(t) = _%n(t)
= Vt €1, +00], tIn(t)2C(t) + In(t)C(t) — C(t) In(t) = J%ln(’f)
yon L+In(t
<~ Vt€|l,+cxf, C'(t) = im0

1
Par exemple, C' : t — et donc y : t — e D’aprés le théoréme fondamental, ’ensemble des

b
t1n(t)
solutions de (FE) est donc :

1
SE:{t»—>Cln(t)+t’CeR}




7. zy + (z— 1)y =23 sur Ry
L’équation différentielle (E) est linéaire du premier ordre et est équivalente sur RY a :

y'+<1i>ya¢2 (car  # 0)

1
Une primitive de la fonction  —— 1 — — sur RY est © +—— x — In(z). L’ensemble des solutions de

1
I’équation homogene 3’ + (1 — ) y = 0 est donc :
x

{x — Ce ~*tn(@)

CER} = {x%}C’zez

CGR}

Cherchons une solution particuliére de (E) en utilisant la méthode de la variation de la constante. Soit
y:x v+ C(x)re ™ ou C est une fonction dérivable sur R’ . La fonction y est dérivable sur R* comme
produit de fonctions qui le sont et :

Vo e RY, y'(z) =C'(x)ze " +C(x)le ™ —xe ™) =C'(x)ze * —Cx)(z—1)e "
donc :

y est solution de (E) <= Vr € RY, 2y/(2) + (z — Vy(z) = 2°
— VreR*, O'(z)z?e ™ —C(x)z(zx — 1) e+ C(x)zx(x —1)e* =23
< VzeR}, C'(z) =ze” en divisant par x%e " # 0

La primitive C' de C" qui s’annule en 0 est définie par :
xr
Vo € RY, C(m):/ te'dt
0
Soit x € R* et posons :

et :
u'(t) =1 v(t) = e’

Les fonctions u et v sont de classe C! sur le segment [0, x] donc on peut intégrer par parties sur ce segment
et on a:

C(z) = {tet}z—/o eldt=xe” —e®+1

Ainsi, une solution particuliére de (E) est z — 2% — x +xe~%. D’aprés le théoréme fondamental, on
peut conclure que :

CER}

Sg = {xHxQ—x—l—xe_”—i—Cxe_”




8. f'—f =e "+ cos(z)e . Pour traiter le second membre cos(xz)e ", on peut trouver une solution
particuliére de la forme x — (A cos(x) + Bsin(x))e % ou (A, B) € R2.
L’équation différentielle (E) est linéaire du premier ordre. L’ensemble des solutions de 1’équation homo-

géney —y=0est oz +— Ce” C’ER}.

—x

On remarque qu’une solution particuliére de 1’équation différentielle v —y = e =% est © —— —

Recherchons maintenant une solution particuliére de ¢y’ — y = cos(xz) e~ (notée (E’)) sous la forme :
y:x+—> (Acos(z) + Bsin(x))e ™ oil (A, B) € R?
La fonction y est dérivable sur R et :

Vo € R, y'(z) = (—Asin(z) + Bcos(z))e ® — (Acos(z) + Bsin(x))e ™ *
= ((B— A)cos(z) + (—A — B)sin(z)) e "

donc (on utilise le fait que e =@ # 0 pour tout x € R) :

y est solution de (E') <= Vz € R, y/'(z) — y(z) = cos(z)e "
<« Vx € R, (B— A)cos(z) + (—A — B)sin(x) — Acos(x) — Bsin(z) = cos(x)
<— Ve eR, (B—2A—-1)cos(x)+ (—A—2B)sin(x) =0 (1)
e B-24-1=0ect —A—2B=0 2)

21) = (20) est claire tandis que (20) = (21) s’obtient en choisissant (par

—~

En effet, 'implication
. Ensuite :

B-24=1 _ [ B=3
—-A—-2B=0 A:—%
2cos(z)  sin(x)
) + )

exemple) x =0 et x =

o3

Une solution particuliere de (E’) est donc z — ( e~ 7. D’aprés le principe de

. 9 .
superposition, une solution de (E) est donc = +—— —62 + (— COSS(x) + sm5(x)) e ~". Finalement,

d’aprés le théoréeme fondamental :

Sp— {x'_>_e; N (_QCos(m) N sm5(;v)> 6T | (ot

CER}




Exercice 2 (C1-C2) Résoudre dans R les équation différentielles suivantes.
On note (E) chacune des équations différentielles et Sg 'ensemble des solutions associé.
1.y — 4y’ + 3y = 22 e®. Solution particuliére y : * — x(ax?® + bx + ¢)e® ou (a,b,c) € R?
L’équation différentielle (E) est linéaire du second ordre. I’équation homogene y”" — 4y’ 4+ 3y = 0 admet
pour équation caractéristique x? — 4z 4+ 3 = 0 dont les racines sont 1 et 3. On en déduit que I’ensemble
des solutions de I’équation homogéne est :

{x — Ae® + Be?®

(A,B) € R2}

On cherche une solution particuliére de (E) sous la forme :
y:x— z(az® +bxr +c)e” ot (A, B) € R?
La fonction y est deux fois dérivable sur R et, pour tout z € R, on a :
v (z) = (az® + (3a + b)z? + (2b+ )z +c)e”
et :
y"(z) = (az® + (6a + b)z* + (6a + 4b+ c)z + 2b + 2c) e”

et donc (puisque pour tout z € R, e® # 0 et par unicité des coordonnées du polynome X? dans la base
canonique de Ry[X] & la quatriéme équivalence) :

y est solution de (E) <= Vz € R, y"(x) — 4y (z) + 3y(z) = 2% e”
= Vx € R, az® + (6a + b)2* + (6a + 4b + c)x + 2b + 2¢ — 4ax® — (12a + 4b)z>
— (8b + 4c)x — 4c + 3ax® + 3bx? + 3cx = 22

< Vo € R, —6az? + (6a — 4b)x + (2b — 2¢) = 22

—6a =1

— 6a —4b=10
2b—2¢c=0
a=-1

= { b=—1
c=—3

. L -3 2?2 NN L
Donc une solution particuliére de (E) est © — % 1 1 e”. D’aprés le théoréme fondamental,

I’ensemble des solutions de (F) est :

3 2
SEZ{.TH—) (m_w_x) e”+ Ae® + Be®*

(A,B) € RQ}




2. y" +y —6y =1+ (22 + 1)e®. Solution particuliére de y”’ + ¢y’ — 6y = (2z + 1)e® sous la forme
y:z+— (ax+b)e® ou (a,b) € R?

L’équation différentielle (E) est linéaire du second ordre. L’équation homogene ¢y + 3’ — 6y = 0 admet
pour équation caractéristique 2 + x — 6 = 0 dont les racines sont 2 et —3. L’ensemble des solutions de
I’équation homogeéne est donc :

{x'—>Ae2“” + Be 3%

(A,B) € RQ}
1
Une solution particuliére de vy’ + ¢y’ — 6y = 1 est x — —

Recherchons une solution particuliére de 3" + ¢’ — 6y = (23@ +1)e® (notée (E’)) sous la forme y : z —
(ax + b)e® ou (A, B) € R% La fonction y est deux fois dérivable sur R et :

vV € R, y'(z)=(axz+a+b)e® et y'(x)=(ax+2a+b)e

donc (puisque e* # 0 pour tout x € R et par unicité des coordonnées du polynéme 2X + 1 dans la base
canonique de R;[X] a la quatriéme équivalence) :

y est solution de (E') < Vo € R, y"(x) + 3y (x) — 6y(z) = 2z + 1)e
<— VzeR, ar+2a+b+ar+a+b—6axr—6b=2xr+1
<= Vz €R, —dax+ (3a —4b) =22+ 1

{ —4a = 2
<

3a—4b=1
—_1
{ =3
__5
b= -3
5
Une solution particuliére de (E’) est donc = — (—; 3 . D’aprés le principe de superposition,

une solution particuliére de (E) est donc & — —— —|— ( g )

Finalement, d’apreés le théoréme fondamental, on a :

1
Sk = {x»—>—+ <_x_5) e+ Ae® + Be 3"




3. y" — 4y’ + 4y = (z — 1) e?*. Solution particuliére y : x — 2%(az + b) e?* ot (a,b) € R?
L’équation différentielle (E) est linéaire du second ordre. I’équation homogene y” — 4y’ 4+ 4y = 0 admet
pour équation caractéristique 22 — 42 + 4 = 0. Cette équation admet 2 pour racine réelle double. On en
déduit que I'ensemble des solutions de 1’équation homogéne est, :

{x — (Az + B)e?”

(A,B) € RZ}

On cherche une solution particuliére de (E) sous la forme :
y:x— x2(ax +b) > ot (a,b) € R?
La fonction y est deux fois dérivable sur R et, pour tout € R, on a :
Y (z) = (2a2® + (3a + 2b)2* 4+ 2bx) e** et y’(x) = (4ax® + (12a + 4b)z* + (6a + 8b)x + 2b) e **
Donc (en utilisant le fait que e # 0 pour tout z € R & la deuxiéme équivalence) :
y est solution de (E) <= Vz € R, vy (x) — 4y/(z) + 4y(z) = (x — 1) e**
< Vz € R, 4ax® + (12a + 4b)x* + (6a + 8b)x + 2b — 8ax® — (12a + 8b)z>
— 8bx + 4az® + 4ba® = x — 1
<~ VreR, bar+2b=x—1
= 6aX +2b=X—1

= { 2?:1:711 car la famille (1, X) est libre
1
a= =
— { 61
b - _§
2 2?
Une solution particuliére de (E) est donc z — (6 = 2) e2?_ Finalement, on a d’aprés le théoréme

fondamental :

3 2
Sg = {x% (6 - 2) e? + (Ax + B)e*

(A,B) € RQ}

4. y" +6y’ +9y = 22 +e 3%, Solution particuliére de I'équation différentielle v + 6y’ 49y = 22 sous la forme
y: x> ax’+bxr+cou (a,b,c) € R, Solution particuliére de 'équation différentielle y” +63’+9y = e ~3%
sous la forme 3 : x — az?e 3T oa €R
L’équation différentielle (E) est linéaire du second ordre d’équation homogene y”+6y'+9y = 0. L’équation
caractéristique associée 22 + 6z + 9 = 0 admet pour racine double z = —3 donc ’ensemble des solutions
de I’équation homogéne est :

{x — (Az + B)e 3"

(A,B) € RQ}

Il reste a trouver une solution particuliére.
e Solution particuliére de I’équation différentielle " + 6y’ + 9y = 22,
On cherche une solution particuliére sous la forme y :  — ax? + bz + ¢ ou (a, b, ¢) € R3. On trouve

1 4 2
LJa=—,b=——etc=—.
(-)a=g 27 © “ 7 27
e Solution particuliére de I’équation différentielle y" + 6y’ + 9y = e ~37.
1
On cherche une solution particuliére sous la forme y : x — ax? e 73% ott @ € R. On trouve (...) a = ok

D’apreés le principe de superposition, une solution particuliére de (E) est donc la fonction :

'_>;v2 4x+2+x2 3z
x — = =+ =+ e
9 27 271 2

D’apres le théoréme fondamental, Pensemble des solutions de (E) est donc :

2?2 4 2 2?5
= _—— — —_— —_— - A B —3z
Sk {x%g 57 t ot 5e + (Az+ B)e

(A,B) € RQ}




5 { Yy’ + 4y = sin(x)
y(0) =1, y'(0) =0

Notons (C) ce probléme de Cauchy.

L’équation différentielle (E) est linéaire du second ordre. L’équation homogeéne y” + 4y = 0 admet pour

équation caractéristique 2% + 4 = 0 dont les racines (complexes conjuguées distinctes) sont —2i et 21i.

L’ensemble des solutions de I’équation homogéne est donc :

. Solution particuliére y : 2 — Acos(x) + Bsin(x) ou (4, B) € R?

{a: — Acos(2x) + Bsin(2x)

(A,B) € RQ}

Cherchons une solution particuliére de (E) sous la forme y : # — Acos(x) + Bsin(z) ou (4, B) € R2.
La fonction y est deux fois dérivable sur R et :
Vr € R, y'(z) = —Asin(x) + Bceos(z) et y’(x) = —Acos(z) — Bsin(z)

donc :

y est solution de (F) <= Vr € R, y"(x) + 4y(z) = sin(x)
<= Vo € R, —Acos(z) — Bsin(z) + 4A cos(z) + 4B sin(x) = sin(x)

< Va € R, 3Acos(x) + 3Bsin(z) = sin(z) (3)
= {50 g

En effet, implication (23) = (22) est claire tandis que (22) = (23) s’obtient (par exemple) en
choisissant z = 0 et = g
sin(z)

Alinsi, une solution particuliére de (F) est  — . Finalement, ’ensemble des solutions de (E) est,

d’aprés le théoréme fondamental,

Sk = {x — Sm?fw) + Acos(2x) + Bsin(2z)

(A,B) € RQ}

Soient (A, B) € R? et :
yix— &3@) + Acos(2x) + Bsin(2z)
La fonction y est dérivable sur R et :

cos(x)

Vz € R, y'(x) = 3

— 2Asin(2z) + 2B cos(2z)

1
et done y/(0) = 3 + 2B. On résout :

Finalement :

_ sin(2z)

la solution du probléme de Cauchy (C) est z — + cos(2x)

sin(x)
3

10



6. ¥’ + w?y = cos(wz) ou w > 0. Solution particuliére y : z — x(A cos(wz) + Bsin(wz)) ou (A, B) € R?
L’équation différentielle (E) est lindaire du second ordre d’équation homogéne y” + w?y = 0. L’équation
caractéristique associée z2 +w? = 0 admet deux racines complexes : —iw et iw. L’ensemble des solutions
de I’équation homogéne est donc :

{x — Acos(wz) + Bsin(wx)

(A,B) € RQ}

On cherche une solution particuliére de (E) sous la forme :
y: x +— x(Acos(wz) + Bsin(wz)) oil (A, B) € R?
La fonction y est deux fois dérivable sur R et, pour tout z € R, on a :
y'(z) = Acos(wz) + Bsin(wz) + z( — Awsin(wz) + Bw cos(wz))
et
y"(z) = —2Aw sin(wz) + 2Bw cos(wz) + z( — Aw? cos(wz) — Bw” sin(wz))
Donc :

y est solution de (E) <= Vr € R, y"(x) + w?y(z) = cos(wr)
< Vz € R, —2Awsin(wz) 4+ 2Bw cos(wz) + z( — Aw? cos(wz) — Bw? sin(wz))
+ 2 (Aw” cos(wz) + Bw” sin(wz)) = cos(wz)

<= Vo e R, —24wsin(wz) + 2Bw cos(wz) = cos(wx)

— —2Aw =0
2Bw =1

. . .. ™
L’équivalence s’obtient en choisissant par exemple x = 0 et = 5

Une solution particuliére de (E) est donc x — xs%iwx) Finalement, d’apreés le théoréme fondamental,
on peut conclure que :
Sp = {x — %}L}wx) + Acos(wz) + Bsin(wz) | (A, B) € RQ}
d%z(t) dx(t)
7. —3——+2x(t) =3

L’équation différentielle (E) est linéaire du second ordre a coefficients constants. L’équation homogéne
est :
d?z(t) 3dx(t)
d*t dt
d’équation caractéristique associée 22 — 3z 4+ 2 = 0 dont les racines sont 1 et 2. L’ensemble des solutions
de I'équation homogéne est :

+2z(t) =0

{t — Aet + Be?

(A,B) € RQ}

3
Une solution particuliére de (E) est t — 3 donc, d’aprés le théoréme fondamental, I’ensemble des

solutions de (E) est :

3
SE:{t»—>2+Aet—|—Be2t

(A,B) € RQ}

11



Exercice 3 (C1) On cherche a résoudre I’équation différentielle :
1
t2P"(t) + 3tP'(t) + P(t) = n (E)

ot P est une fonction deux fois dérivable sur RY .

1. Soit P une fonction deux fois dérivable sur R%. Pour tout ¢ € R, on pose Q(t) = P(e"). Montrer que P
est solution de (E) sur RY si et seulement si Q est solution d'une équation différentielle & coefficients
constants (E’) sur R & déterminer.

La fonction P est deux fois dérivable sur R et la fonction exponentielle est deux fois dérivable sur R.
Par composition, la fonction Q est donc deux fois dérivable en tout ¢t € R tel que e? € R%, ce qui est
toujours vrai. La fonction Q est donc deux fois dérivable sur R et :

vVt € R, Q'(t) =e'P'(e") et Q"(t) =e'P'(e?) +e* P ()

Comme la fonction exponentielle réalise une bijection de R dans R*, on a (en posant z = e?) :

1
Vo € RY, 2°P'(2) 4 32P"(z) + P(z) = ~ > VteR, e P"(e!) +3e'P"(e’) + Ple!) ="

= VteR, e?P"(e!) +e'P/(e’) +2e!P(ef) +Pef) =e !
——
=Q"(t) =2Q'(t) =Q(1)

= VteR, Q') +2Q'(t) +Q(t) =e !

Finalement :

P est solution de (E') sur R si et seulement si Q" +2Q" +Q =e " (pour ¢ € R)

2. Résoudre I'équation différentielle (E’) en cherchant une solution particuliére sous la forme t — \t?e~t,
A € R. En déduire I'ensemble des solutions de (E) sur R .
Reésolvons I’équation différentielle y” +2y’ +y = e ~t sur R. L’équation homogéne associée 4" +2y'+y = 0
a pour équation caractéristique 22 + 2z + 1 = 0. Celle-ci admet pour racine double —1. Donc I’ensemble
des solutions de ’équation homogéne est :

{t— (at+B)e!| (4, B) e R?}

Cherchons maintenant une solution particuliére sous la forme y : t — M?e ~* out A € R. La fonction y
est deux fois dérivable sur R et :

VteR,  y(t)=A—t2+2t)et et y'(t)=At*—4t+2)e !
et donc (comme e ~* #0), on a :

VEtER, y'(t) + 2y (t) +y(t) =e " = At? —4t +2) +2\(—t2 +2t) + MZ =1
— 2 =1

1
= A=
2

2

t
Ainsi, y 1 t — 56”5

est solution particuliére (E’). L’ensemble des solutions de (E’) est donc (d’aprés

le théoréeme fondamental) :

t2
{tl—> 56_t+(At—|—B)e_t

(A,B) € RQ}

Or, avec les notations de la question 1., on sait que P est solution de (£) sur R si et seulement si Q est
solution de (E’) sur R. De plus, P = Q o In donc :

In(t)?> Aln(t)+ B
'ensemble des solutions de (E) sur R est {t — n;t) + n(t) * ‘ (A,B) € R2}
car pour tout ¢ € R*, on a e~ 2(t) = L _1
+ eln(t) — ¢
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3. Montrer qu’il n’existe qu’une unique solution de (E) vérifiant P(1) = P'(1) = 0.

In(t)> Aln(t)+ B
Soit (A, B) € RZ et P : t — nét) + n(t) i . On a P(1) = B. La fonction P est dérivable sur R*.
et :

~ 2In(t) — In(?)? n A—Aln(t)— B
B 212 2
et donc P'(1) = A — B. Ainsi P(1) = P’(1) = 0 si et seulement si A = B = 0. Finalement :

vt € RY, P'(t)

In(t)?
il n’existe donc bien qu’une seule solution au probléme de Cauchy : la fonction P : ¢t — n;t)
Exercice 4 (C1) On considére I'équation différentielle sur R* suivante :
ey’ +ay —y=0 (E)

1. Montrer que (E) admet l'identité comme solution particuliére.
Notons f : z +  la fonction identité sur R’ . La fonction f est deux fois dérivable sur R et :

Vz e R, f@y=1 e  f'(2)=0

donc :
Vo € R, 22 f"(x) +af'(x) — f(x) =2z —2 =0

Donc :

‘la fonction identité est une solution de (E) sur R*

2. Soit y une fonction deux fois dérivable sur R* . On pose, pour tout € R¥ , y(x) = xz(x). Montrer que y
est solution de (E) si et seulement si z est solution d’une équation différentielle (E’) sur R* a déterminer.
La fonction y est deux fois dérivable sur R* donc, par quotient, la fonction z est aussi deux fois dérivable
sur R* et :

Vz € R, Y (x) =z(x) + 22 (x) et y'(x)=2(x)+ 2" (x)

donc :
y est solution de (E) sur R} <= Vo € RY, 2%y (2) + 2y (z) —y(z) =0
> Vz e Ry, 227 (z) +2°2"(z) + 22(x) + 272/ (z) — 22(x) =0
= Vo e R, 22(z) +32(x) =0 car 2 #£0

Donc :

y est solution de (E) si et seulement si xz” + 32" = O‘

13



3. Résoudre (E') puis en déduire 'ensemble des solutions de (F).
Résolvons I'équation différentielle z2"” 4 32" = 0 sur R’ notée (E’). Résolvons d’abord I'équation diffé-

rentielle zf + 3f = 0 (notée (E")) qui est équivalente a [’ + §f = 0 sur RY (car z # 0). Il s’agit d’une
x

3
équation différentielle linéaire du premier ordre. Une primitive de x —— — sur RY est x —— 31n(x) donc
x

Pensemble des solutions de (E”) est :

{l’ — Ce—31n(:};)

CGR}:{x»—>C; CER}
X

Ainsi, si z est une fonction deux fois dérivables sur R, on a :
z est solution de (E') <= 2’ est solution de (E")

C
< 3CeR, VzeRy, (z) ==

3
2 * C
< 3(C,D) e R, Vx e R* | z(sc):—ﬁ—kD
En posant y : @ — zz(x) comme dans la question 2., on a donc :
3 2 * C
z est solution de (F) <= 3(C,D) e R*, Vox € R, z(x) = 92 +D
x
C
< 3(C,D) eR? Vz e RY, y(z) = —5 t Dz
Finalement :
; . C 9
P’ensemble des solutions de (E) est { x — ~ % +Dz|(C,D)eR
x

Exercice 5 (C1-C2) On note E l'ensemble des fonctions f de classe C! sur R telles que :
Vz € R, @)+ f(—z) =e”

1. Soit f € E. Montrer que f est deux fois dérivable sur R et déterminer une équation différentielle du
second ordre vérifiée par f.
Soit f € E. Pour tout z € R, on a f/'(z) = e® — f(—x). Les fonctions f et © — —x sont dérivables sur R
donc, par composition, la fonction x — f(—xz) est dérivable sur R. La fonction exponentielle est aussi
dérivable sur R done, par différence, la fonction f’ est dérivable sur R et on a (en utilisant 'hypothese) :

VeeR,  f'(a)— f(-x)=e®  Cestadie | f"(x) + f(x) = e+

puisque pour tout z € R, on a f'(—xz) =e~* — f(z).
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2. En déduire ’ensemble F.
On résout I’équation différentielle 4" +y = e® +e~* sur R. Il s’agit d’'une équation différentielle linéaire
du second ordre. L’ensemble des solutions de I’équation homogene y” +y = 0 est :

{z — Acos(z) + Bsin(z) | (4, B) € R?}

car ’équation caractéristique 22 + 1 = 0 a pour racines * i.
T

e
On remarque qu’une solution particuliére de ¢y’ +y = e® est x — - tandis qu’une solution particuliére

—

e
de y" +y = e % est x — . D’apreés le principe de superposition, une solution particuliére de

I’équation différentielle de départ est x — ; D’aprés le théoréme fondamental, ’ensemble des

solutions de ’équation différentielle est donc :

xT —x
{ac — % + Acos(x) + Bsin(z)

(A,B) € RQ}

On sait maintenant d’aprés la question 1. que tout élément de E est solution sur R de ’équation diffé-
rentielle 4 +y =e® +e~*. On a donc 'inclusion :

et +e "

5 + Acos(z) + Bsin(x)

EC{1’|—>

(A,B) € RQ}

Etudions l'inclusion réciproque. Soient (A, B) € R? et f : x % + Acos(x) + Bsin(x). La

fonction f est dérivable sur R et :

vV € R, () = ————— — Asin(z) + Bcos(z)
donc :

feEE < VzeR, fl(x)+ f(—x) =e”

;e — Asin(x) + Bceos(z) + %

< Vz €R, (A+ B)cos(z) + (—A — B)sin(x) =0
— A+B=0

< Vz eR, + Acos(x) — Bsin(z) =e®

En effet, la proposition de I'avant-derniére équivalence implique, en choisissant z = 0 que A + B = 0.
Réciproquement, si A + B = 0, alors cette proposition est vraie. On peut donc conclure que :

o {x — H% + Acos(z) — sin(x)) ‘ Ac R}
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Exercice 6 (C1, oral Agro-Véto 2012) Pour tout entier naturel n, on considére I’équation différen-
tielle :
(n+1)y" +(2n+1)y' +ny =0 (En)

1. Soit n € N. Déterminer 1'unique solution de (E,,) telle que f,,(0) =1 et f/,(0) = 0.
Soit n € N. L’équation différentielle (E,) est linéaire du second ordre (car n + 1 # 0), a coeflicients
constants et homogéne. L’équation caractéristique associée est (n + 1)z + (2n + 1)z +n = 0 et son
discriminant vaut :

A=02n+1)?—dnn+1)=4n*+4n+1—4n®> —4n=1>0

On a donc deux racines réelles distinctes qui sont —1 et b L’ensemble des solutions de (E,,) est
n

donc :
{aj s Ae @ 4+ Be ntl”

(A,B) € RQ}

On sait que le probléme de Cauchy proposé admet une unique solution f,,. Il existe (4, B) € R? tel que
n

fo:ixr— Ae ™ + Be n+1” La fonction f, est dérivable sur R et :

Bn __n_
Vz € R (z) = —Ae ™ — +17
reR,  fi(z) e orit "
B
donc en particulier f/,(0) = —A — - jl. On résout :
fAanTle:O Lo %:1 Ly~ Lo+ Ly B=n+1

Finalement :

n_
la solution cherchée est la fonction f,, : 2 +— —ne % + (n+1)e n+i”

2. Montrer que :
vneN, Iz, €R, falzn) =0
Soit n € N.

e La fonction f, est continue sur R.
e Etudions les variations de f,, sur R. Cette fonction est dérivable sur R et :

Vo e R, f;(x):nefx—nefﬁm:ne*x (1—eni-*;1)
Or on sait que :
Yy €]-00,0], 1—eY>0 et Yy €]0, +o0], 1-eY<0 (et 1 —e®=0)
Comme L >0etne ™ >0 pour tout xr € R, on a :
n+1
YV €]-00, 0], fl(x)>0 et  Vz€]0,+00], fi(z) <0 (et f1(0) =0)
Donc f,, est strictement croissante sur R_ et strictement décroissante sur R .
x -0 0 +00
() + 0 -
1
f / \
-00 0
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n _x
Comme 1 >0,ona lim e ™ = lim en+l =0. De plus :

r—r+00 r—+0o0

lim f,(x) = lim (—ne_$+(n+1)e_m$): lim (n+1)e n+1” (1— r e_n+1)

T—r+00 T—r+00 T—+00 n _|_ 1
= -0
Dy n __T
car lim n(n+1)e »+17 =400 et lim (1 — e n+1> = _00.
T—+00 T—+00 n—+1
e On a0 € f,(]-00,0]) =]-00, 1] donc 'équation f,(x) = 0 admet une unique solution dans l'intervalle

]-00,0] d’aprés le théoréme de la bijection. Par ailleurs, la fonction f,, est strictement décroissante
sur [0, +oo] et a pour limite 0 en +oco. Pour tout € Ry, on a donc f,(xz) > 0 ce qui implique que

fulw) # 0.

Finalement :

‘pour tout n € N, il existe un unique nombre réel z,, tel que f,(x,) =0 ‘

. Montrer que la suite (z,),en converge et déterminer sa limite.

Soient n € N*. On sait que f,,(z,) = 0 donc —ne %" 4+ (n+41)e n+1"" =0 et donc j—l = et puis
n
In(— ) = 2" ¢t enfin 2, = (n+1)In —" ) ou encore :
n+1 n+1 n+1
. 1
Vn € N*, wn:(n—i-l)ln(l—)
n+1

C li =0 In(1 L i duit 1.0
omme lim ———— =0 onaln 1) wteo Ty PUis par produit, 2~ —1.Onen

déduit donc que :

‘la suite (z,)nen est convergente de limite —1

COMMENTAIRE ]
J

Comme on arrive & trouver ’expression de x,, en fonction de n, cela implique que 'on pouvait répondre
a la question 2. en résolvant directement I’équation f,(z) = 0...

Exercice 7 (C1, oral Agro-Véto 2013) Soit @ € R\ {—1,1}. On note S l'ensemble des fonctions de
classe C*° sur R telles que :

Ve eR,  f"(z)—af"(z) - f'(z) +af(x) =0

1. Montrer que I’ensemble S est un espace vectoriel.

Montrons que S est un sous-espace vectoriel de C*(R, R).
Comme 'équation différentielle est homogéne, la fonction nulle appartient & S. En effet :

0/C°°(]R,R) = ng(R,R) = Olcuoo (R,R) = Ocoe (r,R)

et donc :
025 (m,r) — a0¢e (r,R) — 0o (m,m) + @0c=(® &) = Oc=(R,R)

Soient A € R et (f,g) € S?. Montrons que \f + g € S. Par linéarité de la dérivation, on a :
Af+9)" —a(A\f+9)" = (A +9) +a\f+g) =" +¢" = Aaf” — ag" + Xaf + ag
— )\(fl// o af// o fl +af) + (g/l/ o ag// o g/ +ag)
=X OCOO(R’]R) + OCOO(R’R) car (f, g) eS?

= Oce(r,R)

Donc S est un sous-espace vectoriel de C*°(R,R) ce qui implique que :
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S est un espace Vectoriel‘

2. Montrer que la fonction x — e®® appartient a S.
Notons f, la fonction x — e**. Cette fonction est de classe C* sur R et :

Vn e N, Vz e R, M (x) = a™e®
donc :

Vo € R, 7 (x) —af!(z) — fi(z) +afs(z) =a*e™ —a*e™ —ae® +ae®™ =0

a

Donc ‘ la fonction f, appartient a S ‘

3. Soit f une fonction de classe C* sur R et g : © — e ~%* f(z). Montrer que f € S si et seulement si ¢’
est solution d’une équation différentielle linéaire du second ordre & déterminer.
Soient f une fonction de classe C*° sur R et g : 2 — e ~* f(z). Par produit, la fonction g est de classe
C® sur R et, pour tout z € R, on a f(z) = e g(x) puis :
() =ae™g(x) +e™ ¢ (), f"(x) = a* e g(z) 4+ 2a e ¢/ () + e ¢ (x)
et :
f”’(x) _ a3eaa: g((E) + 3a2eaz g/(x) + 3aeazg//(x) +ea$g///(x)
Donc :
fe€8S < Ve eR, f"(z) —af'(z) — f'(z) + af(x) =0
— Vo €R, a®e™g(x)+3a*e™ ¢'(z) + 3ae®™ ¢"(x) + e ¢"(x) — a® e g(z) — 2a% " ¢/ ()
—ae" g"(x) —ae" g(z) —e™ g'(z) +ae™ g(z) =0
= Vo eR, e ¢"(z) +2ae™g"(x) + (a* —1)e™ ¢ (x) =0
— Va €R, ¢"(x)+2ag" (x) + (a* = 1)g'(x) =0

car e = () pour tout x € R. Finalement :

‘ f € S si et seulement si g’ est solution de I’équation différentielle y” + 2ay’ + (a? — 1)y = O‘

4. En déduire une base de S.
Notons (E) 'équation différentielle y” +2ay’+(a?—1)y = 0. Elle est linéaire du second ordre & coefficients
constants. L’équation caractéristique 22 + 2az + a®> — 1 = 0 a pour discriminant 4 donc celle-ci admet
deux racines réelles distinctes qui sont —a — 1 et —a + 1. L’ensemble 7 des solutions de (E) est donc :

T = {x — Ae(7o7be 4 Belmatl)e

(A,B) € R2}

Déduisons-en 'ensemble S. Soit f € C*(R,R) et g : x — e ~%* f(z). En utilisant la question 3., on a :
feS = 4geT

< J(A,B) eR? Vz €R, ¢'(x) = Ae(7a7V7 ;. Bel-atbe

(—a—1)z (—a+1)x
< 3(A,B,C) €R?, Vz € R, g(x):—Aea+1 +Bel—a +C cara € R\ {-1,1}

«— 3(a,8,7) €ER3, V2 €R, f(z) =ae "+ fe” +ye™®

Ainsi :
S = {xl—>ae_r+ﬁem+'yem

(A,B,C) € R3}

Notons f:z——e %, g:x+——e® et h:x+— e, Alors on a § = Vect(f,g,h). La famille (f,g,h)
engendre donc l'espace vectoriel S. Etudions sa liberté. Soit («, 3,7) € R?. On suppose que :

af + Bg+vh = 0co(r r) (5)

Montrons que a = § = = 0. On évalue (1) en 0, on dérive ensuite (1) une fois, puis deux fois, et pour
les deux équations obtenues on évalue en 0. On obtient le systéme formée des trois équations :

a+pB+v=0, —a+fB+ay=0, a+5+a2720

qui conduit & (a, 8,7) = (0,0,0) en utilisant de maniére essentielle le fait que a? # 1. Bref :
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‘unebasedeSest (f,g,h)ou f:xr—e ™™ g:xr—e®eth:zr— e

Exercice 8 (C1) & On considére 'équation différentielle :
y" =2y + 2y = 227 (E)

1. Résoudre (E) et déterminer 'unique solution f telle que f(0) =1 et f'(0) = 3.
L’équation différentielle (F) est linéaire du second ordre. I’équation homogéne associée est vy’ —2y'+2y =
0. Son équation caractéristique x2 — 2z + 2 = 0 admet deux racines complexes conjuguées distinctes qui
sont 1 —1i et 1 4 i. Donc ’ensemble des solutions de I’équation homogene est :

{x — (Acos(z) + Bsin(z))e”

(A,B) € RQ}
Déterminons une solution particuliére y de (E) sous la forme ¥ : 2 +— ax?® + bx + c o1 (a,b,c) € R3. La
fonction y est deux fois dérivable sur R et :

Vo € R, y'(z) =2az +b et y"(z) = 2a

Donc (on utilise 'unicité des coordonnées du polynéme 2X? dans la base canonique de Ry[X] a la
quatriéme équivalence) :
y est solution de (E) <= Vr € R, y"(x) — 2y (z) + 2y(z) = 227
= Vz €R, 2a—2(2ax +b) + 2(azx? + bx + ¢) = 222
— Vx € R, 2a2” + (2b — 4a) + 2(a — b+ ¢) = 22°

a=1
<= b—2a=0
a—b+c=0
a=1
= b=2
c=1

Donc une solution particuliére de (E) est 2 — 22 +2x + 1. D’aprés le théoréme fondamental, I’ensemble
des solutions de (F) est :

{x — 22 + 22+ 1 + (Acos(z) 4+ Bsin(x))e®

(A,B) € RQ}

On sait que le probléme de Cauchy proposé admet une unique solution. Soit (A4, B) € R? et :
y:x+— x° + 22+ 1+ (Acos(z) + Bsin(x))e”
On a y(0) =1+ A. De plus, y est dérivable sur R et :
Vz € R, Y (z) =224 24 ((A+ B)cos(z) + (B — A)sin(z)) e®  donc ¢ (0)=2+A+B

donc :

—
<L
A/—\
S
[

1 — A+1=1 PN A=0
3 A+B+2=3 B=1

Finalement :

la solution du probléme de Cauchy proposé est f : x +— 2% + 2x + 1 + sin(x) e®
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2. Justifier que la suite (up)nen de terme général :
Vn € N, u, = f(0)
est bien définie puis montrer que :

Vn € N\ {0,1,2}, Upao = 2Upt1 — 2Up

La fonction f est de classe C*° sur R comme somme et produit de fonctions qui le sont. Pour tout n € N,

la fonction f) admet donc une dérivée n®™® sur R ce qui implique que f(™ (z) existe pour tout x € R.

En particulier, pour tout n € N, le nombre f(™(0) = u,, est bien défini. La suite (u,),en est donc bien

définie.

On sait de plus que :
VeeR,  f'(x)—2f"(z)+2f(z) = 222 (6)

La fonction f étant de classe C* sur R, on peut dériver (autant de fois qu’on veut) cette égalité et on

obtient :
VneN\{0,1,2}, Ve e R,  fOF2(z) — 2D (z) 425 (2) = 0

car les dérivées d’un polynoéme de degré deux sont nulles & partir de la dérivée troisieme. En évaluant en

0, il vient :
VneN\{0,1,2},  f"t(0) — 2"V (0) + 2™ (0) =0

c’est-a-dire :

\vn ENN{0,1,2},  wnio = 2unt1 — 2un \

3. Déterminer f(™)(0) pour tout entier naturel n.

La suite (up)n>3 est récurrente linéaire d’ordre deux et les racines de 1'équation caractéristique sont

1+i=+2e" i1 1 existe donc (A, B) € R? tel que :

Vn € N\ {0,1,2}, Uy = (Acos (n%) + Bsin (n%)) (ﬁ)n

En évaluant (1) en 0, on obtient us = 2u; — 2up = 4. Déterminons maintenant us et uy. En dérivant

deux fois (1) et en évaluant en 0, on a :
uz — 2us + 2u; =0 et Uy — 2uz + 2us = 4

c’est-a-dire :
uz = 2uy — 2u; = 2 et Uy =2uz —2us +4=0

On résout :

1
0

_ _AV2 V2 -
{u3;2 <:>{(A2+f42)02\/§ 2 @{ﬁ

Finalement :

Yn € N\ {0,1,2}, £ (0) = sin (n%) (\/ﬁ)n

COMMENTAIRE ]

On ne peut pas considérer les valeurs de ug et u; (valeurs de f(0) et f/(0) fournies dans la question 1.)
pour trouver les valeurs de A et B... D’ailleurs, ’égalité finale n’est pas valide pour n = 0 par exemple.
Cela provient du fait que la relation de récurrence obtenue a la question 2. n’est pas valable pour les
premiers termes (quand on dérive deux fois « 222 » et qu’on évalue en 0, on obtient 4 et pas 0).
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Exercice 9 (C1) Soit n € N*. On considére I’équation différentielle linéaire du second ordre et a coefli-
cients constants suivante :

50" (6) + y(t) = sin(?) (E,)

1. Montrer que pour tout n € N\ {0, 1}, la fonction f : ¢ — — . sin(t) est solution de (E,) sur R.
n2 —

2

Soit n € N\{0,1}. La fonction f : t — 1 sin(t) est bien définie (puisque n? —1 # 0) et est dérivable

nZ _
sur R et :
/ n? . " n? .
vt € R, @)= o] cos(t) et ') = o sin(t)
donc :
VEER, S f(t) 4 (1) =~ sin(t) + o sin(t) = sin(t
J— = — S11 S111 = S1n
’ n? n2—1" 2-1 °
Ainsi :

‘pour tout n € N\ {0, 1}, la fonction f est solution de (E,,) ‘

2. Soit n € N\ {0, 1}. Montrer qu’une solution f,, de I’équation différentielle (E,,) vérifiant f,,(0) = f/,(0) =0
peut se mettre sous la forme :

2

VteR,  fult) = 27171 sin(t) + by sin(nt)
n

ol b,, est un constante & déterminer.
Soient n € N\ {0,1} et f, un solution de (E,). On a alors :

VEER, o f(1) 4 fult) = sin(t)
et : 1
Vt € R, ﬁf”(t) + f(t) = sin(t)

ou f est la fonction de la question 1. En soustrayant la deuxiéme équation a la premiére et en utilisant
la linéarité de la dérivation, on obtient :

1
VtGR, ﬁ(fn*f)”(t)+(fn*f)(t):O
En posant g = f, — f, on obtient :
Vt € R, g (t) —n2g(t) =0

L’équation caractéristique associée a cette équation différentielle linéaire du second ordre & coefficients
constants homogéne est 22 + n? = 0. Les racines sont tin. Il existe donc (A4, B) € R? tel que :

vt € R, g(t) = Acos(nt) + Bsin(nt)

c’est-a-dire tel que :

Vt € R, fut) = n2n— I sin(t) + A cos(nt) + Bsin(nt)

Déterminons les valeurs de A et B en utilisant les conditions f,,(0) = 0 et f/,(0) = 0. La fonction f,, est
dérivable sur R et :

2
VieR, ()= QLl cos(t) — Ansin(nt) + Bn cos(nt)
n2 —
Donec :
fa(0) =0 ) {
/ o <~ n B <~ B—_ n
{fn(o) 0 2_1+BTL—O n2_1
et finalement :
2
vVt € R, fat) = 2n sin(t) — — sin(nt)
n2 _ _
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3. Montrer que pour tout t € R, la suite (fy,(f))n>2 est convergente et déterminer la fonction limite de la
suite (fn)n22-

Soient t € Ret n € N\ {0,1}. On a —1 < sin(nt) < 1. Comme 2n 1> 0, on obtient :
n2 —
n_o__n_ . o _n
1S sin(nt) < R
Or: .
lim =+ = lim =+ =0

donc, d’apreés le théoréme des gendarmes, lim 1 sin(nt) = 0. Par ailleurs :

n—+oo N2 —
2
1
lim + 2n = lim =+ =1
n——+0o n? —1 n——+00o 1— o
n2
et done, par linéarité de la limite, lim ———sin(¢) = sin(¢). Ainsi, lim f,(¢) = sin(¢). Finalement :

n—-+o0o n2 — 1 n—-+o0o

la fonction limite de la fonction (fy,)n>2 est la fonction ¢ — sin(t) ‘
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Exercice 10 (C1) 1. Déterminer toutes les fonctions f dérivables sur R telles que :

Vo >0, xf’(x)+2f(x):x2+1

Notons (E1) cette équation différentielle. On a :

_ 1
T 241

(E1) < Vz eRY, f(x) + %f(l”)

2
Il s’agit d’une équation différentielle linéaire du premier ordre d’équation homogeéne f' + —f = 0. Une
x

2
primitive de la fonction x —— — sur R est x —— 2In(z). L’ensemble des solutions de 1'équation
x

homogéne est donc :

{:z: —s Ce2I0(@)

CER}{;C}—)C; CER}
T

On cherche une solution particuliére de (E7) en utilisant la méthode de la variation de la constante. Soit

C(x)
22
et on a (en dérivant la fonction comme un produit) :

froz— ot C est une fonction dérivable sur R* . Par quotient, la fonction f est dérivable sur R

_ C/(QJI) L O() x -2 _ C'(z) 2C(x)

3 z2 3

Vz e RY, I ()

T
On a donc :

! 2 2 1
f est solution de (E;) <= V& € R}, Clz) _ 20(x) + Clz)

2 23 23 :1+x2
< Vz eR:, C'(z) v 1 !
T )=——-=1—-——
o+ 1+ 22 1+ 22

En intégrant, on obtient par exemple C' : & — = — arctan(x). Une solution particuliére de (F;) est donc
x — arctan(z)
)

la fonction f : x +—— . Finalement :

— arct c
I’ensemble des solutions de (F7) est : {Jc eR} — @ — arctan(z) + ’ C e R}

22

2. Déterminer toutes les fonctions f dérivables sur R* telles que :

x
VY <0 of () +2f(x) = ——
el +2fe) =
Notons (Es) cette équation différentielle sur R* . On raisonne de la méme maniére en commengant par

2
normaliser équation différentielle. Une primitive de x — — sur R* est  —— 2In(—x) mais comme
x
(—x)? = 2% pour tout = € R, on retrouve le méme ensemble de solutions pour 1’équation homogéne. La
recherche de solution particuliére est identique & la précédente. On trouve donc que :

x — arctan(z) + C ‘ Cec R}

22

l’ensemble des solutions de (FEs) est : {33 c R —
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3

3. Montrer que arctan(z) ST g +o(z%).
1
La fonction arctan est dérivable sur R et pour tout € R, on a arctan’(z) = T2 Or on sait que
T
1
=1—u+o(u). Comme lim 2% = 0, on a alors :
14+wu o z—0
arctan’(z) = b 1 — 22 4 o(x?)

14+2z2 0

En intégrant le développement limité, on obtient donc :
23
arctan(z) = arctan(0) + z — 3 + o(2?)

et donc, comme arctan(0) = 0, on a bien :

3

arctan(z) ST % +o(z?)

4. En déduire qu’il existe une unique fonction dérivable sur R vérifiant I’équation différentielle précédente
sur R et préciser la valeur de f/(0).
Supposons que f soit une solution de équation différentielle (notée E) :

Vz € R, xf/(x)+2f(m):%ﬂ

Alors :
e f est aussi solution de (£;) (sur R* donc);
e f est aussi solution de (E2) (sur R* donc);
e ct, en remplacant  par 0 dans I’équation différentielle (E), on obtient que f(0) = 0.
Les deux premiers points impliquent l'existence de (Cy,Cy) € R? tel que :
x — arctan(z) + Cy

Vo € RY, f(z) = ~ et Ve e R, flz) =

x — arctan(z) + Cs
22

La fonction f doit de plus étre continue en 0 (puisqu’elle doit étre dérivable sur R) avec f(0) = 0. D’aprés

la question 3., on a :
3?3
4 C C
flzr) = 2—— ! ry

ot x2 o+ 3 22

Si C; est non nul, alors f tend vers I'infini quand x tend vers 0. On a donc C; = 0 et on obtient bien
que :

lim f(z) = 0= f(0)

z—0*t

Pour la méme raison, on a Cy = 0. Ainsi :

x — arctan(z)

Vo € R, fz) = = sizeR
0 siz=0
Il reste a vérifier que f est dérivable en 0. On a :
. f(x) — f(0) o —arctan(z) 1

— f(0 1 1
et donc lin%) 7]”(32 g( ) =3 Ainsi, la fonction f est dérivable en 0 et f/(0) = 3 La fonction f est donc
T— —

dérivable sur R.
Réciproquement, la fonction f ainsi définie est bien solution de (E) sur R (car elle est dérivable sur R,
vérifie (E1) et (E2) et (E) pour z = 0).

Finalement :
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x — arctan(z) | c R* 1
(E) a pour unique solution la fonction f: z +— 22 St ; elle est telle que f/(0) = 3
0 siz=0

Exercice 11 (C1) Le modéle de Gompertz permet de modéliser la croissance en masse corporelle (m
en gramme) du rat musqué en fonction de son age (¢ en jours). Ainsi, la croissance du rat musqué peut &tre
modélisée par I’équation différentielle :

dm ) 036m1n (760)
de¢ m

Sachant qu’a la naissance, un rat musqué pése environ 16 grammes, déterminer sa masse corporelle au bout de
30 jours. On considérera la fonction z = In(m).
On pose z = In(m) et on obtient I’équation différentielle suivante :

dz_dm 1 ‘12—0,036111(7:10>

dt — dt m(t) dt
d
— d—j = 0,036 In(760) — 0, 036 In(m)
dz
= i 0,036 In(760) — 0,036z
dz
= & + 0,036z = 0,036 In(760)
On résout I’équation homogeéne associée :
dz
T + 0,036z = 0.

On obtient I'ensemble de solutions {t — Ce=%-036! C € R}.
Une solution particuliére est zo(t) = In(760).
Ainsi, on a
2(t) = Ce %036 1 1n(760)

avec une constante C' telle que 2(0) = In(16), donc C = In(16) — In(760) = In (45;). Ainsi, on a obtenu :

16
t)=In( —— ) e 93¢ 1 In(760).
() =1n (755 ) €% + u(7o0)
Maintenant, on utilise le fait que m(t) = e*®), d’ou :

) e —0,036t

VteRy,  m(t) =T760em70

Pour ¢ = 30 jours, on a ‘ m(30) = 205 grammes ‘
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Exercice 12 (C1-C3) On veut tracer, en utilisant ’outil informatique, une approximation du probléme
de Cauchy :

, 11
©: YV w1
yle) =1

sur un intervalle [a, b] quelconque inclus dans R, . La méthode consiste & considérer une subdivision de I'intervalle
[a,b] et de construire des approximations des images des points de cette subdivision par la fonction y. Pour
n € N*, on pose alors :

VEk € [0,n], tp =a+ 0k ol §=

B 1
1. Ecrire une fonction £ modélisant la fonction d’expression f(t,y) = ——y + n
n

On importe le module math pour la fonction In (log dans python).

from math import *
def f(t,y)
return (1/log(t))*y+1/t

On définit ensuite la suite (yx)o<r<n définie par yo = y(a) et :

Vk € [0,n — 1], Ykt1 = Yk + 0 f (trs &)

2. Rappeler pourquoi, pour n suffisamment grand, 'approximation y; = y(t1) est licite.

La fonction y étant solution du probléme de Cauchy (C) sur Uintervalle [a,b], elle est en particulier
dérivable sur cet intervalle. On a donc, pour tout x € [a, b], 'égalité :

y(t) — y(z)

y'(@) = lim ==—
et donc :
pour t € [a,b] trés proche de x, on a I'approximation y'(z) ~ w
En particulier, si n est suffisamment grand, alors ¢; est proche de ¢y (car t; — tp = J) donc on a

7@/@1) — y(to) ~ f'(tg) c’est-a~dire 7y(t1) —ylto)

I’approximation ~ f(to,yo) puis y(t1) =~ y(a)+d f(a,y(a))

car yo = y(a) et tg :1;. 78r f(a,y(a)) =y'(a) donc : ’
y(t) ~ y(a) + 0y’ (a) (7)
Or, par définition de la suite (yr)o<k<n, on a aussi y1 = yo + 0 f(to, yo) et donc
y1 =y(a) +0f(a,y(a)) = y(a) + 0f'(a) (8)

En comparant (1) et (2), on obtient donc que :

’pour n suffisamment grand, on a 'approximation y; &~ y(t1) ‘

Ecrire une fonction euler qui prend en entrée un entier n non nul assez grand, les bornes a et b de
I'intervalle, le premier terme gy de la suite et qui renvoie :

— la liste X des abscisses [t0,...,tn];

— la liste Y des ordonnées approzimatives [yO,...,yn]

On utilise une boucle for pour créer les deux listes.

def euler(n,a,b,y0)

X, y = a, yo
delta = (b-a)/n
X = [x]

Y = [y]

for k in range(n+1)
X, y = xt+delta, y+deltaxf(x,y)
X.append (x)
Y.append (y)

return X, Y
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4. A T’aide du module matplotlib.pyplot, créer la représentation graphique de la solution du probléme
de Cauchy (C) sur l'intervalle [e, 10].
On utilise le module matplotlib.pyplot pour tracer la courbe.

1 import matplotlib.pyplot as plt
> | X,Y=euler(10000,e,10,1)

s |plt.plot(X,Y)

4+ |plt.show()

et on obtient :

COMMENTAIRE J

Il faut importer le module math pour avoir accés a e. Ici, nous 'avons déja fait pour la premiére fonction,
donc il est inutile de le réimporter.
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