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Exercice 1.
Les questions 1., 2. et 3. sont indépendantes.

1. Déterminer la nature des séries suivantes et calculer éventuellement leur somme :

(a) Z <1+Tll>" (b) Z 2n5;1 Z In <2n+1>

n>1 n>0 n>1 2n —1

n—+oo n

1N® _ i (141) 1
(a) Pour tout n € N*, on a <1 + ) =e" "V Tn/ . Or lim — =0 donc:
n

1 1 1
ln<1+> ~ = puis nln<1+> ~ 1
n n—+oo n n n—-+o0o
On en déduit que :
1
lim nln(1+):1
n—-+4o0o n
et donc, par composition des limites, la fonction exponentielle étant continue sur
R,

1\
lim <1+) =lime®*=¢ #0
n—-4o0o n rx—1

On en déduit donc que :

1 n
la série Z (1 + > est (grossierement) divergente
n

n=1

(b) Pour tout entier naturel n, on a :

(B0 () ()

1 1\"
Comme E €] —1,1], les séries géométrique Z <5> et géométrique dérivée pre-
n=0

n—1
miere E ( ) sont convergentes. Comme I’ensemble des séries convergentes

est un espace vectoriel, on peut conclure que :

la série Z

n=0

est convergente

de somme égale a (par linéarité de la somme) :

+002 2+00 n—1  +00 1\ "™ 9 1 1
)3 2n(3) X (6) = i
%,_/ 5

=0 si n=0

+oo
2n — 1 5
c’est-a-dire Z i = |
— Hn 8




(c) Notons (Sp)n>1 la suite des sommes partielles de la série proposée. Soit n € N*.

On a :
- 2k +1
S = In ( )
kz::l 2k — 1
n n
= Z In(2k +1) — Z In(2k — 1) par linéarité de la somme
k=1 k=1
n n—1
= Z In(2k +1) — In(2¢+ 1) en posant £ =k — 1
k=1 =0
=In(2n+1) —In(1) par sommes télescopiques
=

Ainsi, lim S,, = 400 donc :
n——+00

2 1
la série Z In ( nt > est divergente
=1 2n —1

. e 4
2. Montrer que la série E est convergente de somme inférieure ou égale a 3

n=0

n 4 22n

Soit n € N. Alors n + 22" > 2" > 0 (puisque n > 0) et donc par décroissance de la
fonction inverse sur R’ , on a :

1 1
Vn € N, 0<m< QTn
—~—

" 1

Or la série géométrique Z (4) est convergente car sa raison vérifie —1 < 1 <1
n=0

donc, d’apres le théoréme de majoration des séries a termes positifs :

- 1
la série Z o est convergente
n=0 n+

On sait également que :

+o0 +o00 n +o0 n
1 1 1 1 4
- < _ _ — - _
> —m<X(3) e X (3) —1=-3

1
n=0 n=0 n=0 4
Donc :
la somme de la série est inférieure ou égale a 3
) Vn2+1-n L
3. Pour tout entier naturel n non nul, on pose u,, = —— . On s’intéresse dans cette

n

question a la nature de la série E Uy
n>1

1

M ~ —.
(a) Montrer que u, eI
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Pour tout n € N*, on a :

V2 l+ L —n  |njy/1+% —n 1
Up = n = " =4/1+—=5-1 (car n > 0)
n n n

. 1
Or lim — donc :
n—+oo N,

u ~ — 5
" p—+oo 2n2

(b) Conclure.

Soit n € N*,
n+1>n? < Vn2+1>n
= VnZ2+1-n>0
<~ up >0
Donc Z Uy est une série a termes positifs. De plus la série Z —5 converge. Donc
n

. . . 1 . .
par linéarité la série E o2 converge. Ainsi d’apres le théoreme d’équivalence des
n

séries a termes positifs |la série E Uy, converge |.

Exercice 2.

L’objectif de cet exercice est de justifier la convergence de la série Z
n=0
a € [1,400[ et de donner une expression de la somme de cette série a I’aide d’une intégrale.

(="

pour tout

1. A T'aide de Python, proposer un programme qui permet, pour la valeur o = 2, de vérifier
informatiquement que la série mentionnée ci-dessus est convergente. Proposer une valeur

approchée de la somme de la série.

On commence par écrire une fonction qui permet de calculer les sommes partielles de

la série.
1 def somme_partielle(n)
2 "iholpha vaut 2"""
3 s =0
4 for k in range(n+1)
5 s += (-1)*xk/(k+2)
6 return s

On représente ensuite les 50 premiers termes (par exemple) de la suite des sommes

partielles de la série.
1 import matplotlib.pyplot as plt

[n for n in range(50)]

4 Y = [somme_partielle(x) for x in X]
5 plt.plot(X,Y,'o")

6 plt.show()

@
>3
]

On obtient :
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On peut effectivement conjecturer que :

—1)n
la série E (—i-)2 est convergente de somme approximativement égale a 0, 3
n
n=>0

Soit a € [1,+oo[. Pour tout entier naturel n, on pose :
(=D

Sn:Z k—i—a’

k=0

2. (a) Montrer que les suites (up)nen €t (v )nen sont adjacentes.

Un = SQn et Un = SQn—i—l

Soitn € N. On a :

Up4+1 — Un = S2n+2 — Sop,
2n+2 (_1)k 2n (_1)k

=2 k—l—a_z k+ o

k=0 k=0
-1 2n+1 -1 2n+2
= 2(71 +) Tra 251 +) T a par relation de Chasles
_ 1 o 1 ( car 2n + 1 est impair et )
. 2m+1l4+a 2n+2+a 2n + 2 est pair

1
<
Cn+14+a)2n+2+a) 0

puisque le dénominateur est strictement positif. Ainsi, la suite (uy,)nen est décrois-
sante. De la méme maniere :

1
Vn € N, — Uy = >0
" Ut T oy 2t @) (2n + 3 + )
donc la suite (v,)nen est croissante. Enfin (en utilisant encore la relation de
Chasles) :
2n+1 (_1)k 2n (_1)k (_1)2n+1
ngrfoo(vn_un) :ngr—&r-loo (,;) k+ « _kz:%) /47—!—@) :ngr-lkloo n+ 1+«
. =1l
= lim ——
n—+oo 2n + 1 4+ «

=0

On peut donc conclure que :

‘1es suites (un)nen €t (vp)nen sont adjacentes
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_1)n
(b) Conclure que la série Z (4_) converge.
n+
n=0

D’apreés la question les suites extraites (Sop)nen €t (S2nt1)nen de la suite
(Sn)nen sont adjacentes. Ces deux suites extraites sont donc convergentes de li-
mite commune. Par conséquent, la suite (S;,),en des sommes partielles de la série

_1)n
Z ! est convergente. Autrement dit :
o + «

=1l n
la série E ! est convergente
o + o

3. Cette série est-elle absolument convergente 7 Justifier.

Soit n € N*, on a
1

n o

~

‘<—1>“

n+«

1
De plus la série Z — diverge donc d’apres le théoreme d’équivalence des séries a termes
n
positits 3 | (=)
n+ o

_1\n
Donc E (_’_) n’est pas absolument convergente |.
n+ o

diverge.

+oo
_1)n
4. Dans cette question, nous allons obtenir une forme intégrale de la somme Z ( +) .
n+a«
n=0
1
(a) Pour tout entier naturel k, calculer / thra=l gy,
0
Ona:
1 a1 1
Wk € N, / ot gy — _
0 k+ « 0 k+ «
(b) En déduire que :
1 tafl — (=1 n+1tn+o¢
VneN, S, = / (=1) dt
0 14+t
Soit n € N. D’apres la question [4a] on a :
n 1
Sy =3 (_1)k/ a1 gy
k=0 L
1 n
= / (Z (—1)ktk+"‘_1> dt par linéarité de l'intégrale
0 \k=0
1 n
= [ ¢! (Z (—t)k> dt par linéarité de la somme
g k=0
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Pour tout ¢ € [0, 1], la somme Z (—t)¥ est celle des termes d’une suite géométrique
k=0
de raison —t # 1 (puisque t # —1 81 0 < ¢t < 1) donc :

1 1— (_t)nJrl
5= [z,
" 0 1+4+¢

En distribuant t*~1 au numérateur pour tout ¢ € [0, 1], on obtient bien :

1 ta—l — (=1 n+1tn+a
VneN, S, = / (=1) dt
0 1+t

(c) Montrer que :

Lgnte 1
Vn € N, Oé/ dt <
o 1+1¢ n+a+1

-io (_1>n :/1 =1 &
o 1+¢

oyr n—+«

puis conclure que :

‘ B

Soient n € Net t € [0,1]. Alors 1+¢ > 1> 0 donc 0 < < 1 par décroissance

1+¢
de la fonction inverse sur R . En multipliant par t"T® > 0, on obtient :
tn+a
e,  0<i5< S

Par croissance de lintégrale (les bornes d’intégration sont dans le bon sens), il

vient :
1 tn—l-a 1
< / dt < / e dt
o 1+1¢ 0

L’intégrale de droite a été calculée & la question [da] On a donc :

L gnte 1
Vn € N, 0</ dt <
0

14+t " n4+a+l

Soit n € N. D’apres la question [4b] et par linéarité de I'intégrale, on a :
1 toz—l 1 tn—‘roc
g, = / dt + (—1)" / dt
"o 14+t +(=1) 0o 1+t ()

puisque —(—1)"*! = (=1)*(=1)" = (=1)". Or —1 < (~1)" < 1 donc, en multi-
pliant les inégalités il vient :

1 1 jnto 1
< (=1)" / dt <
0

_n+a+1 1+t n+aoa+1

+1 1 ¢nta

Or lim ——— = 0donc lim (-1)"
n—+oon + o+ 1 n—+00 o 1+t
des gendarmes. L’égalité (<) implique donc que la suite (S,)nen est convergente

dt = 0 d’apres le théoréme

1 ta—1
de limite / 151 dt. Comme (S;,)nen est la suite des sommes partielles de la série
0

(="
Z , on peut conclure que :

n>0n+a
+00 -1
_1n ltOé
Z( ) :/ %
S nto o 1+1
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5. Calculer la somme de la série évoquée a la question

(="

Comme 2 € [1, +00], la série Z )

n=0

/011t+tdt_/01<1_1it) dt:[t—ln(1+t)};:1_1n(2)

est convergente de somme :

Donc :

+00 (_1)71
— n+t 2

la somme cherchée est =1-1In(2)
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