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Fiche de révision 1 - Correction
Fonctions usuelles, Continuité, Dérivabilité,
Développements limités

1 Compétences et notions a maitriser

vV Vv

v V.V vV V V

v

C1 : Déterminer un domaine de définition, de continuité, de dérivabilité d’une fonction

C2 : Connaitre les propriétés (domaines de définitions, de continuité, de dérivabilité, dérivées, propriétés
algébriques...) des fonctions usuelles (In, exp, fonctions exponentielles z — a® (en base a > 0), fonctions
puissances ¢ — z® (avec a € N, a € Z ou plus généralement o € R), fonctions trigonométriques cos,
sin et tan, fonction arctangente, fonction valeur absolue, fonction partie entiére )

C3 : Résoudre des équations et des inéquations (par équivalence, en fixant préalablement la variable
et en justifiant chaque étape, surtout quand on compose par une fonction ... qui doit étre strictement
monotone)

C4 : Calculer des limites de fonctions en utilisant les croissances comparées, les propriétés sur les limites,
les équivalents ou les développements limités

Cb : Démontrer des inégalités entre fonctions en considérant la fonction différence et en établissant son
signe
C6 : Démontrer qu’'une fonction est prolongeable par continuité en un point

C7 : Utiliser le théoréme des valeurs intermédiaires, le théoréme de la bijection, ou le théoréme des
fonctions continues sur un segment

C8 : Dériver une fonction, opérations sur la dérivation (notamment la composition)

C9 : Etudier la dérivabilité en un point, dérivabilité a droite, dérivabilité a gauche

C10 : Déterminer I’existence d’une tangente a une courbe en un point, équation de la tangente
C11 : Utiliser le théoréme de dérivabilité d’une réciproque

C12 : Utiliser le théoréme de Rolle ou le théoréme des accroissements finis

C13 : Savoir utiliser les développements limités usuels (en 0, en a € R* en procédant par translation et
en * oo en posant h = 1/x), calculs de développements limités

C14 : Etudier les asymptotes horizontales, verticales, obliques et déterminer les positions relatives (lo-
cales) d’'une asymptote par rapport a la courbe



2 Correction des exercices

Exercice 1 (C1-C2-C4-C6) (F Etudier le domaine de définition, la continuité sur ce domaine, et éventuel-
lement le prolongement par continuité aux bornes du domaine de définition des fonctions suivantes :

xIn(x)

2 —
Notons Dy le domaine de définition de f. Soit x € R. Alors :

1. f:xr—

x>0 car Dln:Rj_

2140 < x>0etz#—-letax#1

r €Dy — {
<~ z €]0, 1[U]1, +o0]

Donc Dy =|0, 1[U]1, +o0].

La z — In(z) est continue sur R* tandis que les fonctions (polynomiales) x — z et z — 22 — 1 sont
continues sur R. En particulier, ces trois fonctions sont continues sur 0, 1{U]1, +oo[ et, par produit et
quotient (le dénominateur ne s’annulant pas), la fonction f est continue sur Dy.

Par croissances comparées, on a lim xIn(z) = 0. De plus lim (2% — 1) = —1 donc, par quotient de
z—0+t z—0+
limites, lim+ f(x) = 0. On en conclut donc qu’on peut prolonger la fonction f par continuité (a droite)
z—0

en 0 en posant f(0) = 0.
Il reste a étudier le prolongement éventuel par continuité de f en 1. Comme lim1 (x—1) =0, on a (par
z—

substitution) :
In(z)=In(l+ (z—-1)) ~ z-1
—

puis, par quotient :

r—1 s 1
f(z) Rt c’est-a-dire f(x) Nadleor]

En particulier, lim f(x) = lim = 2. Ainsi, on peut également prolonger f par continuité en 1 en

z—1 z—1x+1

1
posant f(1) = 7

1 — cos(z)
2 —

g% e —1

Les fonctions  —— 1 — cos(z) et © — e® — 1 sont définies et continues sur R et le dénominateur
x — e”® — 1 ne s’annule qu’en 0. Par quotient, la fonction g est donc définie et continue sur R*.

x :
On sait que 1 — cos(x) ~0 g tandis que e” — 1 ~o ¥ donc :
T— T—

2
2
z/ c’est-a-dire g(z)

~ ~
x—0 €T x—0

g(z)

|8

On a donc lin})g(x) = lin%)g = 0. On peut donc prolonger g par continuité en 0 en posant g(0) = 0.
z—> z—>
z® siz >0
3. h:z+— i
sin(z) siz <0

Par définition c:fe h, son domaine de définition est R’ . Par quotient de fonctions continues, la fonction
h est continue sur R*. De plus, pour tout z € R%, on a h(z) = e®n(®)  Par produit et composée de
fonctions continues, h est donc continue sur R* (en effet, la fonction 2 — xIn(x) est continue sur R
tandis que la fonction exponentielle est continue sur R). Finalement, & est continue sur R*.

Par croissances comparées, on sait que lim xIn(xz) = 0 donc (par composition des limites), on a :

z—0t

lim h(z) = lim eX =1
z—0t X—=0

D’autre part, on sait que sin(x) ~ 2 donc (par quotient) lim h(z) = 1. On peut donc prolonger la
x—0~ rz—0~

fonction h par continuité en 0 en posant h(0) = 1.



Exercice 2 (C1-C2-C6) Soit f la fonction d’expression :

fl@) = |] + (z — |z])?

Donner le domaine de définition de f et étudier la continuité de f sur ce domaine.
On sait que la fonction partie entiére est définie sur R, tout comme la fonction  — x. Par différence, somme
et produits de fonctions définies sur R, on peut conclure que :

‘la fonction f est définie sur R‘

On sait de plus que © — |x] est continue sur tout intervalle |n,n + 1[ od n € Z. Par différence, somme et
produit, la fonction f est donc continue sur R\ Z. Il reste maintenant a étudier la continuité en tout point
entier.

Soit n € Z. On sait que lim |z| =n donc :
z—nt

lim (n+ (n—n)?) =n= f(n) car [n| =n

z—nt

Par ailleurs, lim |[2| =n —1 donc :
r—n—

lim (n—1+(n—(n—1)%) =n—1+n= f(n)

r—n—

La fonction f est donc continue & droite et & gauche au point n. Elle est donc continue au point n. Finalement :

‘ la fonction f est continue sur R‘

Exercice 3 (C4) Déterminer les limites suivantes :
L. 6= lim (e® —In(z))

r—+00
Soit 2 € R. On a cos(x) < 1 donc e°*(*) < e (par croissance de la fonction exponentielle sur R) puis

e _In(x) < e—In(z). Or ”LEIPOO (=In(z)) = oo done d’apreés le théoréme de comparaison.

1 T
2. lo = lim (1 - )
Tr—+00 €T

1\* 1 1 1 1
Pour tout x €]1, +oo[, on a (1 - ) = e (1_96). Or lim (—) = 0 donc In (1 - ) ~ =

€T Tr—+00 €T €T Tr—+00 €T

1 1
Par produit, il vient z In (1 - ) ~ —1. On en déduit que lim zIn (1 - ) = —1 et donc, par
T x

X x—+00 —+0o0

composition des limites, | {5 = lim1 eV =e"1|
y——

3. U3 = mgrilooa:(ln(x +3) — In(x))

Pour tout x € R, on a :

z(In(z +3) — In(z)) =zl ($+3) —zln (1+ i)

x

T—400 I T—+00 I T—+00

Or In (1 + 3> .~ 3 car lim 3. 0. Par produit, il vient z(In(z + 3) —In(z)) ~ 3. Ainsi,



In(3% — 2%)
T
Soit z € R*.. Alors :

In(3* —2%)  In(37(1—(2/3)") In(3%) 4+ In(1 — (2/3)%) In(1 - (2/3)*)

T T T n(3) + T
Or : )
2\" zln(%
lim <> — lim e”' <3) = lim e*=0
z—+o0 \ 3 T—+00 T——00

2
car In (%) < 0 puisque 3 €]0, 1[. Par composition des limites, on a donc :

(i (2)) < o

In(1 —(2/3)"
et aussi lim In(l = (2/3)%) = 0. Finalement, | £, = In(3) |

T—>+00 T
5. ¢5 = lim (\/a:2+m+1—ac)
T—>+00

Pour tout z € R%, on a :

1 1 1
Val+or+l-—x= :1:2(1++1>—1:—|x|\/1++2—x
\/ x T x

1 1
:x( 1++2—1> car || = x car x > 0
r

Par substitution, on a :
1 1 1/1 1 1 1
l+-+—5-1 ~ <+2> car lim (+2>:0
T x z—+o0 2 \ X T T—+00 \ T x

1 1
puis (par produit) va2+z+1—2 ~ 3 (1 + ) On a donc :

T—+00 x

f5 = lim
T—+00

DO |
7 N\
—
+
8|~
N———
I
| =

’_( COMMENTAIRE J

On peut aussi utiliser I'expression conjuguée. Pour tout # € R% , on a en effet :

Vit +1+2 Vit rtldz
x(1+%)
[\ /14+ 2+ 742

1+1
= = car |z| = x car x = 0

Viti+=+1

/2 _ /2

La limite cherchée est donc /5 = =

1
Vitl 2




322 +22x -1
b = i -
6 6 w—l>n—11 .Iz -1
Le trinome 322 4+ 22 — 1 s’annule en —1 donc il se factorise par 2 + 1. On a les factorisations :

3x2+2x1—3(x+1)<x;> et 22 —1=(x—1(z+1)

Par conséquent :

1 _1
lg = lim L(x?)) — lim -3/
a——1 (x—1)(z+1) -1 x—1

7. 47 = l_igl (\/x2+2x—|—3—|—a:)

Soit z € R* . Alors :

2 3 2 3
x2+2m+3+m=\/x2<1++2)+m:|$|\/1++2+x
€T xr €T x

2 3
x( 1++21> car |z| = —z puique < 0
r oz

2 3 1/2 3 . 2 3
I+—-+—=5-1 ~ S (=-+—=5 car lim |-+ —5|=
T €T z—+oo 2 \ T €T z—+00 \ T T

—1 3
puis (par produit) Va2 +2x +3+a ~ — (2 + ) On en déduit donc que :
x—+oo 2 T

¢—[ COMMENTAIRE ]

On peut, comme a la question 5., utiliser ’expression conjuguée mais attention :

Ve R_, |z| = —x

8. 4y = lim (z—1In(1+2x))
Tr—>+00
Pour tout z € R%, on a :

o ta(l+a) =2 (1- 25 :x<1_ln<w>_1n<1+;>)

x T x

In(1+1
M = 0 (le numeérateur tend vers In(1) = 0

. In(z) . 3 .
Or lim = 0 par croissances comparées et lim
r—+o0o0 I r—+00

x
tandis que le dénominateur tend vers +00). Par produit de limites, on a donc .

COMMENTAIRE ]

In(1
En I'état  lim M

x—>r+00 a5

n’est pas une croissance comparée.




T _ 9w

z—0 x
Pour tout x € R*, on a :

3:10_29:739:_1 2z _ 1 eln(3)a:_1
X - X X X

On a lim In(3)z = lim In(2)x = 0 donc :

z—0 z—0

eln(S);L' 1 ~ 111(3)5[1 et eln(2)l‘ -1 ~ 1I1(2)37

x—0 x—0

donc :

=In(3) et lim

3
Par différence, on obtient donc |fg = In () .

10. 410 = lim (33” — 7%+ e“’)
Tr—r+00
Pour tout x € R, on a :

3% _ g% 4 e = g% (<3> 1 (;)I) — g (eln(B/ﬂ')w o 1+eln(e/3)m)
m

3
Orln()<Oetln(e)<Ocar0<e<3<7rdonc:

s ™

lim e™G/M% = Jim e¥ =0 et de méme lim e®(e/mz — g
T—+00 Yy—r—00 T—r+00

Par ailleurs, 1,1—1>r-+1—100 7 = 100 (car In(m) > 0) donc .

11. 64, = lim (xH)

T——00 T + 2

1\* a1
Pour tout x €]-00, —2[, on a <x+> = emln(w+2) et :
x

+2
1 1 1 1
In (2 + =In(1- ~ = car lim | — =2
T+ 2 rT+2) x>-00 x42 T——00 T+ 2
1 1 r 41
Onaz+2 ~ xdoncon aaussiln T ~ ——. Par produit, il vient xIn T ~ -1
T——00 $+2 T——00 €T £C+2 T——00

Par composition des limites, on a finalement :

éll = lim e¥ = e71
y——1

L (@4ahH2—a
12 b= e

Comme lim 2% = 0 et lim (—223) = 0, on a par substitution :
xz—0 z—0

4
LT _9.3\1/3 _ 1 _2 3
oD et (1—227) 1 x

aN1/2
(1+£C ) ! x—0 3

et donc (par quotient) :
(1+a2h)t/? -1 3
(1— 22313 150 4"

3
Finalement, | /15 = lim (—x) =0\
z—0 4




Exercice 4 (C2-C5) Etablir les inégalités suivantes :

1.VeR, e*>1+2x
La fonction f:x +— e” — 1 — x est dérivable sur R et pour tout x € R, on a f'(z) =e® — 1 donc :

F(@)>20 <= e">1 < 220

par stricte croissance de la fonction logarithme sur R’ . On a donc le tableau de variations de f suivant :

T -0 0 +00

f'(x) - 0 +

+00 +00
0

La limite en —-oco est immeédiate et :

lim f(z)= lim e (1—e *—ze ®) =100 par croissances comparées

Pour tout z € R, on a f(x) > 0 et donc :

‘pour toutz e Rionae”>1+z

T 2
2. Vx € [O, 5}, —z <sin(z) <z
oy
On démontre les deux inégalités séparément.

T
e Montrons que pour tout z € [0, 5}, on a sin(z) < x.

La fonction f : x — x — sin(x) est dérivable sur [0, g} et, pour tout = € [0, g}, on a f'(z) =
1 —cos(z) = 0. Donc la fonction f est croissante sur [0, g} et donc, en particulier :
Vx € [O, g} , f(z) =0 ¢’est-a-dire sin(z) < x
0 2 .
e Montrons que pour tout z € [0, 5}, on a —x < sin(x).
0
La fonction g : © — sin(z) — —x est deux fois dérivable sur {0, f] et :
7r
i ’ 2 " .
Vo € [07 5] , g'(x) = cos(x) — — et g"'(z) = —sin(x)
™

Sur Uintervalle, la fonction g” est strictement négative sauf en 0 o elle s’annule. Il s’ensuit donc que
T 2 T
g’ est strictement décroissante sur [O, 5] Comme 0 < — < lonag(0)>0etg (5) < 0, il existe
™
™
un unique 6 € [0, 5} tel que ¢’'(f) = 0 d’aprés le théoréme de la bijection. On a donc le tableau de
variations suivant :

T 0 0 3
g (z) + 0 -
9(0)
g / \
0 0

En particulier, on a g(z) > 0 pour tout = € [07 g] ce qui démontre la deuxiéme inégalité.



Finalement :

2
Vo € [0, g} , s Csin(z) <

3. ¥n € N\ {0,1}, Vz € [-1,0[U]0, +oo[, (1 + )" > 1+ nzx
La fonction & — (1 4 2)™ — 1 — nx est dérivable sur R (en tant que fonction polynomiale) et :

VeeR,  f(a)=n(l+a)" —n=n(1+2)""" ~1)
et donc, pour tout € [—1,+00[, on a :

f(x)>0 < Q+2)"'>1 carn>0

— e(n—l)ln(l+w) >1

<~ (n—1)In(1+2z)>0 par stricte croissance de la fonction In sur R
<~ In(1+2z)>0 carm—1>0

= l+z>1 par stricte croissance de la fonction exponentielle sur R
= x>0

On a le tableau de variation de f suivant :

n—1 +00

Pour la limite de f en +00, on peut par exemple factoriser par ™ pour justifier que cette limite vaut +oo.
On a f(0) = 0 et la fonction est strictement croissante sur [0, +oo[ (respectivement strictement décrois-
sante sur [—1,0]) donc :

Y €]0, +oo], f(z) > f(0) (respectivement : Vo € [-1,0], f(z) > f(0))

Pour tout z € [—1,0[U]0, +oco[, on a donc f(z) > 0, c’est-a-dire :

Vo€ [-1,000)0,+00[,  (1+2)" > 1+ na




4. Vo €] — 1, +00], :CL—H <In(l4+2) <

On démontre les deux inégalités séparément.
e Montrons que pour tout « €] — 1, +00[, on a In(1 4+ z) < «.
La fonction f: 2z +—— x —In(1 + ) est dérivable sur | — 1, +oo[ (par différence et composition) et :

1 T
-1 ") =1-— =
Veel-lasl, S0 =1- 1=
On obtient le tableau de variations de f suivant :
x —1 0 +00
f'(x) - 0 +

+00 +00
0

Pour la limite en +oo, voir la limite ¢g de I'exercice 3. On obtient bien I'inégalité annoncée.

e Montrons que pour tout = €] — 1, +o0[, on a 1 j_ < In(1 + x).
x
La fonction g : ¢ — In(1 4+ ) — 1 _T_ est deux dérivable sur | — 1, +oo[ et :
1 1 T

Vo €] — 1, +o0], g'(x) = I+ (1+2)? (1+2)?

On obtient le tableau de variation de g suivant :

x -1 0 +00

g'(z) - 0 +

+00 +00
g \ /
0

La limite en +o0o est immeédiate et :

lim g(z) = (z+1)In(z+1) —x) = +00

1m
r——1+ r——1t T + 1

car (par croissances comparées) lim (z+1)In(z+1) = lim yIn(y) = 0. On a donc bien la deuxiéme
r——1+ y—0+

inégalité.
Finalement :

pour tout = €] — 1, +o0[, on a <In(l+z) <z

T
+1




= 1
Exercice 5 (C6) Soit f la fonction définie sur R* par f(z) = cos () pour tout € R*. En considérant
x

la suite (U, )n>1 définie par U, = — pour tout n € N*, montrer qu’il n’est pas possible de prolonger la fonction
nm

f par continuité en 0.
Pour tout n € N*, on a :

1 sin est pair
—1 sin est impair

cos(Uy,) = cos(nm) = { c’est-a-dire f(U,) = (=1)"

En particulier, la suite (f(U,))nen est divergente (puisque ses deux suites extraites convergent vers des limites
différentes). Cela implique que la fonction f n’admet pas de limite en 0. Donc :

‘on ne peut pas prolonger la fonction f par continuité en 0

Exercice 6 (C2-C8-C10-C14) Déterminer le domaine de définition D¢ de chacune des fonctions f sui-
vantes et étudier 'existence de tangentes et d’asymptotes.
1. f:x— e+ 32
La fonction f est définie sur R comme somme de fonctions qui le sont (donc Dy = R).
e Etude en -0
On remarque que lim (f(xz) —3z) = lim e” = 0. Donc la droite d’équation y = 3z est asymptote
T—+00 Tr—r— 00
oblique & la courbe représentative de f au voisinage de —oo.
e Etude en +o00

Ona lim M = lim (3 + e> = +00 donc la courbe Cy n’admet pas d’asymptote au voisinage
r—+00 €T r—+00 €T
de +o0.
1
2. fix—xz+1—1In 1)
x

Soit z € R. Alors :

x#1
r €Dy 1 — z>1
1-=>0
x
donc Dy =|1, +o0.
e Etude en 1 )
Ona lim In{1——] = lim In(X) = —oo donc lim f(z) = —oo. On en déduit que la courbe Cy
z—1+t T X—0 z—1+t

admet la droite d’équation x = 1 comme tangente verticale.
e Etude en +00

On remarque que :
lim (f(z) — (z+1)) = lim —In (1 _ 1) —0

—+00 T—+00 €T

donc la droite d’équation y = x + 1 est asymptote oblique & la courbe C; au voisinage de +oo.
3. fraxr——In(z) +4x
La fonction f est définie sur Dy =]0, +oo].
e Etude en 0
On a li)rglJr f(x) = oo donc la courbe Dy admet la droite d’équation 2 = 0 comme tangente verticale.
x

e Etude en +o0o
1
On a lim M = lim (4+ n(z)) = 4 par croissances comparées. De plus, lim (f(x) —
r—+00 X r—+00 x r—+00
4x) = +00. Donc la courbe C; présente une branche parabolique de direction asymptotique la droite
d’équation y = 4x au voisinage de +0o.

10



4. fix—2x+ V22 +4x+3

Soit x € R. Alors :
r€D; = 2°+42+3 & 7z €]-00,-3]U[-1,+00]

donc Dy =]-00, —3] U [—1, +o0].
e La fonction f ne présente ni asymptote, ni branche parabolique, ni tangente verticale aux points
d’abscisses —3 et —1 (ces nombres appartenant au domaine de définition de f).
e Etude en +o00

2 |:7 1 4 3

T+ |x +=+ =

On a lim —f(x): lim T —3et:
Tr—r+00 e r—r+00 i

lim (f(z)—3z)= lim (Va?+4z+3—2)= lim x( 1+4+32—1>—2
r

T—++00 T—++00 T—+00

4 1/4 4
1+*+3 1 <+32) puisque lim (+3>0
x

car :

= ~ -
2 z—+00 2 \ T x z—+00 \ T 2

On en déduit donc que la droite d’équation y = 3z + 2 est asymptote oblique & la courbe Dy au
voisinage de +o0.
e Etude en -0
f(x)

On procéde de la méme maniére : puisque |2 = —zsiz € R_,ona lim “—= =1 puis:
Tr—r—0Q0 X

[ 4 3
lim (f(x)—2)= lim -z I+-+—5+1]|=+00
T——00 T——00 x x

tend vers 2 en —oco

Donc la courbe D¢ présente une branche parabolique de direction asymptotique la droite d’équation
y = x au voisinage de -o0.

2

5 f:raxr—
r—1
Soit z € R. Alors :

<— x>1

r €Dy = 582#1 — v71
f 33120 x —1 >0 puisque 2 >0
T —

donc Dy =|1, +o0l.
e Etude en 1

On a lim f(z) = lim ,/y = +oo. Donc la courbe C; admet la droite d’équation = 1 comme
r—1+ Yy—r+0oo

tangente verticale.
e Etude en +00

On a:
=x
1 1
m P o LB ~0
r—+o0o0 I rx—+00 T r—1 T —+00 rx—1

donc la courbe Cy présente une branche parabolique de direction asymptotique ’axe des abscisses au
voisinage de +00.

11
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Exercice 7 (C1-C2-C7) Soit f:z—1In (1 + :z:)

— T

1. Déterminer le domaine de définition Dy de f.
Soit = € R. Alors :

r#1
€Dy <= 1+m>0 = z€]-1,1]
1—-2z
T -00 —1 1 +00
1+ - 0 + +
1—-x + + 0 -
1+
’ ~ 0 + -
11—z
Donc | Dy =] — 1, 1]}

2. Montrer que f établit une bijection de Dy sur R et déterminer ’application réciproque.
Soit y € R. On résout I'équation f(zr) =y d’inconnue € Dy. On a :

1n<1+x> _y
1—x

1+
1—=z
l1+z=eV—¢eY2
x(l+eY)=eY—-1

flx)=y

=eY car la fonction exponentielle est strictement croissante sur R

eV —1 V4120
x—1+ey car e

F1r1 1

Cela prouve que y admet un unique antécédent par f dans R. Il reste a établir que ’antécédent obtenu
x appartient a Dy. Or :

v—1
¢ <l & —-1-eY<eVy-1<eY%+1 careY+1>0
1+ey

€Dy < —-1<

— 2eY>0et2>0

ce qui est toujours vrai. Donc y admet un unique antécédent par f dans | — 1, 1[. Finalement :
R — |-1,1]
f réalise une bijection de ] —1,1[ dans R et f~1: eV -1
v = 1+ev

COMMENTAIRE ]

Etant donné qu’il est demandé de déterminer la réciproque, il est inutile d’appliquer le théoréme de la
bijection pour établir le caractére bijectif de f. En effet, la méthode utilisée dans la question 2. permet de
montrer que f est bijective et de donner son application réciproque.
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Exercice 8 (C7) Soit f et g continues sur R telles que :

Ve eR, f(z) #0, |f(z)] =|g(z)]

Montrer que g = f ou g = —f.
La fonction f ne s’annule pas sur R donc on peut définir la fonction

h:R—R

e 22

f(x)
Par hypothése, pour tout « € R fixé, on a |h(z)| = 1, donc h(x) = £ 1. On veut monter que h est forcément une
fonction constante, égale a 1 ou a -1 sur R tout entier.
Raisonnons par 'absurde et supposons qu’il existe (a,b) € R?, a < b, tel que h(a) = 1 et h(b) = —1. La fonction
h est continue sur R comme quotient de deux fonctions continues avec un dénominateur qui ne s’annule pas.
On remarque que 0 € [—1, 1], donc par théoréme des valeurs intermédiaires, il existe ¢ €]a, b tel que h(c) = 0.
Or h(c) = £1, d’ou la contradiction.
C’est donc que h ne change pas de valeur, donc h est la fonction constante égale & 1 ou la fonction constante
égale a -1.
Ainsi, f =g sur Rou f = —g sur R.

Exercice 9 (C3) Résoudre dans R les équations et inéquations suivantes.
On note S 'ensemble des solutions de chacune des (in)équations.

COMMENTAIRE J

Lorsqu’une (in)équation met en jeu une fonction qui n’est pas définie sur R (fonctions logarithme, racine
carrée...) il ne faut pas oublier de commencer par déterminer le domaine de validité de 1’(in)équation (pour
éviter d’avoir des valeurs erronées a la fin).

1|22 +3z+3|>1
Soit x € R. Alors :

|22 +324+3|>1 <= 22 +3zx+3>1loua? +3x+3< -1 < 22 +32x+2>00uz’+324+4<0

Le discriminant de 22 + 3x + 4 est strictement négatif donc ce trindme est toujours strictement positif
(car du signe de coefficient dominant 1). De plus, les racines de x? 4+ 3z + 2 sont —1 et —2 donc :

2 +32+2>0 <= x€]-00,—2[U] — 1, +0]

Donc 'ensemble des solutions est ‘ S =]-00, —2[U] — 1, +o0] ‘

2. In(z% — 62 +9) = 2In(z — 3)
Déterminons le domaine de validité D de cette équation. Soit x € R. Alors :

22 —6x+9>0

350 <« z € R\ {3} et x €]3, +r00[ <= =z €]3, +o0[

x€D<:>{

De plus, pour tout = €]3, +o0[, on a :

In(z? — 6z +9) = In ((z — 3)?) = 2In(z — 3)

donc tous les éléments du domaine de validité D sont solutions de 1’équation. Ainsi ‘ S =D =3, +oq] ‘
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3. |z +2|+2+ 27 =a?
Soit x € R. On a :

o+ 2 = r+2 siz+220 r+2 sixz>-2
Sl —z—2 siz4+2<0 | —x—2 siz< -2
On distingue maintenant deux cas.
e Premier cas : z € [-2, +o0].
Alors :
|z +2|+2+20 =22 <= 2+2+2+22=2" < 2> -3r—-4 < z=—-louxr=4

Comme —1 et 4 appartiennent a [—2, +00[, ces valeurs sont solutions de 1’équation.

e Deuxiéme cas : z €]-00, —2|.
Alors :

lz4+2+24+ 20 =27 <= —2-2+2+2r=2° = =z

2

—rx—2=0<= z=—-1loux=2

Comme —1 ¢]-00, —2[ et 2 ¢]-00, —2[, aucune de ces deux nombres n’est solution de 1’équation.

On a donc finalement | S = {—1,4} |.

4. © — 6 >1
z+4
Le domaine de validité de I'inéquation est D = R\ {—4}. Soit = € D. Alors :
2 _ A 2 _
6 > x*+4x—6 (:r+4)>0<:)x+3x 10>0
T+ 4 z+4 z+4
< x € [-h, —4[U[2, +o0]
T -00 -5 —4 2 +00
z? +
30— 10 + 0 0 +
r+4 — - 0 + +
z°+32—10
e - 0 + - 0 +

14




5 V222 —x—1>2zx+1

Déterminons le domaine de validité D de 'inéquation. Soit = € R. Alors :

1
1€ED = 2?—r-120 xe}oo,—2] U [1, +o00[

1
Donc D = } -00, —2] U1, +oo.
Soit « € D. On distingue rois cas.

1
e Premier cas : z € ]oo, 3 {

Alors 2z + 1 < 0 tandis que v222 — 2 — 1 > 0. En particulier, on a v222 —x — 1 > 22 + 1 (ce qui
signifie que = est solution).

s 1
e Deuxiéme cas : x = 75

Alors /222 — 2z — 1 =2x + 1 = 0 donc = n’est pas solution.
e Troisiéme cas : x € [1,+o0|
Comme V222 —xz — 1 € Ry et 20+ 1 € R, on a par stricte croissance de la fonction carrée sur Ry :

22— —1>20+1 <= 202 —2—1> 22 +1)? < 20 —r—1>4a% +4a+1
— 222 +52+2<0

1
_9 _Z
= xe} , 2[

[ =@, il n’y a pas de solution dans l'intervalle [1, +o0[.

Comme [1, +oo[ﬁ} -2,—

N
DN | =

Finalement, | S = ] -00

6. x =vV2— 22

On cherche le domaine de validité D de I'équation. Soit € R. Alors :

TED & 2—22>0 xe[—\@,\@]

Donc D = [—\/i, \/ﬂ
Soit « € D. On distingue deux cas.
e Premier cas : z € [,\/5,0[
Alors 2 < 0 tandis que v2 — 22 > 0 donc x # v2 — 22 (et donc 2 n’est pas solution de I’équation).
e Deuxiéme cas : z € [O, \/ﬂ
On a (:L', V2 — xQ) € (R, )? donc par stricte croissance de la fonction carrée sur Ry on obtient :

r=V2-22 < 22=2—-22 — ’=1 <<= z=—-louz=1 < =1

car 1 € [0,+/2] tandis que —1 ¢ [0,v/2].

Finalement, .

7. e?—1—-2e =0
Soit z € R. Alors :

e?—1-2e =0 < () —e®—2=0 car e’ # 0

—= X?-X-2=0 en posant X =e”
<— X=—-1louX=2

< e"=—-1loue” =2

< z=1n(2)

car e® > 0 tandis que —1 < 0 (pour la premiére équation) et par stricte croissance de la fonction

logarithme sur R* (pour la seconde équation). Ainsi, |S = {In(2)} |
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[z +1
<
T —2 Ve
Déterminons le domaine de validité D de 'inéquation. Soit = € R. Alors :
T #2
reD = { THl o = 20, 00N 00, ~1]UJ2, +o0])
T —2
z =20
= 7z €]2,+00]
donc D =]2, +00[.
T -0 —1 2 +00
z+1 - 0 - -
T —2 - - 0 +
z+1
+ 0 - +
T —2
: . ., . . x+1 9
Soit x €]2, +oo[. La fonction carrée est strictement croissante sur R et p— V) € (Ry)?* donc :
T —
r+1 rz+1
2<\/5<:>—2<x<:>x+1<x(x—2) carz —2 >0
x — x —

= 22-3r-1>0

3—\/ﬁlu

& r € |-00,

3+13 [
gt

3++v13
.+

2

On a donc § =|2, +o0[N (1 ~00, 3_2\/ﬁ[u

00 D et il reste a calculer cette intersection. On

3—-V13
a9 < 13 donc 3 < /13 (par stricte croissance de la fonction racine carrée sur R1) donc — < 0.

1
M>2

D’autre part, car :

3++v13
%>2<:>3+\/13>4<:>\/13>1 ce qui est vrai

Finalement, | S =

3+V13 l
— |

57 =3VE
Le domaine de validité de I’équation est Ry. On remarque que 0 est solution de I’équation puisque
50 = 39 = 1. Soit maintenant = € R* . Alors :

5w3 —3VT exB In(5) _ o vz In(3)

«— 3In(5) = vz In(3) par stricte croissance de la fonction exponentielle sur R
1
— 2% = n(3) car In(5) # 0 et \/x # 0
In(5)
PRI In(3) 2/
~ \Un(5)

(3 2/5
par stricte croissance de la fonction t — t2/° sur R,.. Ainsi, | S = {O, < al >> } .
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1
Exercice 10 (C7) Soit f € C([0,1],R). Pour tout n € N, on pose u, = / f(z)e " du.
0
1. Justifier qu’il existe deux nombres réels m et M tels que :

Yz € [0,1], m< f(z) < M

La fonction f est continue sur R. Elle est donc continue sur le segment [0, 1] donc elle y est bornée ce
qui signifie que :

‘H(m,M)eR27 vz € [0,1], mgf(a:)gM‘

2. En déduire, pour tout n € N, un encadrement de w,,.
Soit n € N*. L’intégrale u,, est bien définie car la fonction = — f(x)e ™" est continue sur le segment
[0, 1]. Pour tout x € [0,1], on a me " < f(xr)e ™ < Me ™ car e " > 0 et d’aprés la question 1.
Par croissance et linéarité de I'intégrale, il vient :

1 1
m/ e_mdxgungM/ e " dx
0 0

1 —nzl —-n
_ e 1—e
e "dx| — =
0 no ], n

1—e ™™ 1—e ™™
Vn € N*, m——— < U, <M—-——
n n

Or (puisque n # 0) :

donc :

3. Conclure quant a la convergence de la suite (uy,)nen-

. l—e™™ ) 1l—e™™
Ona lim m——— = lim M——— =0 donc, d’aprés le théoréme des gendarmes :
n—-+oo n n—+oo n

‘1a suite (un)nen est convergente de limite 0

Exercice 11 (CT) Les quatre questions sont indépendantes.

1. (a) Montrer que I’équation x? cos(z) + x sin(x) + 1 = 0 a au moins une solution dans R.
Soit la fonction f : 2 —— x?cos(z) + zsin(z) +1. On a f(0) =1 > 0 et f(r) = —72 +1 < 0. De
plus, la fonction f est continue sur l'intervalle [0, 7]. D’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires,
il existe ¢ € [0, 7] tel que f(c) =0 ce qui signifie que :

2

’ I'équation z* cos(z) 4+ xsin(x) + 1 = 0 admet au moins une solution dans R‘

(b) Proposer un programme informatique qui fournisse un encadrement d’une solution de cette équation
par une méthode de balayage, la précision étant choisie par 'utilisateur.
La fonction ci-dessous prend en entrée une précision p. Partant de 0, on ajoute p tant que 'image par
f reste positive.

1 from math import *
2 |def balayage(p)

3 x =0

4 while (x**2%cos(x)+x*sin(x)+1 > 0)
5 X=x+0p

6 return x-p, X
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2. Soit n € N*. Montrer que I’équation 2" + 222+ = 1 a une unique solution dans R et que cette solution
1
appartient a l'intervalle [07 3

Soient n € N* et f : x — 2™ + 222 + 2. La fonction f est continue sur R .
De plus, f est dérivable sur R, et :

Vo e Ry, fl)=nz"'4+42+1>1>0

donc f est strictement croissante sur Ry. On a le tableau de variation suivant :

x 0 +00

f /

0

+00

On a de plus f(R;) =Ry (carn > 1) donc 1 € R. D’aprés le théoréme de la bijection, on peut conclure
que :

I'équation f(z) =1 (c’est-a-dire 2™ + 222 + z = 1) admet une unique solution dans R (notée z,,) ‘

Par ailleurs, on a f(0) =0< 1 et :

1 11 1 1
—_ = —_— —_ _—= — >
f<2) o T515 2n+1/1

1
On a donc 'encadrement f(0) < f(x,) < f (2> Or la fonction f est strictement croissante sur Ry

donc on a aussi 0 < z,, < 5 Donec :

1
I"unique solution cherchée appartient en fait a 'intervalle [07 2}

3. Montrer que le polynéme P = 5X6 + X4 + X3 4 2X2 — 1 admet au moins deux racines réelles.
On remarque que P(0) = —1 < 0 tandis que P(1) = 8 > 0. Or P est continue sur [0, 1] donc, d’aprés
le théoréme des valeurs intermédiaires, le polynome P admet au moins une racine dans Uintervalle [0, 1]
(méme ]0, 1] puisque P(0) # 0).
De plus, P(—=1) =6 > 0 (et P(0) = —1 < 0) et P est continue sur [—1,0] donc le polynome P admet au
moins une racine dans Pintervalle [—1,0[ d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires. Finalement :

‘ le polynéme P admet au moins deux racines réelles ‘
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4. (a) Soit n € N\ {0,1,2}. Montrer que ’équation 2™ e ~* = 1 admet exactement deux solutions dans R,
l'une dans l'intervalle [0, n] et 'autre dans l'intervalle [n, +ool.
Soit n € N\ {0, 1,2}. La fonction f : 2 +—— z™e " est dérivable sur R et :

Vo e Ry, fl(x)=(na" ' —a2™)e " =" (n—2)e " qui est du signe de n — x

On a le tableau de variations suivant :

x 0 n +00
f'(x) - 0 +
nn e —n
f / \
0 0

f(n)zn”e7":—=<f)n>1 (2.1)

carn >3 >e.
e Etude sur [0,n]
La fonction f est continue sur [0, n] et elle y est strictement croissante (car pour tout = €]0,n[, on
a f'(x) > 0). De plus, 1 € f([0,n]) = [0, f(n)] d’aprés (2.1). D’aprés le théoréme de la bijection,
léquation f(x) =1 admet une unique solution dans l'intervalle [0, n].
e Etude sur [n,+o00[
La fonction f est continue sur [n, +00[ et elle y est strictement croissante (car pour tout x €]n, +00],
on a f'(z) > 0). De plus, 1 € f([n,+o0[) =]0, f(n)] d’aprés (2.1). D’aprés le théoréme de la
bijection, ’équation f(z) = 1 admet une unique solution dans Uintervalle [n, +oo.
Finalement :

’ f prend exactement deux fois la valeur 1 dans R (une fois dans [0,n] et une fois dans [n, +o0) ‘

n rappelle le principe de dichotomie. Si une fonction f s’annule une unique fois sur un intervalle
b) O lle 1 incipe de dichotomie. Si foncti ’ 1 i foi int 11
[a, ], alors on construit la suite de segments ([an,by])nen par ag = a et by = b et, pour tout n € N,

cp  Sinon b, sinon

oil ¢, est le milieu du segment [a, b]. Ecrire une fonction dichotomie prenant un nombre strictement
positif eps et renvoyant un encadrement de la solution appartenant a l'intervalle [0,n] & eps prés a
I’aide de ce procédé.

On commence par générer la fonction que 'on étudie z — 2™ e ™% — 1.

1 |from math import =*
2 |def f(x)
3 return xx*nxexp(-x)-1

On utilise une boucle while :

1 |def dichotomie(n,eps)

2 a=20

3 b=n

4 while (b-a > eps)

5 c = (at+b)/2

6 if f(a)*f(c) < 0 :
7 b=c

8 else :

9 a = ¢Cc

10 return a, b
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Pour tout z € R%, on a :

1 1 1
Vit —z= z2<1+>x—x| 1+x—x<\/1+1>
\/ x x x

car |z| = x puisque z > 0. Or :

car

donc (par produit)

T—r+00 2
.z +In(x) en +00
Onalx+In(z) ~ x|car:
1 1
i 2@ (1+ n(x)) —1
Tr—r+00 e Tr—r+00 X

par croissances comparées.

~

z—0t

Onaz?++/x ~ /ztandisquel—e?®
z—0+

z—0t
2+ \/z VI oz

~ _—— =
1—e?2x 40+ 22 2

. In(cos(z)) en 0

On a:
In(cos(x)) = In (1 + cos(z) — 1)) ~ cos(z) —1 car lim (cos(z) —1) =0
z—0 z—0
x? x?
et on sait que 1 —cos(x) ~ — donc |In(cos(x)) ~ ——|
x—0 x—0 2
1 1
- n
z  In(x) o e
1 1 1
Onal|— ~ car :
x  In(z) s—+o In(z)
1 1
; + n(x 1
lim 26— fim (n(x)+1)=1
T—r+00 T—>+00 X

In(z)

par croissances comparées.

. 2zln(z) — zln(z? 4+ 1) en +o0
Pour tout x € R*, on a :

Exercice 12 (C4) (3 Déterminer un équivalent simple des expressions suivants aux points indiqués :

1. Va2 4+ 2 — 2 en +00

—2x car lim 2z = 0. Par quotient, on obtient :

1 1
2z1n(z) — zln(z® + 1) = 2z1n(z) — z | In(z?) +1n <1 + 2> =—zln (1 + 2>
N—— T T
=21In(x)
1 1 1 , )
Comme lim — =0doncln |1+ — ~ — et donc, par produit, | 2z In(z) — xIn(z* + 1) ~
z3+00 2 x2 | 2400 x2 T—+00

1

T
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Exercice 13 (C1-C2-CT) Pour tout z € R, on pose :

et +e % e? —e™ 7"

ch(x) 5 et sh(z) =

1. Montrer que, pour tout = € R, on a ch(z)? — sh(z)? = 1.
Soit x € R. Alors :

Ch(x)Q B Sh(x)2 _ (ea: +e—7;)2 ; (ez _ e—I)Q _ 627; + 260 +e—2z _4(62w _ 260 +e—2x)

et donc ’ pour tout € R, on a ch(z)? —sh(z)? =1 ‘

2. (a)

Démontrer que la fonction sh réalise une bijection de R sur un intervalle & déterminer.
La fonction sh est continue sur R.
Etudions les variations de la fonction sh sur R. Cette fonction est dérivable sur R et :
e Te —x
Vo € R, sh(x)=f>0
Donc la fonction sh est strictement croissante sur R. On a le tableau de variation suivant (les limites
sont immédiates) :

+00

sh /

Donc, d’aprés le théoréme de la bijection :

la fonction sh réalise une bijection de R sur sh(R) = } lim sh(zx), HIP sh(z)| =R
Tr——00 r—+0o0

Que peut-on dire de la fonction réciproque de sh (notée argsh) ? Déterminer notamment son tableau
de variation.

D’apres le théoréme de la bijection, la fonction argsh est continue sur sh(R) = R et elle y est stricte-
ment croissante (car de méme monotonie que sh).

T -0 +00

argsh /

+00
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3. Déterminer ’expression de argsh.
Soit y € R. On résout I’équation y = sh(z) d’inconnue = € R :

et _ g~
— =y < e —e *=2

sh(z) =y <
— (e®)’ —2ye®—1=0  en multipliant par e® # 0
— X -2yX -1=0 en posant X =e”
= X=y—-Vy+louX=y+ 32 +1

On sait d’aprés la question 2.(a) que 1’équation sh(x) = y admet une unique solution z, ce qui revient a
dire (par équivalence) que 1’équation du second degré X2 —2yX — 1 = 0 admet une unique solution en

la variable X = e?. Cette solution X est positive (puisque e > 0). Or on remarque que y — y/y? + 1 <
y 4+ vy%2 + 1 dont la solution cherchée est nécessairement y + y/y? + 1 (par existence et unicité de la
solution). Ainsi :

sh(z) =y <= X=y+Vy2+1
— e =y+Vy?+1

<~ x=1In (y + VY2 + 1) par stricte croissance de la fonction In sur R’

Finalement :

R — R
argsh : y In (y + \/?m)

’_( COMMENTAIRE J .

On peut se passer du théoréme de la bijection pour conclure quant au bon antécédent parmi X; =
y—y?+1et Xo=y++/y?+ 1. En effet, par stricte croissance de la fonction racine carrée sur R, on
a (puisque 32 + 1 > y?) :

Vi2+1> 42  Cest-adire Vyz+1> |y

Comme on a de plus |y| > y et |y| > —y,on a:

Vi+l>yet V2 +1> —y c’est-a-dire X1 <0et Xo0>0

Mais on sait que X =e® > 0 donc...

Exercice 14 (C1-C8) Aprés avoir déterminé le domaine de définition et le domaine de dérivabilité des
fonctions suivantes, calculer leur dérivée.

On note Diettre le domaine de définition de la fonction « lettre ».
1. a:qr—e® —o+l
Les fonctions exponentielles et z — 2% — x + 1 sont définies et dérivables sur R donc (par composition)

la fonction a est définie et dérivable sur R et :

Ve eR, d(z)=(2z—1)e” ot
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cos(z)

sin(z)
Soit z € R. Alors :

2. b:x+—>

€Dy < sin(z) A0 <= x#0 modn < = ¢ 7l

ol on a posé TZ = {lmr ‘ ke Z}. Donc Dy, = R\ 7Z. Les fonctions cosinus et sinus sont dérivables sur

Dy et la fonction sinus ne s’y annule pas donc (par quotient) la fonction b est dérivable sur Dy, et :

o 2 _ 2 1
Ve e D W (x) — sin(z)? — cos(x) _
TE D (z) sin(x)? sin(x)2
3. ¢:z v+ In(In(x))
Soit = € R. Alors :
r €D, z>0 — xz>1
¢ In(z) >0

par stricte croissance de la fonction exponentielle sur R. Ainsi, D, =1, +o0].
La fonction In est dérivable sur R* . Par composition, la fonction c est donc dérivable en tout x € R tel
que In(z) > 0, c’est-a-dire tel que = €]1, +o0[. Donc la fonction ¢ est dérivable sur D, et :

1

Vz € D., d(z) = R

1
4. d:x—— arctan (
T

La fonction inverse est définie et dérivable sur R* tandis que la fonction arctangente est définie et dérivable
sur R. Par composition, la fonction d est donc définie et dérivable sur R* et :

Vo € R*, d'(z) = ,iz arctan’ <1) = —% X 1(1)2 =— 2:_1
x x 2214 (2 T

5. e:x—> cos(y/x)
La fonction z —— /x est définie sur Ry tandis que la fonction cosinus est définie sur R donc (par
composition) la fonction e est définie sur D, = R..
Par ailleurs, on sait que la fonction x —— /z est dérivable sur R* tandis que la fonction cosinus est
dérivable sur R donc (par composition) la fonction e est dérivable sur R et :

sin(y/a)
NG

Vo e RY, e (z) =
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2z
6. f:x»—)tan<1+x2)

Indication : pour la fonction f, montrer préalablement que :

2
VreR, — —1<-——2_<1
1+ 22
Pour tout x € R, on a :
2x 2 +20+1  (v+1)2 2x
1= = >0  etd > -1
1—|—952Jr 1+ 22 1+ 22 eb done 1+ 22

La deuxiéme inégalité se démontre de la méme maniére.
Déterminons le domaine de définition de f. Soit x € R. Alors :

2x 2x T e
€D e L Dy e kel — |- pr T k[
rey T+az2 = 1+ 22 g TRM g AT
D’aprés les inégalités préalablement établi it Y 1100 >4 2
apres les 1mmegalites realablement etablies, Oon sal ue — . r — onc ———¢
p g p : que 1= , 5 a2

}—g, g [ Par conséquent, x € Dy, et donc Dy, = R.

Par quotient, la fonction = — est dérivable sur R tandis que la fonction tangente est dérivable

2x
1+ 22
sur son domaine de définition. Par composition, la fonction f est donc dérivable sur R (car pour tout

2x
:EGIR,OH&WGDC&H) et :

oo 21 4a?) —(22)? L 22\ 2— 227 20 \?
Vo € R, fi(z) = e tan T+:2) " 03297 1+ tan o2

7. g:x— /In(x)

Soit z € R. Alors :

x>0

In(z) > 0 = z=>1

z €D,y {
par stricte croissance de la fonction exponentielle sur R. Donc D, = [1, +o0].
De plus, la fonction In est dérivable sur R et la fonction racine carrée est dérivable sur R* donc (par
composition) la fonction g est dérivable en tout x € R% tel que In(z) > 0. Donc g est dérivable sur
|1, +o0] et :
1

Vo €]l +00[,  ¢'(2)= 2 /in(a)
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8. h:xr—>arctan< 1—x>
1+x

Soit z € R. Alors :

x# -1
z €Dy = 1fx>0 = z€]—-1,1]
14z~
T -00 -1 1 +00
11—z + + 0 -
14+ — 0 + +
1—=z
1+

donc Dy, = [-1,1].

x
est dérivable sur R\ {—1} tandis que la fonction racine carrée est dérivable sur

La fonction x — 1

11—z 1—2x

R . Par composition la fonction x —— 4/ T est dérivable en tout € R\ {—1} tel que 1 >0
x x

c’est-a-dire est dérivable sur ] — 1, 1[. Ensuite, la fonction arctangente est dérivable sur R donc (par

composition) la fonction h est dérivable sur | — 1, 1[ et pour tout = €] — 1,1[, on a :

—(14z)—(1—x
’ ( (1-‘!)-36)(2 : 1 1 142 1+=x
W(x) = X = - X
9. [1=z 1+< 1,1,)2 14+z)2V1-=x 2

1 X\/l—i-a:
210+z)  Vi—=z
1

oI — 22

9. i:m»—>ln(\/1—m)

Soit € R. Alors :

r €D — 17220 z< 1 = x €]-00,1]
‘ Vi—2>0 x <1 T

In(1 — x)

et donc D; =|-00, 1. Pour tout € D;, on a 1 — 2 > 0 donc on a I'égalité i(z) = . La fonction

x — 1 — x est dérivable sur R tandis que la fonction In est dérivable sur R donc (par composition) la
fonction ¢ est dérivable en tout x € R tel que 1 — = > 0. Autrement dit, ¢ est dérivable sur D; et :

1

Vr € Di, ’L/(l') = —m
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Exercice 15 (C9) (F Soient a un nombre réel et f une fonction définie et continue sur R et dérivable en 0.
On consideére la fonction g définie par ¢g(0) = a et par :

Vo € R* g(z) =

Etudier la continuité de g sur R.

On étudie séparément la continuité de g sur R* et en 0.

e Etude de la continuité sur R*
La fonction f est continue sur R par hypothése. Comme la fonction x — —x l'est également, la fonction
x — f(—=x) est continue sur R par composition. Par différence, la fonction z —— f(z) — f(—=z) est
continue sur R et donc sur R*. Comme x — x est aussi continue sur R* et ne s’annule pas, la fonction
g est continue sur R* par quotient.

e Etude de la continuité en 0
Soit z € R*. Alors :

_ f@) = f(=2) _ ()= £0) = (F(=2) = £(0)) _ 1 (f@) = f(0)  f(=a) = F(0)
9() 9 9 9 + _
x x x x
On sait que f est dérivable en 0 donc 112(1J M = f(0) et de méme, puisque lig%)(fx) =0, on a
par composition des limites : ’ ’ ’
_f=m) - f0) o fly) - f0)
- iU

La fonction g admet donc une limite en 0 qui vaut :

lim g(z) = 1(f/(O) + f(0)) = f(0)

z—0 2

Comme ¢(0) = a, on en déduit que :

‘la fonction g est continue en 0 (et donc sur R) si et seulement si a = f/(0) ‘

Exercice 16 (C13) Déterminer les développements limités suivants :

1. DL5(0) de sin(x)?

1-— 2
On sait que pour tout x € R, on a cos(2x) = 1—2sin(x)? donc sin(x)? = y. Comme lir% 2z =0,
on a: T—
_ (22)*  (22)* 5\ _ 2 24 5
cos(Qx)Hl— 51 11 +0(x)61—2x +§x +o(z”)
4
et donc | sin(z)? = z? — 3 +o(x®)|.

COMMENTAIRE ]

La méthode standard consiste bien stir a écrire le développement limité du sinus puis de 1’élever au carré
(il est donc inutile de ruser).
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2. DL4(7/4) de cos(z)
Posons z = % + h. On cherche le DL4(0) de cos (% + h) (en la variable h) :

cos (g + h) = cos (Z) sin(h) + sin (%) cos(h) = (sin(h) + cos(h))

2
2 S
?\[(-l—h——-&-—i—o(h‘l))

2 2 6 24
V2 V2 ﬁ V2 V2
S5 Ta T g ()

Orh:x—gdonc:

@+ E (D) -F - - m D R D (-7
cos(zr)=—+ —(z—=)——(z—=) —— (x—— — |z — — ol (x——
z 2 2 4 4 4 12 4 48 4 4
sin(z)
3. DL4(0) de e "=
3 a2 5
On sait quesm(x)gm—g—i—m—i—o( ) donc :
sin(z) 22 2t 4 z? | at 4
e =z :e1_7+m+o(z):exe_€+m+o(z)
0 0
2 4 2
Commeii_)mo <x6+13320+ (x )>Oeteu01+u+u2+o(u2),ona:
2 | at 2 4 1 x? 24\ 2
~Gtiggtoe) . (Y T 4
¢ sl Tt T i) T
e B 4
=1 4+ =2 4 4
517 % a0 T o)
z2 ozt 4
=15+ 5 +olh)
Finalement :
sin(x) 2+ e 4+ (4)
e = =e—-—x°+ —x"+o(x
6 45

COMMENTAIRE J

e La division par « x » dans « sin(@) o fait tomber I'ordre du développement limité d’une unité. C’est

pourquoi il faut développer le sinus a ’ordre 5.
2 4
e L’ordre de grandeur de —% + {55 + o(z*) est « 2 » donc il suffit de développer I’exponentielle &

l'ordre 2.

1

(en la variable h). On a :

Posons 2 = 3 4+ h. On cherche le DL3(0) de

donc :



Or h=x — 3 donc :

5. DL3(0) de arctan (331)

La fonction x ——

1 est dérivable sur R \ {1} tandis que la fonction arctangente est dérivable sur R

1) (notée f) est dérivable sur R\ {1} et :

donc (par composition) la fonction x — arctan (

iy T =z L C .
Vo e R\ {1}, fiz) = (x—1)? XH_(z>2__(x—1)2+a:2__1+2$2—217

z—1

Déterminons le DLy (0) de f'. Comme lirr%) (222 —2x) =0, 0n a:
TrT—r

I (x) == (1 - (22° — 22) + (22° — 22)* + o(z?)) = - (1 — 222 + 2z + 427 + o(2?))

= —1—2x — 22° 4 o(x?)

2
Finalement, f(x) 5 f0) -z — 2% — gm?’ +o(z?). Comme f(0) = arctan(0) = 0, on a finalement :

f(x) =T 2% — §x3 + O(mg)

6. DLy(1) de /z + /&

Soit f : @+ /14 y/z. Posons z = 1 + h. On cherche le DLy(0) de f(1 + k). On sait que :

h  h?
VIith=1+-——+o(h?
0 2 8

donc :

fA+h) =\1+h+Vi+h —\/+—+ (h?) f\/ +———+ o(h?)

h  h?
Comme lim (3 - —+ o(h2)> =0,ona:
h—0 \ 4

3h K2 1/3h K2\ 1/3h K2\"
1+ 25— 2 =14 () (= 2
\/+4 16 T o) 1 +2<4 16) 8(4 16) +o(h)
3n  h?  9n2
=14+ - — - 2
st S T3 s o)
3h  13h2 )
5 " 18 TOU)
Ainsi, f(1+h) = \[—i-ih—% + o(h?) et comme h =z — 1, on a finalement :
3 13v/2
V= va 2 BV (- 1)
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Exercice 17 (C12) (9 En utilisant le théoréme des accroissements finis, montrer les inégalités suivantes :

T
1. Pour tout x € Ry, T2 < arctan(z) < z

2
x

Soit # € R. La fonction arctangente est continue sur le segment [0,z et dérivable sur |0,z (car elle est

dérivable sur R). D’aprés le théoréme des accroissements finis, il existe donc ¢ €]0, z tel que :

x

arctan(x) — arctan(0) = arctan’(c)(z — 0) ¢’est-a-dire arctan(z) = T

c
1

2
Orce[0,z] donc1 <1+¢* < 1+02<1—|—7x2

1
sur R% . En multipliant par = > 0, on obtient :

+ 22 puis 1 < par décroissance de la fonction inverse

x x
< <z
14+22 " 1+¢2
Finalement :
x
Vr e R, < arctan(z) < z
+ 1+ xQ ( )
2. Pour tout z € },g’ g {, |tan(z)| > |z|
T
Soit x € }—5, 5 [ L’inégalité étant évidente pour = 0, on se place dans le cas ot x # 0. La fonction

tangente est continue sur le segment [min(0,x), max(0,z)] et dérivable sur | min(0, z), max(0, z)[ donc,
d’aprés le théoréme des accroissements finis, il existe ¢ €] min(0, z), max(0, z)[ tel que :

tan(z) — tan(0) = tan’(c)(x — 0) c’est-a-dire tan(z) = (1 + tan(c)?)x

Comme 1 + tan(c)? > 0, on a :
|tan(z)| = (1 + tan(c)?)|z|
|

Or 1 +tan(c)? > 1 et |z| > 0 donc (1 + tan(c)?)|z| > |z|. Ainsi :

VIG}*

™ T
)

5ol lean@) > al

3. Pour tout (a,b) € (R_)?, [e® —e?| < |a — b|
Soit (a,b) € (R_)2. L’inégalité a établir est claire pour a = b. On suppose maintenant que a # b. La fonc-
tion exponentielle est continue sur le segment [min(a, b), max(a, b)] et dérivable sur | min(a, b), max(a, b)|.
D’aprés le théoréme des accroissements finis, il existe donc ¢ €] min(a, b), max(a, b)[ tel que e® — e® =
e“(a —b). En prenant les valeurs absolues, on obtient (puisque €€ > 0) :

le® —e®| =ela — b

Or ¢ €] min(a, b), max(a, b)[ et (a,b) € (R_)? donc ¢ < 0. Comme la fonction exponentielle est croissante
sur R, on a e < 1. En multipliant par |a — b > 0, il vient e®|a — b|] < |a — b|. Finalement :

Y(a,b) € (R_)?, le® — e’ <la— bl

Exercice 18 (C2-C6-C8-C9-C10) (F Soit f la fonction définie sur R* par :

{ e /% gz >0

VeERL @ =10 saz<o0

1. Montrer que f se prolonge en une fonction continue sur R. Par la suite, on notera encore f ce prolonge-
ment.

La fonction f est continue sur |-oo, 0[ (car il s’agit de la fonction nulle). Par ailleurs, la fonction x — ——

z
est continue sur ]0, +o0o[ et la fonction exponentielle est continue sur R. Par composition, la fonction f
est donc continue sur ]0, +o00l.

On a lim f(z) = lim e '/* = lim e~® = 0 par composition des limites. De plus lim f(z) =
z—07+ z—0t T—+00 z—0~

lim 0 =0. On en déduit que f admet une limite en 0 qui vaut 0. On peut donc prolonger la fonction f

z—0~

par continuité en 0 en posant f(0) = 0. Finalement :
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en posant f(0) = 0, la fonction f est alors continue sur R‘

2. La fonction f est-elle dérivable sur R? La courbe représentative de f admet-elle une tangente au point
d’abscisse 07 Si oui, en donner une équation.
La fonction nulle est dérivable sur |-oo,0[ (elle 'est sur R) donc f est dérivable sur |-oco,0[. De plus,

1
les fonctions @ — —— et exponentielle sont dérivables sur |0, +oco[ et R respectivement donc (par

composition) la fonction f est dérivable sur |0, +oo[. On obtient donc que f est dérivable sur R* et il
reste & étudier la dérivabilité de f en 0.
Par composition des limites et croissances comparées on a (puisque lim+ (1/z)=0) :

z—0

_ 0 —1/z
lim M: lim ° = lim Xe X=0
z—0+ z—0 z—0+t X —s+00

On en déduit que f est dérivable a droite en 0 et que f}(0) = 0. Par ailleurs, comme f est la fonction
nulle sur |-o00,0[, on a :

=0 et donc lim M = lim 0=

VY €]-00, 0],
x ]OO [ z—0 r—0— z—0 z—0~

Donc f est dérivable a gauche en 0 et f;(0) = 0 = f(0). On en conclut donc que f est dérivable en 0
avec f'(0) = f;(0) = f4(0) = 0. Finalement :

‘f est dérivable sur R (et f/(0) = 0) ‘

Comme f est dérivable en O :

‘la courbe Cy présente une tangente au point d’abscisse 0 d’équation y = f/(0)z + f(0) = = ‘

3. La fonction f est-elle de classe C' sur R ?

—1/z

€ .

Pour tout € R*, on a f'(x) = 72 siz>0 et f/(0) = 0. Par composition et produit, f’ est
0 siz <0

continue sur |0, +oo[. De méme, f’ est continue sur |-oo, 0] (en tant que fonction nulle). Il reste a étudier la
continuité de f/ en 0. Ona lim f(z) = lim 0= 0= f’(0) et (par composition des limites et croissances
r—0~ z—0—

comparées) :
) e—l/x
lim f'(z) = lim = lim X%e X =0=f/(0)

z—0t z—0t+ 22 X —+00

Comme f’ est continue & droite et a gauche en 0, elle est continue en 0. Finalement :

‘la fonction f est de classe C' sur ]R‘
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Exercice 19 (C2-C8) On consideére la fonction :
fiz—e™3 sin(x)
Montrer que f est de classe C* sur R et que :

VneN, Ve eR, () =2"e"3 sin (a:+”—67r)

On sait que les fonctions sinus, exponentielle et © — zv/3 sont de classe C* sur R. Par composition
et produit, |la fonction f est de classe C*° sur R ‘ Déterminons les expressions des dérivées successives de f a

laide d’un raisonnement par récurrence (simple). Pour tout entier naturel n, on considére la proposition P, :
nm
« pour tout z € R, on a f(™(z) = 2" e*V3 sin (a: + ?) .

e Initialisation : on sait que f(9) = f et la formule proposée correspond a 'expression de f donc la
proposition Py est vraie.

e Hérédité : soit n € N tel que la proposition P,, soit vraie. Montrons qu’elle entraine la proposition
Prt1. Comme P, est vraie, on a :

Vo € R, fM(z) =2n e™3 gin (x + ni)
6
Or f(r+h) = (f("))/ donc :

Vo e R, FOtD(z) =273 e*V3sin (m + %) + 2" e™V3 cos (x + E)

6
— gn euV3 <\/§sin (a:+ n—g)  cos (” %))

Pour tout x € R, on a :

(e ) (e ) 2 (oo ) oo )
=2 (cos (%) sin (m+ n%) + sin (%) cos (x+ %))

:2sin(m+%+%)

donc on a bien :

1
Vo € R, fOHD () = ontt e™3 sin (m + (n+6>7T)

ce qui établit la proposition P, 41.
e Conclusion : pour tout entier naturel n, la proposition P,, est vraie par principe de récurrence simple.

Finalement :

VneN, Vo eR,  fW(z)=2"e" 3Sm<x+%ﬂ)
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Exercice 20 (C2-C8) On considére la fonction G : © —» e~ définie sur R. Montrer que pour tout
entier naturel n, il existe un polynéome P,, de degré n tel que :

VeeR,  GM(z)=P,(x)G(z)
On utilise un raisonnement par récurrence. Pour tout entier naturel n, on considére la proposition P, : «il

existe un polynome P,, de degré n tel que pour tout = € R, on ait G (z) = P, (x)G(x) ».

e Initialisation : on a G(©) = G. En notant Py le polynome constant égale a 1, alors Py est de degré 0 et
pour tout = € R, on a bien G(V)(x) = Py(x)G(z). La proposition P, est donc vraie.

o Hérédité : soit n € N tel que la proposition P, soit vraie. Montrons qu’elle entraine la proposition
Ppy1. Par hypothése de récurrence, on sait que pour tout z € R, on a G (z) = P,,(x)G(x) ou P,, est
un polynoéme de degré n. Par produit et composition, la fonction G(™ est dérivable sur R et :

vreR,  GUY(x) = (GM) (z) = P, (2)G(x) — 22 P, (2)G(z) = (P, (z) — 22 P, (2))G(x)
= P7,+1(3:)G(x)

en posant P, 1 = —2X P,, + P/,. On sait que la dérivée d’un polynéme et que le produit et une somme
de polynomes sont des polynémes donc P,, 11 est un polynéme. Par ailleurs :

deg(P!) < deg(P,)—1=n—1 tandis que deg(—2X P,,) = deg(—2X) + deg(P,) =n+1
En particulier deg(P’,) # deg(—2X P,,) donc :
deg(P,41) = max(deg(P,,),deg(—2X P,,)) =n +1

La proposition P, 41 est donc vraie.
e Conclusion : pour tout entier naturel n, la proposition P,, est vraie par principe de récurrence simple.

Finalement :

pour tout n € N, il existe P,, € R[X] de degré n tel que pour tout z € R, on ait G (z) = P,,(z)G(x)

Exercice 21 (C7-C11) On consideére la fonction f définie sur l'intervalle I = [O, %} par :

1

Vo e 1, f(sc):m

1. Montrer que f réalise une bijection de I sur un intervalle J que I'on précisera.
La fonction f est continue sur [O, Z} comme l'inverse d’une fonction continue (la fonction cosinus) qui
ne s’annule pas.

Etudions les variations de f sur [0, %} La fonction f est dérivable sur [O, 2] et :

Vo € [O, g} , f(x) =

donc : -
vxe}o,ﬂ, Fl@)>0 et f(0)=0

0
La fonction f est donc strictement croissante sur [0, Z]

D’aprés le théoréme de la bijection :
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2.

la fonction f réalise une bijection de I sur Uintervalle J = [1, \/ﬂ

ue peut-on dire de f~!? Donner sur le méme graphique I’allure des courbes représentatives de f et de
-1

b

O=O

aprés le théoréme de la bijection, la fonction f~! est continue et strictement croissante sur J.

V2

/

0
On sait que les courbes représentatives de f et de f~! sont symétriques par rapport a la droite d’équation
Y=
On trace la courbe représentative de f sur U'intervalle [O, %] puis avec plot (Y,X) la courbe représentative
de f71:

T 1

N

f—l

from math import *
def f(x)
return 1/cos(x)
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
X=np.linspace(0,pi/4,1000)
Y=[f(x) for x in X]
plt.plot(X,Y)
plt.title("Courbe représentative de f")

plt.show()
Courbe représentative de f Courbe représentative de f~{-1}

0.8 -

1.4
0.7 A
0.6 -

13
0.5 -
1.2 / 0-49
v 0.3

’f
y
11+ e 0.2 1
0.1
104 — 0.0 -
. T . T . . . T T i . i : :
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 10 11 12 13 14

3. Justifier que :

1 1
-1 _* t . _1 _ 1 —
Vx € J, cos(f™ () - e sin(f ™" (z)) .~
1
Soit x € J. On sait que f o f~! = Id; donc en particulier f(f~!(x)) = z, c’est-a-dire —————— et

cos(f~(x))
donc cos(f~1(x)) = % De plus :

1
1— —

et donc 3
T

sin(f = (@))? = 1 - cos(f (@) =1 - [sin(f~ (2))] =

Or f~(z) € [0, %] donc sin(f~1(z)) > 0 et |sin(f~1(x))| = sin(f~!(x)). Finalement :

cos(f1(z)) = ! et

T

VY € J,
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4. Montrer que f~! est dérivable sur J \ {1} et que :

1

vee I\ (@)= ey

Soit y € J. Il existe un unique z € I tel que y = f(x). D’aprés le théoréme de dérivabilité d’une
réciproque, on sait que :

1 est dérivable en y <= { Jest J(},(z;l;’i]zlg BT e f(x)#£0 car on sait que f est dérivable sur [
= x#0
— y#1
Donc | f~! est dérivable sur J \ {1} = |1,v/2] | et :
_ 1 cos(f~())” P
vx 6 J 1 B f 1y y = — - — x
Vb W= mEe) T @) oo
_ 1
o Sl
1
= 5 car x > 0
zVa? —
1
Finalement, | pour tout z € J\ {1}, on a (f~1)(z) = e
xVa? —

Exercice 22 (C2-C8) Les questions 1. et 2. sont indépendantes.
1. Soit f la fonction définie par :

(a)

Vo € R, f(z) = arctan(x) + 2 arctan (\/ x?24+1-— 3:)

Montrer que f est dérivable sur R et déterminer f’.

La fonction « — 22 + 1 est dérivable sur R tandis que la fonction racine carrée est dérivable sur R% .
Par composition, la fonction 2 — /22 + 1 est dérivable en tout = € R tel que 22 +1 > 0, ce qui est
toujours vérifié. Autrement dit, cette fonction est dérivable sur R. Comme les fonctions  — —x et
arctangente sont dérivables sur R, on peut conclure par sommes et composition que la fonction f est
dérivable sur R. Pour tout z € R, on a :

PETR NP L SO Y21
1+ a? 1+(x2+1_$)2 L+a? a2 +1(222 42— 22Va? +1)
_ 1 z—vVrZ+1
TPl V@@ 41—V 1)
1 x—Var2+1
TPl @Rl
1 1

24+1 22+1

Donc ‘ pour tout x € R, on a f'(x) =0 ‘

En déduire une expression plus simple de f.
La dérivée de f est nulle sur R donc la fonction f est constante sur R. Comme :
0

f(0) = arctan(0) 4+ 2 arctan(1) = 5

on peut conclure que :

Vo € R, f(z) = arctan(z) + 2arctan (Va2 + 1 —2) = g
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2. On veut montrer que :

2
Vo el —-1,1], 2arctan(x) = arctan (1 _$x2>

2 tan(x)

a) Montre e pour tout 6}7 —_—.
(a) ntrer que pour tout x T tan(z)?

%, % [, on a tan(2z) =
T

T
i T T Alors (2,2 }—77
Smtxe} 4,4[ ors (x,2x) € 5’5

les nombres tan(x) et tan(2z) sont bien définis. De plus :

2
[ donc en particulier (x,2z) € D2, ce qui implique que

2sin(z
sin(2x) 2sin(z) cos(z) cos(x)? x cos(gﬂ)) 2 tan(z)
tan(2z) = cos(2x) - cos(x)? — sin(x)? - sin(z) \ 2 —1_ tan(z)2
cos(x)? (1 — (m) )
2t
Finalement, | pour tout = € }—%, % [7 on a tan(2z) = 1_?;;(2)2 i

(b) En déduire I’égalité annoncée.
Soit x €]—1, 1[. La fonction arctan est strictement croissante sur R donc arctan(z) €] arctan(—1), arctan(1)],
T

T
c’est-a-dire arctan(z) € }—7,

on a:

[. On peut donc appliquer la question 2.(a) au nombre arctan(x) et

2 tan(arctan(z)) 2x
tan(2arctan(z)) = 1 — tan(arctan(z))? T 122

car tanoarctan = Idg. Or arctanotan = Idj_ /5 /o[ donc on obtient en composant par arctan :

2
Vo €] - 1,1], 2 arctan(x) = arctan (1$2>

— T

Exercice 23 (C1-C2-C7-C8-C11) On considére la fonction cosinus hyperbolique, notée ch, définie sur
R par :
et +e %
2
1. (a) La fonction ch est-elle bijective si on choisit R comme domaine de définition ? Montrer que ch réalise
une bijection de R sur un intervalle a préciser. Sa fonction réciproque est notée dans la suite argch.
On remarque que la fonction ch est paire sur R (car R est symétrique par rapport a 0 et car, pour
tout € R, on a ch(—z) = ch(z)). On a en particulier ch(—1) = ch(1) et —1 # 1 donc ch n’est pas
une fonction injective sur R. En particulier, elle n’y est donc pas bijective.
La fonction ch est continue sur R, comme combinaison linéaire de fonctions qui le sont.
Etudions les variations de ch sur R,. La fonction ch est dérivable sur R, et :

Vz € R, ch(zx)

x —

e’ —e
Ve e Ry, ch/(z) = —
donc, pour tout x € R, on a en utilisant la stricte croissance de la fonction In sur R :
et _ g~
ch’(z) > 0 < T>0 = e"—e >0 = e">e "

— T > -
— 21>0 <= >0
La dérivée de la fonction ch est donc strictement positive sur R, sauf en 0 ou elle s’annule donc la

fonction ch est strictement croissante sur R;. On a le tableau de variations suivant (la limite en +oo
est immeédiate).

+00

o
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D’aprés le théoréme de la bijection :

la fonction ch réalise une bijection de Ry sur ch(Ry) = [1, +oo[‘

(b) Montrer que pour tout x € R, on a ch’(z)? = ch(z)? — 1.
Soit « € R. On a d’une part :

(ew_ea:>2 e2a:_~_ef2w_2

et d’autre part :

donc :

‘Vx € Ry, ch'(z)? = ch(z)? — 1

2. Déterminer le tableau de variations de argch et proposer une représentation graphique de cette fonction.

D’aprés le théoréeme de la bijection, on sait que la fonction argch est continue et strictement croissante
sur Pintervalle [1, +ool.

+00

argch /

0

On sait de plus que les courbes représentatives des fonctions ch et argch sont symétriques par rapport
a la premiére bissectrice (c¢’est-a-dire par rapport a la droite d’équation y = z), donc on commence par
tracer la courbe représentative de ch, puis on demande plot(Y,X) pour avoir la courbe représentative
de argch.

from math import *
def f(x)
return (exp(x)+exp(-x))/2
import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
X=np.linspace(0,6,1000)
Y=[f(x) for x in X]
plt.plot(X,Y)
plt.title("Courbe représentative de ch")
plt.show()

Courbe représentative de f Courbe représentative de f~{-1}

200 64

175 A

150 -

125 A

100 -

754

501

251

T T T T T
T T T T T T T 0 25 50 75 100 125 150 175 200
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3. Déterminer le domaine de dérivabilité D de argch et montrer que :

Vz € D, argch’(z) = ———
2 —1

Soit y € [1, +oo[. Il existe un unique = € Ry tel que y = ch(z). D’aprés le théoréme de dérivabilité d’une
réciproque, on sait que :

la fonction ch est dérivable en x

la fonction argch est dérivable en y <= { ch'(z) £ 0

— v R}
<~ y €]l,+00]

car on sait que la fonction ch est dérivable sur R, et que sa dérivée est nulle en 0 uniquement. Ainsi :

‘le domaine de dérivabilité de la fonction argch est D =]1, +oo[‘

Soit y €]1, +oo[. Alors :

B 1
~ ch/(argeh(y))

D’aprés la question 1.(b), on a ch’(argch(y))* = ch(argch(y))® — 1 = y? — 1 car choargch = Idj; o[- En

argeh’(y)

prenant la racine carrée, on obtient |ch’(argch(y))| = y/y2 — 1. Or la fonction ch’ est positive ou nulle
(cf. question 1.(a)) donc |ch’(argch(y))| = ch’(argch(y)). Finalement :

1

Yy € D, argch’(y) = ———
y? -1

4. Montrer enfin que :
Vo € [1, +o0], argch(z) = In (z + Va2 — 1)

La fonction z — 2% — 1 est dérivable sur [1, +oo| tandis que la fonction  — /22 — 1 est dérivable sur
R . Par composition (et somme), la fonction 2 —— x + V&2 — 1 est dérivable en tout z € [1, +oo] tel que
2? — 1 > 0 c’est-a-dire sur |1, +oo[. Cette fonction est alors a valeurs dans |1, +oo[ ol la fonction In est
dérivable donc (par composition) la fonction f : z — In(z + va? — 1) est dérivable sur |1, +oo[ et on a :

1+ \/% 1+ \/% 1
Vz €]1, +o0], f(x) = \/‘”271 = z = 5
T+ VaT 1 (—T_l + 1) @
On a donc :
Va €]1, +o00, f'(z) = argeh/(z)
On en déduit donc que la fonction f — argch est constante sur Uintervalle |1, +oo] :
JC e R, Vz €]1, +o0], f(z) = argch(z) + C (2.2)

Or lim f(x)=In(l)=0et:

r—1t

lim argch(xz) =0 car lim ch(y) =1
z—1+t y—0

En faisant tendre z vers 17 dans (2.2), on obtient C' = 0. Pour tout z €]1, +oc[, on a donc f(x) = argch(z)
et la formule reste valable pour # = 1 car f(1) = argch(1) = 0. Finalement :

Vo € [1, +00], argch(z) = In (z + V22 — 1)
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COMMENTAIRE ]

Pour répondre a cette derniére question, on peut aussi (mais c’est plus long) chercher directement l'ex-
pression de argch en résolvant (pour y € [1, +oo[ fixé) 1’équation y = ch(z) d’inconnue x € R...

Exercice 24 (C7-C11-C13) Soit f I'application définie sur ] — 1, +oo[ d’expression f(z) = 2% +In(z+1).

1. Montrer que f est une application bijective de |—1, +oo[ sur un intervalle & préciser. On note ¢ 1’application
réciproque. Déterminer le tableau de variation de (.

La fonction f est continue sur | — 1, +00[ par somme et composition de fonctions continues.
Par comme et composition, la fonction f est dérivable sur l'intervalle | — 1, +o0[ et :
1 222 4+ 2z + 1
Vo €] — 1, +00], "(z) =2z + =
] +oo] F(@) z+1 z+1

Le trinome 222 4 2z + 1 a un discriminant strictement négatif et son coefficient dominant est positif. Ce
trindme est donc toujours strictement positif, de méme que la dérivée de f sur Uintervalle | — 1, +0o[. On
en déduit que f est strictement croissante sur | — 1, +oo[. On a le tableau de variation suivant (les limites
sont immédiates) :

+00

T

-0

D’aprés le théoréme de la bijection, on peut conclure que :

la fonction f réalise une bijection de 'intervalle | — 1, +oo[ sur f(] — 1, +oo[) = R‘

et le tableau de variations de ¢ = f~! est :

xr -0 +00

+00

2. Montrer que la fonction ¢ est dérivable sur R.
La fonction f est dérivable sur l'intervalle | — 1, +o0[ et pour tout x €] — 1, +oo[, on a f'(z) # 0 (méme
f/(x) > 0). D’aprés le théoréme de dérivabilité d’une réciproque, on sait que :

la fonction ¢ = f~1 est dérivable sur f(] — 1, +o0[) = R‘
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3. Déterminer le DL3(0) de f puis en déduire celui de .
2 3

On sait que In(1 + ) ST % + % + o(z?) donc :

z? a3
le DL3(0) de f est f(z) =+ 5 + 3 +o(z?)

On commence par justifier 'existence d'un DL3(0) pour la fonction ¢ en montrant qu’elle est de classe C*
dans un voisinage de 0 (et en appliquant le théoréme de Taylor-Young). On sait que pour tout 2 € R, on a

o' (z) = Tlo@) La fonction ¢ est dérivable sur R & valeurs dans | —1, +oo[ ou la fonction f’ est dérivable
oz
(la fonction f étant de classe C* sur son domaine de définition). De plus, la fonction f’ o ¢ ne s’annule
' x foy

pas sur R donc (par composition et quotient) la fonction ¢’ est dérivable sur R et ¢ = o p)?
oY
On observe a nouveau que la fonction ¢ est dérivable sur R (par produit, quotient et composition) et

que ¢’ est continue sur R. En particulier, le théoréme de Taylor-Young implique P'existence d’un DL3(0)

pour la fonction ¢. 1l existe donc (a, b, ¢,d) € R* tel que :
o(y) = a+ by + cy® + dy® + o(y®) (2.3)

On remarque que f(0) = 0 donc ¢(0) = 0. D’aprés le théoréme de Taylor-Young, on a donc a = f(0) = 0.
On sait que @ o f = Idj_; ;o[ donc comme lir% f(z) =0, on peut remplacer y par f(z) dans (2.3) et on
z—

obtient :
v =bf(z) + cf(x)* +df (z)* + o(2%)

et donc, en utilisant le DL3(0) de f précédemment obtenu, il vient :
2 a3 2 a3\’ 22 a3\° 3
x?b<x+2+3>+c<w+2+3> +d(x+2+3> +o(z?)
2 a3
b<x+2 +3> + ¢ (2® + 2°) + dz® + o(2?)
b 2 b 3 3
?ber §+c x + §+c+d x® + o(z?)

Par unicité des coefficients d’un développement limité, on a donc :

b=1 b=1

1

b§+C:0 — C:—1§

2 _ d= =

3+c+d 0 5

Donec :
vy
le DL3(0) de ¢ est o(y) ?y—?—i—f—ko(gﬁ)

4. Montrer que ¢(t) ~ /1.

t—+o00
On a:

T—=+oo I T—+00 2 T—+00 x2 2

TACH N, (1+h1<1+x>>: i <1+1n<ac>+m<1+;>>:1

par croissances comparées. On sait que . lim ¢(t) = +00 donc (par composition des limites), il vient :
—+00

m f((p(t)) -1 c¢’est-a-dire lim —5 =1
t—+oo ()2 1m0 o(t)?

Autrement dit ¢(t)? Mot t. Comme la fonction ¢ est a valeurs positives au voisinage de +0o, on obtient
—+00

finalement :
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Exercice 25 (C14) 1. Soit la fonction :

fixr— Va2 +3x+2

(a) Déterminer le domaine de définition de f puis le DL (+00) de f. En déduire l'existence d’une asymp-

tote a la courbe représentative de f au voisinage de +0o et préciser les positions relatives.
Notons Dy le domaine de définition de f. Soit x € R. Alors :

r€D; <= 2°+32+2>0 < 2z €]-00,-2]U[~1,+00]

On donc ’ Dy =]-00, 2] U [—1, +00] ‘

1 1
On pose z = 7 et on cherche le DLy (07) de f (h> (en la variable h). On a :

242
- + 2+

VTR In| - h

1 1 1+ 3h + 2h2 1+ 3h + 2h2
Wh> 0. f<) 3 . V1+3h+2h? V1+3h+ (2.4)

puisque h > 0. Comme }lbin% (3h+h?)=0,0n a :
—

V14 3h+ 20 =1+ % (3h +2n7) — é (3h+2h2)% + o(h?)

_ 3 2 9 2 2
=14 Sht 12— 20+ o(k?)

3. n? ,

1

1
et donc (d’aprés (2.4)) f (h) +o(h). Or h = — donc :
x

3 1
On a f(z) — (x—i— 2) otoo " Ba donc :

. 3 . 1
Jm (f(@ - (“ 2)) = Jm g =0
La droite A d’équation y = = + 5 est donc asymptote oblique & la courbe Cy au voisinage de +oo.

1
Comme de plus % < 0 pour tout x > 0, on en déduit que la courbe Cy est en-dessous de la droite
x
A au voisinage de +00.
La courbe C¢ présente-t-elle une asymptote oblique au voisinage de -oc 7 Si oui, préciser les positions
relatives.

On reprend le calcul précédent. Dans (2.4), on a |h| = —h (car si x tend vers -oo, alors = tend vers
07). On obtient alors le DL;(-c0) de f suivant :

3 1 1
x) = —r—=—+—-+o|—
/(@) -0 2 * 8z * <x>
3
On obtient donc que la droite A’ d’équation y = —x — 3 est asymptote oblique a la courbe C; au

voisinage de -0o et que Cy est en-dessous de A’ dans ce voisinage (car 1/(8z) < 0 si z < 0).
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1 xT
2. Reprendre la question 1. avec la fonction g : x — =z (1 + ) .
x

1
On note Dy le domaine de définition de g. L’expression de g est ezln(H_l'). Soit z € R. Alors :

r €Dy, = 1+%>0 = xTH>O < x €]-00,—1[U]0, +00[

T -00 -1 0 +00
z+1 - - 0 +

xr - 0 + +
rz+1 I 0 B n

X

Ainsi ‘ D, =]-00, —1[U]0, +00] ‘

1 1
Déterminons maintenant le DL;(+00) de g. On pose z = 7 et on cherche le DL;(0) de g (h) (en la
variable h). On a :

1 1 1 In(+h)
Vh>07 g(h) = E(l—‘rh)l—"_hzﬁe h

h?  h3

On sait queln(l—&—h)?h—?—i—?—l—o(h?’) donc :
1 L g h b g2y e _ho B g0
— = — 2 3 = — 2 3
g<h) o n¢ o n¢
h h2 2
Or }lllir%) (—2+3+0(h2)> et e ﬁl—i—u—f— %—i—o(u?) donc :
1N ef. h K 1/ h KN\> .\ e/. h KX K
9<h>ah<1‘2+3+2(‘2+3) T o) m(l‘ﬁg*s“(’”‘ )>
e e lle
=2 S Chton
on a2t
1
Comme h = —,ona finalement le DL; (+00) de f :
e 1lle 1 N e lle 1
g(x)+—ooex—2+m+o<x> et de méme f(z) _—Ooex—z—i—%c—f—o(z)
e 11e
On a g(z) — (ex - 5) ey Donc :

e 11e
i (oo~ (-3)) = L3 -0
Jm (9@ =ee=g)) = lm on
e
donc la droite A d’équation y = ex — - est asymptote oblique & la courbe C, au voisinage de -oo et au

11e S 0siz>0et 11e
— siz et —
24x 24x
de +oo et au-dessus au voisinage de -oo.

voisinage de +0o0. De plus < 0siz <0 donc A est en-dessous de C4 au voisinage
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Exercice 26 (C4-C6-C8) 1. Justifier que la fonction g : t — m est bien définie sur R*
sin
puis montrer qu’elle est prolongeable en une fonction continue sur R. On note encore g la fonction ainsi
prolongée.
Montrons que la domaine de définition de g est Dy = R*. Soit ¢t € R. Alors :

teD, = t*+sin(t)> #0

On sait qu’une somme de nombres positifs est nulle si et seulement si chacun des nombres de la somme
est nul donc :

t2

2 2 =0
t* +sin(t) =0 <~ { sin(t)? = 0

<= t=0 <~ t=0
sin(t) =0 N

On a donc :
teDy <= t#0 <= teR"

Par conséquent, D, = R*.
La fonction g est continue sur R* comme quotient de fonctions qui le sont. Déterminons maintenant la
limite de la fonction g en 0. Pour tout t € R*, on a :

) t2 1
g\t) = A . 2
£2 (1 } sin) ) 14 (smt(t))
. . . sin(¢) . . 1 L
On sait que sin(t) ~ ¢ donc lim ——= = 1. On en déduit donc que lim g(¢) = =. On en déduit donc
t—0 t—0 t t—0 2
que :
. e 1
on peut prolonger la fonction g par continuité en 0 (et donc sur R) en posant g(0) = 3

:1:2
2. On considére la fonction G : x — / g(t) dt.

(a) Montrer que la fonction G est de classe C! sur R.
Pour tout z € R, la fonction g est continue sur le segment [min(z,2?), max(z, z%)] donc I'intégrale
G(z) est bien définie.
En notant F' la primitive de g s’annulant en 0, on a :

vz € R, F(x):/omg(t) At et Glz) = Fz?) — F(z)

d’aprés la relation de Chasles. La fonction F' est dérivable sur R, de méme pour la fonction carrée
donc (par différence et composition) la fonction G est dérivable sur R et :

vV € R, G'(z) = 22F'(2%) — F'(2) = 2zg(2?) — g(x)

Les fonctions g, # — 22 et & — 2x sont continues sur R donc (par composition, produit et
différence) la fonction G’ est continue sur R. Finalement :

‘la fonction G est de classe C! sur R‘

(b) Démontrer que :

2
vt € R* 1) > ——
R ()= 5 1
Soit t € R*. Alors sin(t)? < 1 donc t2 + sin(t)? < t? + 1. Par décroissance de la fonction inverse sur
1
R% , il vient 2 F sin(1)2 > Tl En multipliant par t2 > 0, on obtient le résultat souhaité :
t2
V¢ € R, P
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(¢) En déduire que G admet une limite en +co et la déterminer.
Soit z € [1, +o0o|. Alors # < 22 (puisque 22 —x = x(x — 1) et 2 > 0 et z — 1 > 0). Pour tout t € [z, 2?],
2

on a bien ¢ # 0 donc (d’apres la question 2.(b)), on a g(t) >

. Par croissance de l'intégrale, on
241
obtient (puisque x < x?) :

2 2

x z? t2 x t2
/ g(t)dt > / dt c’est-a-~dire G(z) > / dt (2.5)
xT x xT

241 241
Or:

2

2
x t2 z? 1 x
/x 21 dt = /x (1 - tQH) dt = [t - arctan(t)] = 2? — 2 — arctan(2?) + arctan(z)

x

2

Comme lim z° = +00, on a par composition des limites :

Tr—+00
. 2 . ™
lim arctan(z®) = lim arctan(z) = —
Tr—+00 xr—+00 2
1 g
Par ailleurs, lim (22—2)= lim 2% (1— = | = +0c0. Par somme, on a alors lim ——dt =
T—+00 T—+00 x z—+oo [ 12+ 1

+00. D’aprés l'inégalité (2.5) et le théoréme de comparaison, on peut conclure que :

Exercice 27 (C2-C4-C7-C8-C12) On considére la suite (uy,)nen définie par ug = e et par :
x
Vn € N, U = f(u ou T —
1. Montrer que, pour tout n € N, on a u,, € [1,¢€].
On utilise un raisonnement par récurrence simple. Pour tout entier naturel n, on considére la proposition
Ppn : «up € [1,¢€] ».
e Initialisation : par hypothése, on a ug = e € [1,¢] donc la proposition Py est vraie.
e Hérédité : soit n € N tel que la proposition P,, soit vraie. Montrons qu’elle entraine la proposition
Pp+1. La fonction f est dérivable sur [1,e] et :

In(z) +1-xx 3 In(z)
A4 1 () = T _ >0
T € [ 7e]7 f (1’) (ln(x) + 1)2 (ln(x) T 1)2
La fonction f est donc croissante sur 'intervalle [1,e]. Par hypothése de récurrence, on a u,, € [1,€]
donc : .
f(l)gf(un)gf(e) donc 1§un+1<§<e

On a ainsi u,41 € [1, €] ce qui établit la proposition Py, 41.
e Conclusion : pour tout entier naturel n, la proposition P, est vraie par principe de récurrence
simple.

Finalement, ‘pour tout entier naturel n, on a u, € [1, €] ‘

2. Déterminer le maximum de la fonction |f’| sur intervalle [1,€].
D’aprés la question 1., la fonction f’ est positive ou nulle sur [1,e] donc :
In(x)

veelld,  If@I=0= gy e

La fonction f’ est dérivable sur [1,e] et :
1
T

x (In(z) + 1)2 = 22@ (In(z) + 1) In(z) + 1 — 2In(z)

Vo € [1,¢], f”(I) = (In(z) + 1304 - z(In(x) + 1)3
1 —In(x)
- z(ln(z) + 1)

>0

car z(In(z) +1)3 > 0 et 1 —In(z) > 0 (puisque z € [1,¢] et par croissance de la fonction In sur [1,¢]). On
en déduit donc que la fonction |f/| = f/ est croissante sur [1,e]. Donc :
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1
le maximum de | f’| sur [1, €] est atteint en e et vaut f’(e) = 1

3. Montrer que :

1
|y — 1

Vn €N, |un+1_1‘<4|

Soit n € N. La fonction f est continue sur le segment [1,u,] et dérivable sur |1, u,[. D’aprés le théoréme
des accroissements finis, il existe ¢ €]1, u,[ tel que :

flun) = f(1) = f'(c)(un —1) et donc (puisque f(1) =1)  uns1 —1=f'(c)(un — 1)
En prenant les valeurs absolues, il vient |u,+1 — 1| = |f/(¢)| |un — 1]. Or on sait que ¢ € [1,€] et que la

fonction |f’| est majorée par 7 Surce segment. En particulier, |f(c)| < T Or |u, — 1| > 0 donc :

1
£/ ()] un — 1] < 7w — 1l
Finalement :
n—1
Vn € N, [tnt1 — 1] glu%‘ﬁ

4. En déduire que la suite (uy,)nen est convergente et déterminer sa limite.
Un raisonnement par récurrence simple fournit :

1 n
Vn € N, lun, — 1] < (4) |ug — 1

soit encore :

1 n 1 n
Vn € N, —(4) u0—1|<un—1<<4> |ug — 1|
et enfin :
1\" 1\"
Vn € N, 1<4) u01|<un<1+<4) lug — 1]

n—+oo

1 n
Or lim (1 + (4) ) =1 (car 1/4 €] — 1,1[) donc (d’aprés le théoréme des gendarmes) :

‘la suite (un)nen est convergente de limite 1 ‘

Exercice 28 (C1-C7-C11) Soit ¢ un nombre réel positif ou nul. Pour tout z € R, on pose :
Pi(z)=2® +tx -1

1. Montrer que le polynome P; admet une unique racine réelle u(t).
La fonction Py est continue sur R (en tant que polynome).
Etudions la monotonie stricte de P; sur R. La fonction P; est dérivable sur R et :

Vz € R, P(z) = 32% +t

Si t > 0, alors pour tout * € R, on a Pj(x) >t > 0 et si t = 0, alors la dérivée de P; est strictement
positive sur R* et elle s’annule en 0. Dans les deux cas, la dérivée de P; est strictement positive sur R
sauf éventuellement en un nombre fini de points ou elle s’annule. Donc la fonction P; est strictement
croissante sur R. Dressons le tableau de variation de Py sur R (les limites en —co et +oo sont immédiates) :

x -0 +00

+00
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On a de plus 0 € P;(R) = R. D’aprés le théoréme de la bijection :

’ le polynome P; admet une unique racine u(t) dans R ‘

2. On note u 'application définie sur Ry qui, a tout nombre réel positif ou nul ¢, associe u(t).

(a)

Montrer que u(Ry) C]0, 1.

Soit ¢t € Ry. Montrons que u(t) €]0,1]. On a P;(0) = —1 < 0 et P¢(1) = t > 0. Par conséquent,
P:(0) < Py(u(t)) < Py(1) puisque Py(u(t)) = 0 par définition de u(t). Comme la fonction P; est
strictement croissante sur R, on a bien 0 < u(t) < 1. Autrement dit :

U(R+) C]O, 1]

Démontrer que la fonction u est strictement décroissante sur R.
Soit (s,t) € (R4)? tel que s < t. Montrons que u(s) > u(t). Pour tout x €]0,1], on a :

Piz) —Py(zx)=a®+tex —1— (2 +sx—1)=(t —s)z >0
car t —s > 0 et x > 0. Comme u(s) €]0, 1], on obtient (en évaluant en u(s)) :
Py(u(s)) = Ps(u(s)) > 0
Or Pg(u(s)) = 0 donc P¢(u(s)) > 0. Comme de plus Py(u(t)) = 0, on obtient :
Py(u(s)) > Py(u(t))

La fonction P, est strictement croissante sur R donc u(s) > u(t). Finalement :

’ la fonction u est strictement décroissante sur R

Calculer lim wu(t).
t—+o00

Indication : utiliser 'expression de Py (u(t)).

D’aprés la question 2.(a) et 2.(b), la fonction w est décroissante sur Ry et elle est minorée par 0.
D’apreés le théoréme de la limite monotone, la fonction u admet une limite en +0o. Notons ¢ cette
limite, c’est-a-dire ¢ = tl}rpoou(t). On sait que :

VteR,,  0=Pi(u(t)) =ut)®+tult) -1

et donc : 5
Vt € R, u(t):%

Or la fonction ¢t — 1 — u(t)® admet une limite finie en +0o (qui vaut 1 — £3). D’aprés les propriétés
sur les limites, on a donc :

lim wu(t) =0

t—+oo

Montrer que application u est bijective de R4 vers ]0, 1], de réciproque la fonction :
10,1] — R4
: 1—93
v Y Y
Yy

3

La fonction v est bien définie car si y €]0, 1], le nombre est bien défini et est positif ou nul car

y® €]0, 1].
Soit ¢ € Ry. On résout 1'équation v(y) = ¢ d’inconnue y €]0,1] :

1—y3

o(y) =t <= =t <= 1-yP=ty — P’+ty—1=0

< Py(y) =0
— y=u(t)
d’aprés la question 1. et on a bien u(t) €]0, 1] d’aprés la question 2.(a) car ¢ € R;. Donc t admet un

unique antécédent par 'application v dans lintervalle ]0, 1] qui est u(¢). Par conséquent, la fonction
v est bijective de réciproque la fonction w : Ry —]0, 1]. Autrement dit :
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Papplication u : Ry —]0, 1] est bijective de réciproque lapplication v ‘

(e) Représenter graphiquement grace au langage python la fonction v sur ]0, 1].

En déduire la représentation graphique de la fonction wu.
On commence par générer la fonction v.

1 |def v(y)
2 return (1-y**3)/y

4 |import numpy as np

5 | import matplotlib.pyplot as plt

6 |x = np.linspace(0.05,1,100)

7 |y = v(x)

s |plt.plot(x,y)

9 |plt.title("Courbe représentative de v")
10 |plt.show

On obtient ainsi la courbe représentative de v :

Courbe représentative de v

20.0 1
17.5 4
15.0
125 A
10.0 1
75
5.0 1
254

0.0 4

Comme u est la réciproque de la fonction v, on sait que leurs courbes représentatives sont symétriques
par rapport a la droite d’équation y = x. Pour obtenir la courbe représentative de u, il suffit donc de
remplacer plt.plot(x,y) par plt.plot(y,x). On obtient la courbe suivante :

Courbe représentative de u

104

0.8 1

0.6 1

0.4

0.2

T T
00 25 50 15 oo 125 130 175 200

(f) Justifier que la fonction u est continue sur R, .
La fonction v est continue sur U'intervalle ]0, 1] comme quotient de fonctions continues sur ]0,1]. On
sait d’aprés la question 2.(d) que sa réciproque est la fonction v : Ry —]0, 1]. D’apres le théoréme
de la bijection :

‘ la fonction u est continue sur R ‘
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(g) Démontrer que la fonction u est dérivable sur R puis déterminer une expression de u/(¢) en fonction
de t € Ry et u(t).
La fonction v :]0,1] — R est dérivable sur |0, 1] comme quotient de fonctions dérivables sur |0, 1]
et :
3P —(1—y’)  —24° -1
vy €)0,1],  V(y) = 7 -z #0

Par conséquent :

la fonction réciproque u : Ry —]0, 1] est dérivable sur Ry et :

g1 ()
vVt e Ry, u'(t) = o' (u(t)) - —2u(t)3 —1
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