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Soutien Séries - Correction de ’exercice supplémentaire

Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 1, on pose :

1

n

SR

k=1

Up —

On se propose de montrer que la série de terme général u,, converge et de calculer sa somme.
On pose, pour tout entier n supérieur ou égal a 1 :

n
1
Up = Z z et wy, = v, —In(n).
k=1
On rappelle que v, ~ In(n).

1. Montrer que la série de terme général u,, converge.
n 1)(2 1
Comme Y k? = nin + )6( nt ),
k=0

na

3
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On remarque que pour tout n > 1, on a 0 < % < % par décroissance de la fonction inverse

sur )0, +o0].

La série de tg % converge commme série usuelle, donc par critere de comparaison des séries

A termes positifs, la série de tg -5 converge. De plus, Vn > 1, u, > 0 donc par critere des
n

équivalents des séries a termes positifs, la série de tg u,, converge.
2. (a) Onpose f :z — In(1+z)— 7 définie pour = € [0, 1]. Montrer que f est positive sur [0, 1].

1

On pose [ : x +— 271 + In(z + 1) — In(x) sur |0,4+o00|. f est continue et dérivable sur
x

10, +00[ comme somme et quotient de fonctions qui le sont, avec un dénominateur qui ne

s’annule pas.

On a pour x €]0, 00| :

1 1 1
(:z:+1)2+a:+1_5
r+z(z+1)— (v + 1)

z(x+1)2
v+t +x— (22 +22+1)
x(z+1)2

() =

-1
x(r+1)2 —

La fonction f est donc décroissante sur |0, +oof, or

1 1
lim f(z)= lim — +1n (gj i ) =0,
z——+00 z—+o00 x+1 T

donc Vz €]0, 400, f(x)>0.




(b) En déduire que : Vn € N*, w, —wp4+1 > 0.
Soit n > 1, on calcule

n 1 n+1 1
Wy, — Wpt1 = %—ln( n) — ZE—Hn(n—i—l)
k=1 k=1
1
= 1 —In(n) +In(n + 1)
. n+1 B 1
B n n+1

) -

3.(a) On admet que : Vo € Ry, 22 — 223 <In(1 +2) — £ < 122
En déduire que w,, — wy41 ~ ﬁ
Soit n > 1, on a montré que

1 1
In{l1+—)——L2—= —
n < + TL) 1t Wy, Wn+1

1
n

donc par la question précédente appliquée avec x = % :

1 2 - - 1
oz s ST W S g0

et en divisant par ﬁ >0:

4
1— n < 2n2(wn —Wpt1) <1

le théoreme d’encadrement montre alors que :

nll}rfoo 2n? (wy, — Wwny1) = 1,
1
ERCE
(b) Proposer un programme Python pour illustrer numériquement ce résultat.
On crée un programme qui calcule 2n(w, —wy+1) et on montre que pour n grand les valeurs
sont proches de 1.

donc wy, — Wp41 ~

4. (a) Montrer que la série de terme général w,, — wy4+1 est convergente.
La série est a terme général positif et équivalent au terme général d’une série de Riemann
convergente car d’indice 2, donc par le critere des équivalents elle converge.

(b) En déduire que la suite (w,) converge. On note v sa limite.
n

On en déduit que la suite des sommes partielles définie par S, = > (wy — wg41) converge,
k=1
or on a :
n—1
Sno1 =Y (W — why1) = w1 — Wy = Wy = w1 — Sy
k=1

et la suite (wy,) converge.



5. (a) Déterminer les réels a, b et c tels que pour tout n de N* :

a n b n c
Up = —
" n n+l 2n+1
Par identification, on trouve :
6 n 6 24
tn ntl 2n+1
GO | 1
(b) Montrer que : Vn € N*, ; ST 2n+1 = 5 Un 1
On a
1 n 1 n 2n+1
- — —U, = = -1
LRI DI . z

En effet, on a ajouté la somme des inverses des entiers pairs compris entre 2 et 2n et le
somme des inverses des entiers impairs compris entre 3 et 2n + 1, donc on a la somme des
inverses de tous les entiers compris entre 2 et 2n + 1.

6n
n+1

(c¢) En déduire que : Vn € N¥, Z up = 24(vy — Vo) +24 —

k=1
On a:
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) par question ba

n

1 "1 1
k+6zk+1_24;2k+1

1
= 6v, + 6(vpy1 — 1) — 24(vopy1 — Qln — 1) par question 5b

6
=12v, + —— — 6 — 24vg 41 + 120, + 24
n+1

6n

= 24(’Un — ’U2n+1) + 24 — il

+o0
6. En utilisant la convergence de la suite (wy,), calculer Z uy, en fonction de In2.
n=1
En utilisant (wy,), on a :

. . n
nll}r_{loo(vn — Vop41) = lim (wn — wap41 +In (2n+ 1)) =y—y—In2=—-1n2

On en déduit que
+oo

Zuk =—241n2 + 18.
k=1



