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BCPST2B

TD 5 Correction - Espaces vectoriels

Compétences a acquérir :

> C1 : Connaitre les régles de calcul dans un espace vectoriel et vocabulaire : combinaison
linéaire de vecteurs, vecteur nul, scalaires, coordonnées...

> C2 : Démontrer qu'un espace est un sous-espace vectoriel d’'un espace vectoriel ou un
espace vectoriel engendré par une famille de vecteurs

> C3 : Déterminer une famille génératrice d’un espace vectoriel et connaitre les propriétés
lices

> (C4 : Démontrer qu’une famille est libre et connaitre les propriétés liées

>> C5 : Déterminer une base finie d'un espace vectoriel (de dimension finie), déterminer les
coordonnées d’un vecteur exprimé dans une base

> C6 : Déterminer la dimension d'un espace vectoriel et connaitre les propriétés liées (en
lien avec les familles libres ou génératrices notamment)

> C7 : Déterminer le rang d’une famille de vecteurs

> C8 : Connaitre les propriétés propres aux espaces vectoriels K", F(I,R), K[X], K, [X] et
M p(K)

Exercice 1 (C1-C2-C3-C4-C5-C6) Les trois questions sont indépendantes.

1. Soient P; et Py les plans de R® d’équations cartésiennes :
20 —y+2=0 et r+y+z2=0

Montrer que Py, Py et P; NP, sont des sous-espaces vectoriels de R?. Pour chacun d’entre

eux, en donner une base et la dimension.

— Soit (x,y,2) € R®. Alors :

(,y,2) EP) <= 20 —y+2=0 < y=20+2 <= (2,y,2) = (z,2x + 2, 2)

— (z,y,2) =x(1,2,0) + 2(0,1,1)
— (z,y,2) € Vect((l, 2,0), (0,1, 1))

Ainsi P; = Vect((l, 2,0),(0,1, 1)) et donc | P; est un sous-espace vectoriel de R |.
Par ailleurs, la famille B; = ((1, 2,0), (0,1, 1)) est génératrice de Py et elle est libre
car constituée de deux vecteurs non colinéaires. Donc ’Bl est une base de Py ‘ Enfin,
dim(P;) = card(B,) = 2.
— Soit (z,y, z) € R3. Alors :

(,y,2) €EPy <= x4+y+2=0 <= ... < (2,y,2) =y(—1,1,0) + 2(—1,0,1)
— (2,y,2) EVect((—l,l,O),(—l,O,l))

Donc | Py = Vect((—l, 1,0),(—1,0, 1)) est un sous-espace vectoriel de R?|. La famille
By = ((—1, 1,0),(—1,0, 1)) est génératrice de Py et elle est libre car constituée de deux

vecteurs non colinéaires. Il s’agit donc d’une base de Py et on a|dim(Py) = card(B,) = 2.




— L’ensemble | P; N Py est un sous-espace vectoriel de R?| comme l'intersection de deux
sous-espaces vectoriels de R3. Soit (x,y, z) € R?. Alors :

2 — y + z = 0 Iy
(x,y,2) € P1 NPy <— { v 4oy + oz 0 Ly
= + 2z = 0 Lo« 2Ly —14

— .
z = =3y
Y, =

{4
{

— (r,y,2) =y(2,1,-3)
— (z,y,2) € Vect((2,1,-3))

Finalement P; NPy = Vect((2,1,—3)) (on retrouve d’ailleurs le fait que P; N Py est

un sous-espace vectoriel de R?). La famille C = ((2, 1, —3)) est une famille génératrice

de P; NPy et elle est libre car constituée d’un seul vecteur non nul. Ainsi, une base

de Py NPy est C et on a|dim(P; NPy) = card(C) =
2. On pose :

E:{(x,y,z,t)€R4‘x—y—z+2t:Oetm+2y+22—t:0}

Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R*, en donner une base et la dimension.
Soit (x,vy, 2,t) € R%. Alors :

r — y — z + 2t = 0 Iy
(x,y,2,t) € & <:>{ YW o4+ 2 — & = 0 L
-y — z + 2t = 0 Ly
{ 3y 4+ 3z — 3t = 0 LQ%LQ—Ll
{:c = —t
<~
y = t—=z
— (v,y,2,t) =t(—1,1,0,1) + 2(0,—1,1,0)

(
— (:L',y,z,t) € Vect((—1,1,0,1),(0,-1,1,0))

Onaalors F = Vect((—l, 1,0,1),(0,—1,1, O)) et donc| E est un sous-espace vectoriel de R* |.
La famille F = ((—1, 1,0,1),(0,—1,1, O)) est génératrice de E et elle est libre car consti-

tuée de deux vecteurs non colinéaires. ‘ Une base de E est donc F et on a dim(FE) = card(F) = 2.




3. Soit ' = {(a + B,a,a — B) ‘ (o, B) € R2}. Montrer que F' est un espace vectoriel et en
donner une écriture cartésienne.

On a:
F={a(1,1,1) + 5(1,0,-1) | (o, B) € R*} = Vect(1,1,1),(1,0,-1))

donc F' est un sous-espace vectoriel de R3.
Déterminons une représentation cartésienne de F. Soit (x,y, z) € R®. Alors :

(x,y,z)EF — E|<O[75)ER27 ((L’,y,Z):(Oé—i-B,O{,OC—ﬁ)
a + f =z L
< (o, B) € R?, ! = y Ly
a — B = z I3
a + 6 = T L1
< 3(&,5)61&2, — 6 = -ty Ly <+ Lo — 13
— QB = —xr+=z Lg(—L3—L1
o+ 6 - xr L1
— 3(&,6)ER2, - 6 - —r+y Lo

= I—2y+2 Ly« Ls—2L,

Une représentation cartésienne de F' est donc F' = {(a:, y,z) € R? ‘ T—=2y+z= 0}.

Exercice 2 (C4) Soient a et b deux nombres réels. Dans 1’espace vectoriel R, on consi-
dére les trois vecteurs :

v =(1,a,2,1), v = (3,a,2,3) et vg = (0,1,0,0)

1. Montrer que ces trois vecteurs forment une famille liée si et seulement si ab = 2.
La famille (vy,vq,v3) est linéairement dépendantes (c’est-a-dire liée) si et seulement si
son rang est strictement inférieur au nombre de vecteurs qui la compose, c¢’est-a-dire si et
seulement si rg(vy, va, v3) < 2. Calculons le rang de (vq, v, v3) :

13 0\ L, 1 3 0 L
( ): a a 1 LQ _ 0 —2a 1 LQ%LQ—CLLl
el U2,03) =18 19 9 p| 1y, ~ 80 —4 b| LseTs—2L,
1 3 0 Ly 0 0 0 Ly+ Ls— 1
1 3 0 I,
. 0 —4 b L2<—>L3
% lo —2¢ 1 Ly ¢ Lo
0 0 0 L4%L4—L1
1 3 0 L
I L,
0 0 2—ab| Ly 2L —als
0 0 0 Ly« L,— L,

Finalement :

(v1,v9,v3) est like <= 2—ab=0 <= ab=2




2. Dans ce cas, exprimer le vecteur v, en fonction de v; et vs.
On suppose que ab = 2. Soit (A, ) € R%. On résout :

vy = avy + Py <= (3,4a,2,3) = a(1,a,2,1) + 5(0,1,0,0)

(

a
acc + [
= 200 + bf

| a
’Oé _
/8:

<

ﬁ_
o _

On a donc "Ug = 3v; — 2avs ‘

= 3 Iy

= a Ly

= 2 L3

— 3 L4
3 Ly
—2a LQ

—%:—2(1 L3
3 Ly

3. Déterminer une représentation cartésienne du sous-espace vectoriel de R* engendré par
les vecteurs vy, vg et vz (ici, a et b sont quelconques).
Posons F'(a,b) = Vect(vy, vg,v3). Soit (z,y, z,t) € R*. Alors :

(z,y,2,t) € F(a,b) <= 3(a,B,7) €R?, (x,y,2,t) = av, + By + yvs

(

a + 308

3 ace + af

| o + 38

(o + 38

3 — 2ap

— 3(047677) GRa _ 45
\

(o + 38

3 — 4B

— 3(047/677) GR, - 2a6
\

a + 38 =

= (2 —ab)y =

O p—

=z Iy
+ v =y L
+ by = z Lj
= t L4
= X L1
+ v = y—ar Ly+Ly—aly
0 = t—=x L4<—L4—L1
= xZ L1
+ by = z—2z L3+ Ly
+ Y= Yy—ax L2<—>L3
0 = t—=x L4
T L
z—2x L3
2y —az Lo < 2L3—als
t—x L4

On distingue ensuite deux cas (on obtient une ou deux équations de compatibilité suivant

la valeur de 2 — ab).
— Premier cas : ab =2

Dans ce cas, 2 — ab = 0 donc une représentation cartésienne de F'(a,b) est :

F(a,b) = {(z,y,2,t) e R* |2y —az=0et t — 2 =0}

— Deuxiéme cas : ab # 2
On obtient alors :

F(a,b) = {(z,y,2,t) e R*|t — 2z =0}




Exercice 3 (C1-C2-C3-C4-C5-C6) Soit A € R. On pose :
Fy={(z,y,2) eR*|(1=Nz+2z=0etz+(1-ANy+z=0et 22+ (1 - N)z=0}

Montrer que Fy est est un sous-espace vectoriel de R?, en donner une base et la dimension en
fonction du paramétre .

Soit (x,y,2) € R, Alors :

T + (1-XNy + z = 0 Ly
(r,y,2) € F) <= < (1=N)z + 2z = 0 L
2z + (1-XNz = 0 L
r + (1-XNy + z =0 Ly
r + (I1=-XNy -+ z =0 L,
- 1=-N% + (A\+1z = 0 Ly Ly
r + (1-XNy + 2 =0 Ly
= — 21-=Ny + (=1 =Xz =0 Lo

On distingue ensuite quatre cas.
— Premier cas : A\ =1

Alors :
T + z =0
(x,y,2) € | <= - - 2z = 0 <= (x,y,2) =v(0,1,0)
— 6z = 0

< (z,y,2) € Vect((0,1,0))

Donc | F} = Vect((O, 1, 0)) est un sous-espace vectoriel de R®. Une famille génératrice de

Fy est ((0, 1, O)) et cette famille est libre car constituée d’un unique vecteur non nul. On
a de plus |dim(F}) = 1.

— Deuxiéme cas : A\ = —1
Alors :
r + 2y + z =0
(x,y,2) € F 1 < — 2y = 0 < (r,y,2) =2(—1,0,1)
0 = 0

> (z,y,2) € Vect((—1,0,1))

Donc | F_| = Vect((O, 1, 0)) est un sous-espace vectoriel de R3. Une famille génératrice

de F} est cette fois ((—1, 0, 1)) Celle-ci est libre car constituée d’un unique vecteur non
nul. On a |dim(F_;) = 1|




— Troisiéme cas : A\ =3

Alors :
r — 2y + z =0
(x,y,2) € [y < — 4y — 4z = 0 <= (z,y,2) =2(-3,—-1,1)
0 =0

— (z,y,2) € Vect((—?), -1, 1))

Donc | F3 = Vect((—3,—1,1)) |est un sous-espace vectoriel de R®. Une famille génératrice

de Fj est ((—3, -1, 1)) Celle-ci est libre car constituée d’un unique vecteur non nul. On
a|dim(F3) = 1.
— Quatriéme et dernier cas : A€ R\ {—1,1,3}
Dans ce cas, —2(1 — A) # 0 et (A +1)(3 — A) # 0. Le systéme échelonné qui précede la
disjonction de cas est donc triangulaire et homogéne ; il admet donc une unique solution
qui est Ogs. Ainsi, | F\ = {Ogs} | F) n’a pas de base et ‘sa dimension est nulle ‘

Exercice 4 (C2-C4-C7-C8) Dans R*, on considére les vecteurs :
i=(1,1,1,-1), #=(-2,011) et @=(1,-21,0)

? Y )

1. Montrer que (@, ¥, ) est une famille libre de R*.
On calcule le rang de la famille (i, U, %) et on trouve 3. Comme le rang coincide avec le
nombre de vecteurs de la famille, on peut conclure que :

la famille (i, ¥/, @) est libre

2. Donner une équation ou un systéme d’équations cartésiennes du sous-espace vectoriel de
R* engendré par la famille (i, 7, ).
Posons F' = Vect(u, 0, w). Soit (z,y,z,t) € RL Alors :
(xayazvt>€F — H(Q,B,W)GR?), (x,y,z,t):aﬁ+ﬂz7+’yw
— 3 (a,ﬁ,’}/) S R?)a (1’, Y, th) = O{(l, 17 L _1) + B(_Qa 07 17 1) + 7(17 _27 17 0)

(

a — 28 + v =z Ly
3 o — 2’}/ =y L2
<~ H(Q,B,V)GR, a + ﬁ + v = =z L3
| —a + B =t Iy
(o — 26 + yoo= z Ly
26 — 3y = y—x Lo+ Lo—1,4
3
< 3(a,B,7) €R?, 35 = z—2 Ly« Ls—14
\ — B+ v = t+ax Ly Lyi+1,
(0@ — 28 + 7 = x Ly
3
< (o, B,7) €R’, 9y = x+22—3y L3+ 2L3—3L,
\ - v = x+4+y+2t Ly 2Ls+ Ly
a — 268 + 4 = z L
28 — 3y = y—w Ly
— 9y = r+2z—3y L3
0 = 10x+6y+22+18 Ly« 9L, + L3

Une écriture cartésienne de F' est donc :

F:{(x,y,z,t)€R4|5x+3y+z+9t:0}




3. Compléter cette famille pour obtenir une base de R*.
Soit © = (1,0,0,0). D’aprés la question 2., on a & ¢ F. Donc & ne s’écrit pas comme
combinaison linéaire de @, U et w. Par ailleurs, on sait que la famille (@, 4, W) est libre
donc la famille (4, @, w, ¥) est libre dans R*. Or elle contient quatre vecteurs et on sait
que dim(R*) = 4 donc :

la famille (u, o, W, T) est une base de R*

Exercice 5 (C1-C2) Les ensembles ci-dessous sont-ils des sous-espaces vectoriels :
1. de R[X]?

(a)

A={PeR[X]|P(2) =0}

— Le polynoéme nul appartient & A car O’R[X] = Orx] et Orx1(2) = 0.

— Soient A € R et (P,Q) € A% Montrons que AP + Q € A. Par linéarité de la
dérivation, on a :

(AP +Q)(2) =AP'(2) +Q'(2) =Ax 0+0=0

car P€ Aet Q € A. Ainsi, on a bien AP+ @ € F.
Donc :

A est un sous-espace vectoriel de R[X]

B={PeR[X]|P—-2P =0}
On peut montrer de la méme facon que B est un sous-espace vectoriel de F.

1
On propose une autre solution. L’équation différentielle 3y — —y = 0 est linéaire du

premier ordre a coefficients constants et homogéne. Son ensemble de solutions est
X
S:{x»—>Ce§’C’€R}.Onadon0:

B =S8NR[X] = {Ogx}

Démontrons la derniére égalité. Soit P € S NR[X]. Il existe alors C' € R tel que

P = C’e%. Supposons que P # Og[x]. Alors la limite de P en -oo est soit égale a +oo,
soit égale a -co. Or C # 0 donc :

lim P(x) = lim Ce? =0

Tr—r—00 T—>—00
ce qui est absurde. Donc P = Og[x). On a donc l'inclusion B = SNR[X] C {Ogx} et
lautre inclusion est immédiate (le polynéme nul appartient bien & B). Donc B est un
sous-espace vectoriel de R[X].
C = {P e R[X]| deg(P) =2}
Le polynome nul n’appartient pas a C' (car il est de degré -0o). Donc C' n’est pas un
sous-espace vectoriel de R[X].
D={aX?*+bX +1)+c|(a,b,c) € R}
On a D = Vect(X?, X +1,1) donc D est un sous-espace vectoriel de R[X] (de Ry[X]
méme).




2. de RY (i.e. de I'espace vectoriel des suites réelles) ?

(a) E = {(un)nen € RV | (u,)nen converge}

— La suite nulle est convergente de limite 0, donc elle appartient a E.

— Soient (up)neny € E, (Vn)neny € F et A € R. Les suites (up)nen €t (vy)nen sont
convergentes (car elles appartiennent a F) et on sait qu'une combinaison linéaire
de suites convergentes est convergente. Donc la suite A(uy)nen + (Un)nen converge,
c’est-a~dire A\(uy)nen + (Vn)neny € E.

Finalement, | E est un sous-espace vectoriel de RY |.

(b) F = {(un)nen € RY| (tn)nen est arithmétique de raison — 1}
La suite nulle Opn est une suite arithmétique de raison 0 (donc pas de raison 1).
Autrement dit, Ogn ¢ F'. Donc :

F n’est pas un sous-espace vectoriel de RY

(¢) G = {(un)nen € RY | Vn €N, tpp =ul}
La suite (1),en (constante égale a 1) appartient & G (puisque 12 = 1) mais la suite
2 X (1)pen = (2)neny n'appartient par & G car 22 # 2. Donc G n’est pas stable pour la
multiplication par les scalaires et donc :

G n’est pas un sous-espace vectoriel de RN

3. de F(R,R) (i.e. de 'espace vectoriel des fonctions définies sur R et a valeurs réelles) 7

(a) Pensemble H des fonctions définies sur R s’annulant en 1
Ona H = {f € F(R,R) | f(1) = 0}. Le méme raisonnement que celui mené & la
question 1.(a) permet de montrer que :

H est un sous-espace vectoriel de F(R,R)

(b) 'ensemble I des solutions sur R de I'équation différentielle y” + 2y' +y =0
— La fonction nulle 0z ry vérifie I'équation différentielle 3" + 2y’ +y = 0, c’est-a-dire

0 FRR) € I.
— Soient (f,g) € I? et A € R. Montrons que A\f + g € I. La fonction A\f + g est deux
fois dérivable sur R puisque f et g le sont (comme éléments de E) et :

A +9)"+200f+9) +Af+g9) =Xf"+2f + )+ (" +29d +9)=Ax0+0=0

car fe Fetge E.
Donc :

I est un sous-espace vectoriel de F(R,R)

,_£ COMMENTAIRE ] .

Comme on sait résoudre 1’équation différentielle qui caractérise I, on peut aussi écrire que :

I={z+— (Az+ B)e ™ |(A,B) e R*} = Vect(z — ze ™,z —> e %)

et donc (on retrouve que) I est un sous-espace vectoriel de F (R, R).




3.(c) Pensemble J des fonctions paires sur R
— Par définition :

J={f e FR,R)|Vz R, f(—z)= f(zx)}

La fonction nulle 0z r) est paire sur R donc elle appartient a J.
— Soient A € Ret (f,g) € J?. Montrons que A\f + g € J. Comme f et g sont paires
(elles appartiennent & .J), on a :

Vr € R, (Af +9)(—2) = Af(=2) + g(—7) = M (z) + g(x) = (\f + g)()

Donc A\f +g¢g € J.
Finalement :

J est un sous-espace vectoriel de F(R, R)

(d) I'ensemble des fonctions positives sur R
On note K cet ensemble. La fonction f : x — 22 est positive sur R, donc f € K. Par
contre, —f ¢ K car par exemple (—f)(1) = —1 < 0. Donc K n’est pas stable pour la
multiplication par les scalaires et donc

K n’est pas un sous-espace vectoriel de F(R,R)

4. de M, (R)?

(a) I'ensemble S, (R) des matrices symétriques
— La matrice nulle 0, ) est symétrique donc 04, ) € Sn(R).
— Soient A € R et (A, B) € S,(R)?. Montrons que M + B € S,(R). Par linéarité de
la transposition, on a :

‘M +B)=XNA+'B=)XA+B

car A et B sont symétriques.
Donc A + B € S§,(R). Finalement :

S,(R) est un sous-espace vectoriel de M,,(R)

(b) I'ensemble GL,(R) des matrices inversibles

La matrice nulle n’est pas inversible (son rang est nul donc n’est pas égal a n € N¥)
donc Oy, r) € GL,(R). Donc :

GL,(R) n’est pas un sous-espace vectoriel de M, (R)

(c) I'ensemble E des matrices scalaires
On a:

E={A\,| A € R} = Vect(1,)

donc | £ est un sous-espace vectoriel de M,,(R)|.




Exercice 6 (C3-C4-C5-C8) 1. On considére les polynomes de R[X] suivants :
P =1+X+2X2 Pp=-2-X—-X? Pa=1—-X+X? et Py=-X+2X?

La famille (P, Py, P3, Py) est-elle libre? Si ce n’est pas le cas, donner une relation de
dépendance linéaire entre les quatre polynémes de la famille.
Soit (a, 3,7,8) € R*. Alors (on utilise & la troisiéme équivalence le fait que la famille
(1, X, X?) est libre) :
aPy + BPy + P+ 0P, = Opx)
— al+X+2X)+8(—2-X - X*)+9(1 - X + X?) +§(—X 4+ 2X?) = Og[y]
= (=284 +(a=F—7=0)X+ (2a = f+7+20)X* = Og(x)

a — 28 4+ v = 0 I

— a — B — v = 0 =0 Ly
@ — 28 + ~ ~ 0 Ly

<~ ﬁ — 2’7 — 0 =0 L2 < L2 — L1
a — 28 + v =0 Ly

— B — 2y — & = 0 L,

— (o, 3,7,0) = (—0d,—0,—0,0)

Le choix § = 1 (par exemple) fournit la relation —P; — P, — P54 P} = Og[x]. Donc :

la famille (P, Py, Ps, Py) est liée

,_[ COMMENTAIRE ]

En fait, (P, P, P3, Py) est une famille de quatre polynomes de Ry[X]. Comme Ry[X] est
de dimension 3 et que la famille comporte quatre vecteurs, cette famille est nécessairement
liée. Par contre, cette observation ne permet pas de trouver une dépendance linéaire entre
les quatre vecteurs.

10



2. On pose Q; = 1+ X +2X2 + X3,
Qy=—-14+X+2X%+3X3, Q3 =2+X+2X% et Q,=3+X>+ X3
(a) Montrer que la famille B = (Q1, Q2, @3, Q4) est une base de R3[X].
Soit (a, 8,7,d) € RY On résout (on utilise la liberté de la famille (1, X, X2, X3) a la
troisiéme équivalence) :
aQy + Q2 +vQ3 + Q4 = Og[x
= a(l+X+2X*+ X%+ 8(—1+ X +2X* +3X°) +v(2 + X + 2X?)
+ (3 + X2+ X3) = Or[x]
= (a=B+27+30)+ (a+B+7)X + (2a+ 28+ §)X?
+(a+38+27+6)X° = Ogx

(o — B + 2y + 36 = 0 Ly
a + B + v = 0 Ly
= 3 20 + 23 L5 =0 Iy
a + 38 4+ 29y + 5§ =0 Ly
(0 — B + 29 4+ 30 = 0 L,
Qﬁ - 7 - 30 = 0 L2<—L2—L1
= 48 — 4y — 55 = 0 Ly Ls—2L,
L 25 -0 =0 L4(—%(L4—L1>
(0 — B + 29y + 35 = 0 Ly
26 — 4 — 38 = 0 Ly
— — 2y + 5 = 0 Ly Ly—2L,
L v o+ 20 = 0 L4(—L4—L2
(0 — B + 29y + 36 = 0 L,
28 — 4 — 30 =0 L,
= — 2y + & =0 Ls
L 5 = 0 L4(—2L4—|—L3

— (o, 3,7,0) = (0,0,0,0)

On en déduit que B est une famille libre de vecteurs de R3[X] (les éléments de B sont
bien des polynomes de degrés inférieurs ou égaux a 3). De plus, B comporte quatre
vecteurs et on sait que dim(R3[X]) = 4 donc :

la famille B = (@1, Q2, @3, Q4) est une base de R3[X]

,_( COMMENTAIRE ]

Comme on sait qu’il faut montrer que la famille est une base, on peut aussi calculer le
rang de la famille B en explicitant les polynomes dans la base canonique de R3[X] :

1 -1 2 3\ L

1 1 10| L
gB)=rgfy 9 ¢ L§ ==

1 3 2 1) Ly

On conclut comme dans le raisonnement précédent (rg(B) = card(B) = dim(R3[X]) = 4
donc B est une base de R3[X]).
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(b) Déterminer les coordonnées du vecteur P = —1 + 3X + 3X?% + 5X3 exprimées dans la
base B de R3[X].
Soit (a, 8,7,d) € R% On résout (on utilise & la deuxiéme équivalence la liberté de la
famille (1, X, X2, X3)) :

P=aQ:+ BQz+ Q3+ Q4
= (a=B+27+30)+(a+B8+7NX+2a+28+0)X*+ (a+33+2y+0)X°
= —1+3X +3X*+5X°

(@ — B + 2y + 36 = —1 L
o+ 6 + Y = 3 L2
=\ 20 + 23 L85 = 3 L
| o + 36+ 2y + 6 = 5 Ly
(0 — B + 29 + 30 = —1 Ly
26 — Y — 3(5 = 4 L2<—L2—L1
= 4B — 4y — 50 = 5 Ly Ly—2L,
L 26 -9 = 3 Ly + %(L4 — Ll)
(0 — B + 29 + 30 = —1 L,
= — %y 4+ 6 = -3 Ly Ls—21L,
L Y + 25 = —1 L4%L4—L2
(0 — f + 29 + 30 = —1 L
— — 2%y + § = -3 Ls
5 = -5 Ly« 2L+ Ls

— (a,f0,7,0)=(1,1,1,-1)

Ainsi :

la matrice des coordonnées de P exprimées dans la base B de R3[X] est Matg(P) =

—_ =

COMMENTAIRE J

Ceci signifie bien str que :

P=Q1+Q2+Q3— Q4
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Exercice 7 (C3-C4-C5-C8) 1. Montrer que B = (1, X, X(X — 1)) est une base de
Ry [X].
La famille B est constituée de polynomes de Ry[X] qui sont de degrés deux a deux distincts
donc cette famille est libre. De plus, dim(Rz[X]) = card(B) = 3 donc :

B est une base de Ry[X]

2. Déterminer les coordonnées d’un polynéme quelconque de Ry[X] dans la base B.
Soit P = aX? + bX + ¢ € Ry[X]. Déterminons les coordonnées de P dans la base B de

Ro[X]. Soit (o, 8,7) € R3. On résout :
P=a+B8X+7X(X —1) <= aX’+bX +c=7X’+(B—7)X +«

v = a
= B —7 b (car la famille (1, X, X?) est libre)
a = c
7= a
— B = a+b
a = c
c
Donc |la matrice des coefficients de P = aX? + 0X + ¢ dans la base B est Matz(P) = [a+b
a

3. En déduire la nature et la somme éventuelle de la série :

Z 3n? —;n +6

n=0

6

D’aprés la question 2., on sait que Matg(3X? —4X +6) = | —1 | . Autrement dit :
3

3X? —4X +6=6—X +3X(X —1)

et donc :
Vn € N, 3n® —4n+6=6—n+3n(n—1)

1 n
Ainsi, on a pour tout n € N, en multipliant par (5) ,

32 —4n+6 1\" 1\" 1\"
D o) - - (=
o 6 (2) n (2> + 3n(n ) (2)
n\" 1 n\N""' 3 1\"?
—6(5) —Exn(§> +an(n—1)(§)

1 1\"
Comme 3 €] — 1,1], les séries géométrique Z <§> , géométrique dérivée premiére
n=0

1 n—1 1 n—2
Zn (—) et géométrique dérivée seconde Zn(n - 1) (§> sont convergentes.

2
n=>1 n=2

32 —4n+6

Comme 'ensemble des séries convergentes est un espace vectoriel, la série
) 2n

n=0

13



converge de la somme égale a (par linéarité de la somme) :

S () 45 e )
-

n=0

6 1 " 3 " 2
T 1_1 o ﬁ A 1\3
=z 2 (1-3)° 4 (1-3)
=12—-2+12
=22
Finalement :
32 —4n+6 32 —4n+6
la série ——— est convergente de somme _— =22

Exercice 8 (C4) On note E I'espace vectoriel des fonctions définies sur R a valeurs réelles.

1. On considére les fonctions :
firxr—1, fo i x —> cos(z), fa:w > cos(2x) et fy:x > cos(z)?

La famille F = (f1, fo, f3, f1) est-elle libre ?
On sait par formule de duplication du cosinus que :

Vr € R, cos(2x) = 2cos(x)* — 1

c’est-a-dire :
VeeR,  fy(z)=2fi(z)— fi(z)
Ceci se rééerit :

f3=2f1—hH (ce que l'on peut réécrire : f1 +0 x fo + f3 — 2f4, = Op)

Donc :

la famille F est lice|

COMMENTAIRE ]

L’égalité f3 = 2f, — f1 nous dit méme que la sous-famille (f1, f3, f1) de F est liée.
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2. On considére les fonctions :
g :x— 1, gox— 2® + 1 et g3 1 —> |2°|

La famille G = (g1, g2, g3) est-elle libre ?
Soit (a, B,7) € R3. On suppose que ag; + 3¢z + 793 = Og. On a donc :

VreR,  agi(z)+ Bga(z) +vg3(x) =0
c’est-a-dire :
Vz € R, a+ B(®+1)+~]z]> =0 (1)

— Le choix z = 0 dans (1) fournit o + 5 = 0 (c’est-a-dire § = —a).

— En choisissant maintenant x =1, on a a + 258 + v = 0.

— On choisit enfin z = —1 ce qui nous donne o + v = 0 (c’est-a-dire v = —a).
En remplacant les valeurs de 3 et v dans la deuxiéme équation, on obtient :

a+2(—a)+ (—a)=0 et donc a=0

ce qui implique que § =y = 0. Ainsi :
‘la famille G est libre

COMMENTAIRE ]

On peut bien str choisir d’autres valeurs pour x que 0, 1 et —1.

Exercice 9 (C1-C2-C3-C4-C5-C8) Etant donnés deux polynémes P et Q de R[X], on
dit que Q divise P (ou que P est factorisable par Q) s’il existe R € R[X] tel que P = QR.
Soit F' = R;[X] et G I'ensemble des polynémes de R4[X] divisibles par X2 — 3X + 2.
1. Montrer que G est un sous-espace vectoriel de Ry[X].
— Le polynéme nul appartient a G car celui-ci est divisible par X? — 3X + 2. En effet,
on a l’égalité :
0R4[X] = (X2 —3X + 2) X 0R4[X}
— Soient (P,Q) € G? et A € R. Montrons que AP + Q € G. Comme P et Q sont
des éléments de G, il existe (R,S) € (R[X])? tel que P = (X? —3X +2)R et Q =
(X? —3X +2)S. Donc :
P = AMX?-3X +2 X?-3X+2)Q=(X*-3X+2
AP+ Q= X( 3X +2) R+ ( 3X 4+2)Q = ( 3X 4+ 2)(AR +8)

ER[X]

en factorisant par X2 — 3X + 2. DoncAP + Q € G.
Finalement :

G est un sous-espace vectoriel de Ry[X]

COMMENTAIRE ]

On peut en fait directement chercher une écriture vectorielle de G, comme cela est fait
dans la question 2. Cela permet de traiter en méme temps une partie de la question 2.!
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2. Déterminer une base de F' et de G.
On sait que :

une base de F est (1, X)
Déterminons une base de G. Soit P € Ry[X]. Alors :
PcG «— IQeR[X], P=(X*-3X+2)Q
= JQEeERX], P=(X?-3X+2)Q  car deg(P) <4 et deg(X*>—3X +2) =2
<= 3J(a,b,c) €R® P =(X?-3X+2)(aX*+bX +c¢)
< J(a,b,c) R} P=c(X?-3X +2)+bX(X*—-3X +2)+aX*(X*>-3X +2)
< P € Vect(X? —3X +2,X(X* - 3X +2), X*(X* - 3X +2))
Autrement dit, G = Vect(X? —3X 42, X(X? - 3X +2), X*(X? — 3X +2)). La famille :

B=(X?-3X+2X(X*-3X+2),X*(X*-3X +2))

est génératrice de G et elle est libre car les polynémes sont de cette famille sont de degrés
deux a deux distincts. Donc :

une base de G est B = (X? —3X + 2, X(X? - 3X 4 2), X?(X? - 3X +2))

3. En déduire une base de R4[X] constituée de vecteurs de F' et de G.
Juxtaposons les bases de F' et de GG obtenues; la famille :

C=(1,X,X*=3X +2,X(X?*-3X +2), X*(X* - 3X +2))

est constituée de vecteurs de Ry[X] de degrés deux a deux distincts donc cette famille est
libre. Comme elle contient 5 polynomes et que dim(R4[X]) = 5, on peut conclure que

C est une base de R4[X]

4. Déterminer les coordonnées du polyndome X* exprimées dans cette base.
Comme C est une base de Ry[X] et puisque X* € Ry[X], il existe (un unique) quintuplet
(a,b,c,d,e) € R® tel que :

X' =a+bX 4 ¢(X?—3X +2) +dX(X? —3X +2)+eX*(X? - 3X +2)

En remplagant X par 0, 1 et 2 on obtient les équation a+2c=0,a+b=1et a+2b= 16
ce qui fournit b = 15, a = —14 et ¢ = 7. 1l reste :

X' = 144+ 15X +7(X? = 3X +2) +dX(X? —3X +2) +eX*(X? - 3X +2)
c’est-a-dire :
X*—7X? 46X =dX(X? —3X +2) +eX*(X? - 3X +2)
soit encore, en factorisant :
X(X?=3X +2)(X +3) = X(X*-3X +2)(d +eX)

ce qui implique que X +3 = eX +d et donc, comme la famille (1, X') est libre,ona e =1
et d = 3. Finalement :

—14

15
la matrice des coordonnées de X* exprimée dans la base C est Mate(X?4) = | 7
3
1
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Exercice 10 (C1-C2-C3-C4-C5-C6-CT7) On note E l'espace vectoriel R,[X] ou n €
N*. Soit @ € R. On pose :
F(a)={P e E|P(a) =0}

1. Montrer que F'(a) est un sous-espace vectoriel de F.
— Le polynéme nul appartient a F'(a) puisque O, xj(a) = 0.
— Soient (P, Q) € F(a)? et A € R. Montrons que AP + Q € F(a). Alors :
AP+ Q)(a) =AP(a)+ Q(a) = A x0+0 car P € F(a) et Q € F(a)
=0
donc AP+ @ € F(a).
Ainsi, | F(a) est un sous-espace vectoriel de E'|.

,_[ COMMENTAIRE ]

En fait, F'(a) est le noyau de I'application linéaire :

JRJX] — R
{ P +—— P(a)

Or on sait que le noyau d’une application linéaire a une structure d’espace vectoriel.

2. Montrer que la famille (X*(X — a))
base puis la dimension de F'(a).
— Pour tout i € [0,n — 1], le polynome X*(X — a), noté P; est de degré i +1 < n. Donc
(Po,...,P,_1) est donc une famille de polynoémes de E = R,,[X]| de degrés échelonnés.
(’en est donc une famille libre.
— Remarquons par ailleurs que pour tout ¢ € [0,n — 1], on a P;(a) = 0 donc P; € F(a).
Comme F(a) est un sous-espace vectoriel de £, on a les inclusions :

0<icn_1 €St une famille libre de F. En déduire une

Vect(Py,...,P,) C F(a) C E
et donc les inégalités :
dim (Vect(Py,...,P,)) < dim(F(a)) < dim(E)
D’aprés ce qui précéde, dim (Vect(Pl, o ,Pn)) =n donc :
n < dim(F(a)) <n+1

De plus, le polynéome constant égal a 1 appartient & F mais pas & F(a) (puisqu'’il ne
s’annule pas en a). Il s’ensuit donc que F'(a) # E (et donc nécessairement dim(F'(a) #
n 4+ 1). On déduit des inégalités précédentes que dim(F'(a)) = n. Donc :

{ Vect(Py,...,P,) C F(a)
dim (Vect(Py,...,P,)) = dim(F(a))

ce qui implique que F'(a) = Vect(Py,...,P,).
Finalement :

une base de F'(a) est (Py,...,P,)
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puisque cette famille est libre et génératrice de F'(a).

3. Montrer que la famille ((X — a)'), i<y, €St une base de F'(a). Quelles sont les coordonnées

d’un polynéme P quelconque de F (a) dans cette base?
La famille ((X — a)z)1 i<, €8t constituée de polynomes de F'(a) (puisqu’ils sont de degré

inférieurs ou égaux a n et car ils s’annulent en a). Elle est de plus libre car les poly-
nomes sont échelonnés en degré. Comme cette famille est composée de n vecteurs et que
dim(F'(a)) = n, on peut conclure que :

la famille ((X — a)?) , notée B, est une base de F(a)

1<i<n

n

Soient P € F(a). Il existe alors un unique (o, ..., a,) € R™ tel que P = > ap(X — a)*.

k=1

Soit j € [1,n]. Alors :

PO = S k(k—1)...(k—j+ Dan(X — a)k~
=y

PY(a)

On a donc PY(a) = j!a; puis aj = ——. Ainsi :

g!

la matrice des coordonnées de P € F(a) dans la base B est Matg(P) =

4. Soient a; et ay deux nombres réels distincts. On pose F' = F(ay) N F(az).

(a)

Justifier que F' est un sous-espace vectoriel de E.
D’aprés la question 1., on sait que F'(a;) et F(ay) est des sous-espaces vectoriels de E.

On l'intersection de deux sous-espaces vectoriels de E est un sous-espace vectoriel de
E donc :

‘F est un sous-espace vectoriel de F ‘

Donner une base de F. Quelle est sa dimension ?

Un polynome P de R[X] est tel que P(a;) = P(ay) = 0 si et seulement s’il est divisible
par X — a; et par X — ay, c’est-a-dire si et s’il existe QQ € R[X] tel que P = (X —
a1)(X — as) Q. Considérons alors la famille C = (X*(X — a;)(X — &2))0<i<n_2. Pour
tout i € [0,n — 2], on a :

deg ((X'(X — a1)(X — a2)) = deg(X") + deg(X — a1) + deg(X —az) =i+2<n

donc X*(X — a1)(X — ay) € E et comme ce polynéme s’annule en a; et en as, il
appartient aussi a F'(a). La famille C est de plus libre (car les polynémes de la famille
sont échelonnés en degrés) et est constituée de n — 1 vecteurs. Ceci implique que
dim(F) > n — 1. Par ailleurs, on sait que F' C F(a;) et que F' # F(a;) (en effet,
X —a; € F(a;) mais X —ay ¢ F puisqu’il ne s’annule pas en ay car a; # ay). On
en déduit donc que dim(F) < dim(F(aq)), c’est-a~dire dim(F') < n — 2. Finalement,
dim(F) =n — 1 et la famille C est donc une base de F'.
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Exercice 11 (C1-C2-C3-C4-C5-C6) On considére I'ensemble :

a—b+c b—c ¢
E =< M(a,b,c) = c a—c b+c| |(a,bc) €R?
b —b a+Dd

1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de M3(R). En donner une base et la dimension.
Soit (a, b, c) € R3. Alors :

a—b+c b—c c a 0 0 -b b 0 c —c c
M (a,b,c) = c a—c b+tc]|=(0a O+ 0 O b]+|c —c c
b —b a-+b 0 0 a b —b b 0 0 O

-1 1 0 1 -1 1

=al3+b 0 0 1]+c|l -1 1

(1 -1 1 0 0 0)

1 0 1 -1 1
Enposant A= 0 0 1]etB=|1 —1 1],onaalors:
1 0 0 0

E={al3+bA+cB|(a,bc) € R} = Vect(I3, A, B)

Donec :

E est un sous-espace vectoriel de M3(R)

dont une famille génératrice est (I3, A, B). On étudie ensuite la liberté de cette famille.
Soit (a,b,c) € R3. Alors :

a—b+c b—c ¢ 000
als + BA+vB = Oryw) = c a—c b+c] =000
b —b a+b 000

< (a,b,c) =(0,0,0)
Donc la famille (I3, A, B) est libre. Finalement :
une base de E est (I3, A, B) et on a dim(F) =3

2. Montrer que E est stable par produit (c’est-a-dire que le produit de deux éléments de F
appartient a £).
Soient (a,b,c) € R3 et (a/,V/,) € R3. Alors :

a—b+c b—c ¢ a—-v+cd V-
M(a,b,c)M(d', b, ) = c a—c b+c d a—d V+/d
b —b a+b v =0 d 4V
aa’ — ab' + acd — ba' + b’ 4 ca’ ba' + ab’ — (ad + ca’ + bb) ca' + ac + bl
= ca' + ac’ + bb’ aa’ — (a'c + ac’ + bb') ba' + al +a'c + ac’ + bb’
ba' + al/ —ba' — ab’ aa’ + ba’ + ab’

En posant A = ad’, B = ba’ + ab’ et C = ca’ + acd + bb', on a montré que
M(a,b,c)M(d', b, )= M(A, B,C)

donc l'espace vectoriel E est stable par produit.
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Exercice 12 (C1-C3-C4-C5) On considére les quatre matrices de My (R) suivantes :

10 2 1 1
Ml:(l —1)’ M22(1 2)’ M3:<—1

1. La famille F = (Mj, My, M3, My) est-elle libre ? Si non, déterminer une relation de dé-
pendance linéaire entre ces quatre matrices.
Soit (a, 3,7,6) € R On résout :

OéMl + ,BMQ + ’YMg + 5M4 = OMQ(R)

<~

1 0 2 1
(:)&(1—1)+5(12
a+28+y+9 B+y+9
a+p—v—20 —a+28—v—>50
(o + 28 + v + ¢
B+ v + 9
a + pf - 5 = 2
| —a + 28 — v — 50
(0 + 28 + v + 6
g+ v + 0
— B - 2y — 36
\ b -0
(a0 + 28 + v + 0 =
B+ + & =
- v — 20 =
-y — 20 =
a = —0
g = 0
vo= =20

1 11
—1) ot M4_(—2 5

Jor( ) )

— (o, 3,7,0) = (—6,0,—26,0)

Par exemple, pour 6 = 1, on obtient que :

0
0
0
0

)= 0)

Ly
Ly
Ls
Ly

Ly

0 Ly« Ls+ 1Ly
0 L4<—L4—L2

)

—M, + My — 2M3 + My = Opgy(w) 5 la famille (M, My, M3, My) est donc liée

(

0 0
0 0

2. Déterminer une base B du sous-espace vectoriel F' de My(R) engendré par la famille F
ainsi que la dimension de F'.

On a:

F= Vect(Ml, MQ, Mg, M4) = VeCt<M2, Mg, M4)

puisque M; = My — 2Mj3 + My d’aprés la question précédente. Ainsi, B = (My, M3, My)
est une famille génératrice de F'. Calculons le rang de cette famille de vecteurs en écrivant
les vecteurs My, M3 et M, dans la base canonique :

de My(R). On a :

((

0 0)

l"g(B) = I'g(M27 Mg, M4) =1Ig

20
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0 0

01
0 0)"\1

)

1
1
-1
-1

)

1
1
-2
)

Ly
Lo
L3
Ly

)



Comme B est composée de 3 vecteurs, cette famille est donc libre. Ainsi :

une base de F est B = (M, M3, My) et on a dim(F) = 3

. 2 . . .
3. Justifier que A = (3 (2)> appartient a I’ et déterminer les coordonnées de A exprimées

dans la base B de F'.
Soit (a, 3,7) € R3. On résout :

A=aMy+ fMs+~yM,; < (3 2>—a<1 2>+5(_1 —1>+7<_2 —5)

200 + B + 4 = 2
a
= « i— g i_ 277 = g
20 — B — by = 2
—
( ﬁ 7)=(2,-3,1)
Ainsi :
‘le vecteur A appartient F‘
et :
2
la matrice des coordonnées de A dans la base B de F' est Matg(A) = [ —3
1

T

Exercice 13 (C4) 1. Pour tout (p, q) € (N*)?, calculer l’intégrale/ sin(px) sin(gx)dzx.
0
Soient (p,q) € (N*)%. Soit z € R. En linéarisant sin(pz)sin(gz) (...) on obtient :

cos((p —q)z) | cos((p+ q)z)
2 + 9

sin(pz) sin(qzr) =

On distingue ensuite deux cas.

e Premier cas : p=¢
Alors :

/07r sin(pe) sin(qz) dz = /07r (1 + M) dz = F + MI —

bo |

2 2 2 4p

e Deuxiéme cas : p # ¢
Icip—q#0 (et p+q#0) donc :

/ sin(px) sin(qz) / (COS + cos((p2+ q)m)) dx
0
[sm( L sinl(p + q)x)r
2 2p+q) ],
=0
Finalement :
V(p.q) € (N*)?, / sin(pz) sin(gz) dz :{ 2 o
0
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2. Soit n € N*. Pour tout p € [1,n], on définit la fonction f, par :
Vo € R, fp(z) = sin(px)

Montrer que la famille (f1,..., f,) est une famille libre de F(R,R).
Indication : il n’est pas nécessaire de raisonner par récurrence ici.
Soit n € N*. Soit («,...,a,) € R™ tel que :

arfi+--+anfn = 0rgp) (2)

Montrons que pour tout k € [1,n], on a o = 0. Soit k € [1,n]. En multipliant par f
dans 'égalité (2), il vient :

arfifr + -+ anfufr = 0rwpr)

Les fonctions mises en jeu dans cette égalité sont continues sur [0, 7] donc, en intégrant
cette égalité entre 0 et 7 et en utilisant la linéarité de I'intégrale, on obtient :

ocl/ﬂfl(x)fk(x) de 4+ -+ ozn/wfn(x)fk(x) dr = /WO dr =20
0 0 0
ce qui se réécrit :

Zaé/ fe() fi(x) da + ak/ Se(z)?dz =0 (3)
— 0 0

7

Or on sait d’aprés la question 1. que :

ve e [1,n], /Oﬂfg(x)fk(x)dx:{% S E=k

sinon

7r
Dans (3), il reste donc ay, x 5= 0, c’est-a-dire o, = 0. Finalement :

la famille (fy,..., fn) est libre dans F(R, R)

Exercice 14 (C1-C2-C3-C4-C5-C6) On considére les ensembles de suites suivants :

e [ est 'ensemble des suites réelles (uy,),en telles que :
Vn € N, Upt3 = 6Upio + 11Uy — 6uy,
e [ est I'ensemble des suites (vy,)nen telles que :
Vn € N, Upa1 = 20,
e (G est I'ensemble des suites (wy,)en telles que :
Vn € N, Wpao = —Wpi1 — Wy

1. Montrer que E, F' et GG sont des espaces vectoriels.
— Soit (vn)nen € RY. Alors :

(Un)nen € F' <= (vy)nen est une suite géométrique de raison 2
<~ Vn €N, vy, = V2"

Par conséquent :

F={A2")nen | A € R} = Vect ((2")en)

Donc | F' est un sous-espace vectoriel de RY|.
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— Soit (wy)neny € RY. Alors :
(Wp)ney € G <= Yn €N, wy 9+ wpy1 +w, =0

2 2
<= 3(A,B) €R? Vn €N, w, = Acos (%) + Bsin (%)

car (wy)nen est une suite récurrence linéaire d’ordre deux d’équation caractéristique

. 21
2%+ z + 1 =0 dont les racines sont e ' 3 . Pour tout n € N, posons :
2mn . [ 2mn
a, = COos S et b,, = sin 5

G = {A(an)neN + B(by)nen ‘ (A,B) € RQ} = Vect((an)neN, (bn)neN)

Alors :

Donc |G est un sous-espace vectoriel de RY |.

— Il reste & montrer que G est un sous-espace vectoriel de RY. La suite nulle Ogn appartient
bien & F puisque 0 =6 x 0+ 11 x 0 —6 x 0.
Soit A € R et ((un)neN, (vn)neN) € E% Montrons que \(tu,)nen + (Un)nen € E. Tout
d’abord :

)‘(un)TLEN + (Un)nEN - ()\un + Un)nEN
Soit n € N. On a :

6(Atnsa + Unto) + 11 (Atngr + Ung1) — 6(Awy, 4 v,) = A(6tpio + Lty — 6uy) + (60,4 + 111

= )\un+3 + Ungs

car (Up)neny € E et (vy)neny € E. Ainsi, A(up)nen + (Un)neny € E. Finalement :
E est un sous-espace vectoriel de RY

COMMENTAIRE J

On peut démontrer également que F et GG sont des espaces vectoriels @ la main (c’est-a-dire
comme on l'a fait pour £).

2. Déterminer une base et la dimension de F' et G.
— D’aprés la question 1., la famille ((2n)n€N) est génératrice de F'. Elle est de plus libre
car constituée d’un unique vecteur non nul. Donc :

une base de F est ((2")nen) et dim(F) = 1
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— De la méme maniére, une famille génératrice de G est ((an)neN, (bn)neN). Montrons
qu’elle est libre. Soit (a, 3) € R%. On suppose que a(ay,)nen + B(bn)nen = Ogn. Alors :

2 2
Vn € N, aay, + Bb, =0 ¢’est-a-~dire Q COS (%n) + [ sin (%n) =0

3 1
Pour n = 0, on trouve a = 0 et pour n = 1, on obtient - + B§ =0douf=0.La
famille ((an)neN, (bn)neN) est donc libre. Ainsi :
la famille ((an)nen, (bn)nen) est une base de G et dim(G) = 2

3. Montrer que I'application ¢ : & — R? définie par :

V(tn)nen € E, @ ((tn)nen) = (uo, ur, uz)

est linéaire et bijective. En déduire la dimension de E.

Définition : si E et F sont des espaces vectoriels (quelconques), alors une application
f+ E — F est dite linéaire si :

VA €R, V(u,v) € E?, fAu+v)=Af(u) + f(v)

Soient A € R et ((wn)nen, (Vn)new) € E2. Montrons que @(A(un)nen + (Vn)nen) =
A@((Un)neN) + cp((vn)neN). On a:

‘P()‘(Un)neN + (vn)neN) - 90((>‘un + vn)nEN)
= ()\Uo + Vo, )\Ul + Uy, /\U2 + Ug)
= Mug, uy, uz) + (vo, v1, v2)

= Ao ((tn)nen) + @ ((vn)nen)

Donc ¢ € L(E,R?).
On étudie ensuite la surjectivité et I'injectivité de .

e Surjectivité de ¢.
Soit (a,b,c) € R. Considérons la suite (u,),en définie par ug = a, u; = b et uy = c et
par u, 3 = 6,19+ 11u, 1 — 6u, pour tout n € N. Alors (u,)neny € F et gp((un)neN) =
(a,b,c). L’application ¢ est donc surjective.

e Injectivité de ¢.
Soit (uy)neny € E. Alors :

(un)nen € Ker(p) <= (ug,us,uz) = (0,0,0)

On montre alors que pour tout n € N, on a u,, = 0 (propriété P,) a I'aide d’une récur-
rence forte et en exploitant le fait que (uy,),eny € E (c’est-a-dire en utilisant la relation
de récurrence qui caractérise F). On obtient donc Ker(yp) = {Ognv}. L’application ¢ est
donc injective.

Finalement, | ¢ est un isomorphisme d’espaces vectoriels de E dans R?|. On en déduit donc
que :

dim(E) = dim(R?) = 3
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4.(a) Soit A € R. Montrer que (A\"),cy € E si et seulement si A = 0 ou A3 —6\%>+11\—6 = 0.
Soit A € R. Alors :

(A")nen € E <= V€N, A = GAPT2 - 11 — A"
< Vn e N, NP3 —6A2 — 11N+ 6) = 0
A=0ouX —6\2—11\A+6=0
On a donc bien :

V) € R, AN Vpen €EE == A=0o0u )\ -6\ —11A+6=0

(b) En déduire une base de F.
Reésolvons I’équation A\*> —6A% — 11\ 46 = 0 dans R. On remarque que \ = 1 est racine.
On peut donc factoriser le polynéome de degré 3 par A — 1. On a :

N —6XA =11 +6=A—1)AN=5X+6)=(\—1)(A—=2)(\—3)

Les racines cherchées sont donc 1, 2 et 3. D’aprés la question 4.(a), la suite (1),en
constante égale a 1 et les suites (2"),en et (3"),en appartiennent a E.

Montrons maintenant que la famille B = ((1)nen, (2")nen, (3")nen) est libre. Soit
(o, B,7) € R3 tel que a(1)nen + B(2")nen + V(3" )neny = Ogn. Montrons que a = 3 =
v=0.0na:

Vn € N, a+ p2"4+~43" =0

Les choix n = 0, n = 1 et n = 2 (par exemple) permettent de déterminer «, 3 et 7.

On résout :
o+ ﬁ + v = 0 L1 o+ ﬁ + v = 0 L1
a + g+ v =0 Ly
= 8 + 2v = 0 Lo
+ 2’}/ = 0 Ly« Ls—3L4

— (a,f,7) = (0,0,0)
Finalement, la famille B est libre dans E. Cette famille comporte de plus trois vecteurs
et on sait que dim(£) = 3. Donc :
une base de E est B = ((1)neN, (2") nen, (3”)neN)

5. Soit (un)nen la suite de E telle que ug = 1, u; = 0 et uy = 2. Déterminer I'expression de
cette suite.
La suite (u,)nen appartient a E dont une base est ((1)nen, (2")nen, (3")nen). 11 existe

donc (a, B3,7) € R? tel que (up)nen = @(1)nen + B(2")nen + 7(3”)neN), c’est-a-dire :
Vn € N, U, = a+ 52" + ~3"

On détermine les valeurs de «, 8 et v a l'aide des valeurs de ug, u; et uy. On résout :

a + B + v =11 a + B + v =1 Ly
a + B+ v =1 Ly
2’)/ = 4 L3(—L3—3L2

— (a>ﬁ77> = (47 _572)
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Finalement :

\vneN, U, =4 —5x 2" +2x 3"

Exercice 15 (C1-C4) On considére un espace vectoriel E de dimension n € N\ {0,1} et
une base B = (ey,...,e,) de E.

n
Pour tout entier j € [1,n], on pose ¢; = Z e — €j.
i=1
1. On suppose ici que n = 3. Montrer que la famille (€1, &5, £3) est une base de E.
On a:

€1 = e9 + e3, €9 = €1 + €3 et g3 =e€1 1+ €9

La famille (1,9, £3) est composée de 3 vecteurs et 'espace vectoriel E est de dimension
3. Pour démontrer que cette famille est une base de E, il suffit donc de montrer que son
rang est égal a 3. On calcule le rang de cette famille en explicitant chacun de ses vecteurs
dans la base (e, ey, €3) de E :

rg(B) = rg

[ )
=
O ==
Il
Il
w

Ainsi :

la famille (eq,€9,€3) est une base de E

COMMENTAIRE J

On peut tout a fait commencer par établir la liberté de la famille en utilisant la définition
de la liberté.

2. On revient maintenant au cas général (i.e. que n est quelconque supérieur ou égal a 2).

(a) Montrer que la famille C = (gq,...,&,) est une base de E.

Soit (ay,...,a,) € K" tel que Zaiei = Og. Montrons que pour tout i € [1,n], on a
i=1
a; = 0. En explicitant les vecteurs €4, ..., &,, on obtient :

(ag+---Fay)er+ (a1 +ag+ - +ay)ea+ -+ (a1 + -+ a,_1)e, =0g
Or la famille (eq, ..., e,) est libre (puisqu’il s’agit d’une base de E donc :
ag+---+a, =0 L,
ay+asg+---+a, =0 Ly
a1+"'+anfl:0 Ln

Soit i € [2,n]. L’opération élémentaire L; < L; — L; fournit I’égalité a; = a;. En
remplagant dans L, on obtient na; = 0 et donc a; = 0 puisque n # 0. Finalement,
a,=ay=---=a, =0 donc:

la famille C = (ey,...,e,) est libre
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(b) Déterminer la matrice P des coordonnées des vecteurs de C exprimées dans la base B.

Les vecteurs €y, ..., &, sont exprimés en fonction de ey, ..., e, donc la matrice P cher-
chée est :
0 1 1
P_ 1
S
1 1 0

(c) Déterminer de méme la matrice 3 des coordonnées des vecteurs de B exprimées dans

la base C.

n
Indication : on commencera par calculer E ;.
i=1
Il s’agit d’exprimer les vecteurs ey, ..., e, en fonction des vecteurs 1, ...,&,. On a :

j=1 \i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
n n
=N E 6]‘ — E 6]‘
Jj=1 Jj=1
n
=(n-1)) ¢
Jj=1

Soit j € [1,n]. Par définition de ¢;, on a :

- 1
e-:E € — &5 = E € —E&j
J - i J n—1 ( J
Z:

i=1

La matrice Q cherchée est donc :
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