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TD 5 - Espaces vectoriels

Compétences a acquérir :

> C1 : Connaitre les régles de calcul dans un espace vectoriel et le vocabulaire : combinaison
linéaire de vecteurs, vecteur nul, scalaires, coordonnées...

> C2 : Démontrer qu'un espace est un sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel ou un
espace vectoriel engendré par une famille de vecteurs

> C3 : Déterminer une famille génératrice d’un espace vectoriel et connaitre les propriétés
liées

> C4 : Démontrer qu’une famille est libre et connaitre les propriétés liées

> C5 : Déterminer une base finie d’un espace vectoriel (de dimension finie), déterminer les
coordonnées d’'un vecteur exprimé dans une base

> C6 : Déterminer la dimension d’un espace vectoriel et connaitre les propriétés liées (en
lien avec les familles libres ou génératrices notamment)

> C7 : Déterminer le rang d’une famille de vecteurs

>> C8 : Connaitre les propriétés propres aux espaces vectoriels K", F(I,R), K[X], K, [X] et
M (K)

Exercice 1 (C1-C2-C3-C4-C5-C6) Les trois questions sont indépendantes.
1. Soient P; et Py les plans de R? d’équations cartésiennes :
20 —y+2=0 et r+y+z2=0

Montrer que Py, Py et P; NPy sont des sous-espaces vectoriels de R3. Pour chacun d’entre
eux, en donner une base et la dimension.

2. On pose :
E:{(x,y,z,t)€R4‘m—y—z—|—2t20etx+2y—|—22—t:0}

Montrer que E est un sous-espace vectoriel de R*, en donner une base et la dimension.

3. Soit F' = {(a + 6,0, — B) ‘ (o, B) € Rz}. Montrer que F' est un espace vectoriel et en
donner une écriture cartésienne.

Exercice 2 (C4) Soient a et b deux nombres réels. Dans P'espace vectoriel R, on consi-
dére les trois vecteurs :
v1 = (1,a,2,1), v = (3,a,2,3) et vs = (0,1,0,0)

1. Montrer que ces trois vecteurs forment une famille liée si et seulement si ab = 2.
2. Dans ce cas, exprimer le vecteur v, en fonction de v; et vs.

3. Déterminer une représentation cartésienne du sous-espace vectoriel de R* engendré par
les vecteurs vy, vg et vz (ici, a et b sont quelconques).

Exercice 3 (C1-C2-C3-C4-C5-C6) Soit A € R. On pose :

Fy={(z,y,2) eR*|(1 =Nz +22=0etz+(1-ANy+z=0et 2+ (1-N)z=0}

Montrer que Fy est est un sous-espace vectoriel de R?, en donner une base et la dimension en
fonction du paramétre .



Exercice 4 (C2-C4-C7-C8) (3 Dans R*, on considére les vecteurs :
i=(1,1,1,-1), #=(-20,1,1) et @=(1,-21,0)

1. Montrer que (@, ¥, ) est une famille libre de R*.

2. Donner une équation ou un systéme d’équations cartésiennes du sous-espace vectoriel de
R* engendré par la famille (i, 7, ).

3. Compléter cette famille pour obtenir une base de R?.

Exercice 5 (C1-C2) Les ensembles ci-dessous sont-ils des sous-espaces vectoriels :

1. de R[X]?
(a) A= {P e R[X]|P'(2) =0} (c) C={P e R[X]| deg(P) =2}
(b) B={P eR[X]|P—2P =0} (d) D={aX?+b(X +1)+c|(a,b,c) € R*}

2. de RY (i.e. de I'espace vectoriel des suites réelles) ?
(a) E = {(un)nen € RN | (uy)nen converge}
(b) F = {(tn)nen € RY | (tn)nen est arithmétique de raison — 1}
(¢) G = {(un)pen € RY |Vn €N, upp1 =ul}
3. de F(R,R) (i.e. de 'espace vectoriel des fonctions définies sur R et a valeurs réelles) ?
(a) Pensemble H des fonctions définies sur R s’annulant en 1
(b) I'ensemble I des solutions sur R de 'équation différentielle y” + 2y' +y = 0

(c) ensemble J des fonctions paires sur R
(d) I'ensemble des fonctions positives sur R

4. de M,(R)?
(a) Pensemble S,,(R) des matrices symétriques
(b) I'ensemble GL,(R) des matrices inversibles
(c) I'ensemble E des matrices scalaires

Exercice 6 (C3-C4-C5-C8) 1. On consideére les polynomes de R[X] suivants :
P =1+X+2X? Po=-2—-X—- X2 Pa=1—-X+X? et P=-X+2X?

La famille (Py, P, P3, Py) est-elle libre? Si ce n’est pas le cas, donner une relation de
dépendance linéaire entre les quatre polynémes de la famille.

2. On pose Q; = 1+ X +2X? + X3,
Q= —1+X+2X?+3X3, Q3 =2+X+2X% et Q,=3+X>+ X3

(a) Montrer que la famille B = (Q1, @2, @3, Q4) est une base de R3[X].

(b) Déterminer les coordonnées du vecteur P = —1 + 3X + 3X? + 5X? exprimées dans la
base B de R3[X].

Exercice 7 (C3-C4-C5-C8) 1. Montrer que B = (1, X, X(X — 1)) est une base de
Ry[X].
2. Déterminer les coordonnées d'un polynéme quelconque de Ry[X] dans la base B.
3. En déduire la nature et la somme éventuelle de la série :

Z 3n? —Qin +6

n=0



Exercice 8 (C4) On note E I'espace vectoriel des fonctions définies sur R a valeurs réelles.
1. On considére les fonctions :

fiix—1, fo 1 x — cos(x), f3:x+—>cos(2r) et fi:x+— cos(x)?

La famille F = (fi, fo, f3, f1) est-elle libre ?
2. On considére les fonctions :
g1 o — 1, gox— 2P+ 1 et g3 s x> |27

La famille G = (g1, g2, g3) est-elle libre ?

Exercice 9 (C1-C2-C3-C4-C5-C8) Etant donnés deux polynémes P et Q de R[X], on
dit que Q divise P (ou que P est factorisable par Q) s’il existe R € R[X] tel que P = QR.
Soit F' = R;[X] et G 'ensemble des polynomes de Ry[X] divisibles par X? — 3X + 2.

1. Montrer que G est un sous-espace vectoriel de Ry[X].
2. Déterminer une base de F' et de G.
3. En déduire une base de R4[X] constituée de vecteurs de F' et de G.

4. Déterminer les coordonnées du polynéme X* exprimées dans cette base.

Exercice 10 (C1-C2-C3-C4-C5-C6-CT7) On note E l'espace vectoriel R,[X] ou n €
N*. Soit @ € R. On pose :
F(a)={P e E|P(a) =0}
1. Montrer que F'(a) est un sous-espace vectoriel de F.
2. Montrer que la famille (X*(X — a)), cicn_y st une famille libre de E. En déduire une
base puis la dimension de F'(a).
3. Montrer que la famille ((X —a)’), <i<,, €St une base de F'(a). Quelles sont les coordonnées
d’un polynéme P quelconque de F(a) dans cette base ?
4. Soient a; et ay deux nombres réels distincts. On pose F' = F'(a;) N F(az).
(a) Justifier que F' est un sous-espace vectoriel de E.
(b) Donner une base de F. Quelle est sa dimension ?

Exercice 11 (C1-C2-C3-C4-C5-C6) On considére I'ensemble :

a—b+c b—c ¢
E =< M(a,b,c) = c a—c b+c| |(abc)eR?
b —b a+Dd

1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de M3(R). En donner une base et la dimension.

2. Montrer que E est stable par produit (c’est-a-dire que le produit de deux éléments de F
appartient a F).

Exercice 12 (C1-C3-C4-C5) On considére les quatre matrices de My (R) suivantes :

10 2 1 11 11
w0 h) () s (B ) e e )

1. La famille F = (Mj, My, M3, My) est-elle libre ? Si non, déterminer une relation de dé-
pendance linéaire entre ces quatre matrices.



2. Déterminer une base B du sous-espace vectoriel F' de Ms(R) engendré par la famille F
ainsi que la dimension de F'.

3 (2) appartient a F' et déterminer les coordonnées de A exprimées

dans la base B de F'.

3. Justifier que A = (2

Exercice 13 (C4) 1. Pour tout (p, q) € (N*)?, calculer l’intégrale/ sin(px) sin(qz)dx.
0

2. Soit n € N*. Pour tout p € [1,n], on définit la fonction f, par :
Vo € R, fp(z) = sin(px)

Montrer que la famille (f1,..., f,) est une famille libre de F(R,R).
Indication : il n’est pas nécessaire de raisonner par récurrence ici.

Exercice 14 (C1-C2-C3-C4-C5-C6) On considére les ensembles de suites suivants :
e [ est 'ensemble des suites réelles (u,)qen telles que :

Vn € N, Upyz = O6Upyo + 11U, — 6uy,
e [ est I'ensemble des suites (v, )nen telles que :
Vn € N, Upt1 = 20,
e (& est 'ensemble des suites (w,),en telles que :
Vn € N, Wpio = —Wpy1 — Wy

1. Montrer que E, F et G sont des espaces vectoriels.
2. Déterminer une base et la dimension de F' et G.
3. Montrer que I'application ¢ : £ — R? définie par :

v(“ﬂ)nEN € Ea 2 ((un)neN) = (U07ulau2)

est linéaire et bijective. En déduire la dimension de E.

4.(a) Soit A € R. Montrer que (A\"),ey € E si et seulement si A = 0 ou A>—6A?+11A—6 = 0.
(b) En déduire une base de E.

5. Soit (uy)nen la suite de E telle que ug = 1, u; = 0 et ug = 2. Déterminer I'expression de
cette suite.

Exercice 15 (C1-C4) On considére un espace vectoriel E de dimension n € N\ {0, 1} et
une base B = (eq,...,e,) de E.

n
Pour tout entier j € [1,n], on pose ¢; = Z e; — €;.
i=1
1. On suppose ici que n = 3. Montrer que la famille (€1, e, 3) est une base de E.
2. On revient maintenant au cas général (i.e. que n est quelconque supérieur ou égal a 2).
(a) Montrer que la famille C = (ey,...,&,) est une base de E.
(b) Déterminer la matrice P des coordonnées des vecteurs de C exprimées dans la base B.

(c) Déterminer de méme la matrice QQ des coordonnées des vecteurs de B exprimées dans
la base C.

n

Indication : on commencera par calculer E E;-
i=1



