Chapitre 6
Applications linéaires

Dans ce chapitre, K désignera R ou C.

1 Application linéaire en dimension quelconque

1.1 Application linéaire

Définition 1.1.1. On considere F et F' deux K-espaces vectoriels.
Soit f une application de E dans F', on dit qu’elle est linéaire si :

V(u,v) € E?, V(\, 1) € K2, f(Au+ pv) = Af(u) + pf(v).

On note L(E, F') 'ensemble des applications linéaires de F dans F'.

Remarque 1.1.1. Cette caractérisation est équivalente a la suivante :

Y(u,v) € E%, YA €K, f(hu+v) = Af(u) + f(v).

Méthode 1.1. Pour montrer que f : E — F est linéaire, on considére (u,v) € E? et
(\, 1) € K2, puis on montre que

FQw A+ pv) = Af(u) + pf(v).

Exemple 1.1.1. Montrer que 'application suivante est linéaire
fiR* =R
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Proposition 1.1.1. Soit f: F — F une application linéaire. Alors

f(0g) =0pF.

Démonstration.
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Définition 1.1.2. Soit f une application linéaire de E dans F', deux K-espaces vectoriels.
e Si f est bijective, alors on dit que f est un isomorphisme.
e Si = F, alors on dit que f est un endomorphisme et ’ensemble des endomorphismes
de E est noté L(E).

Exemple 1.1.2. 1. Montrer que 'application suivante est un endomorphisme.

[ R[X] — R[X]
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2. Montrer que 'application suivante est un endomorphisme et un isomorphisme.

f:R? 5 R?

(z,y) — (z+y,z—y)
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Définition 1.1.3. Soient F et F' deux espaces vectoriels. Ces espaces sont dits isomorphes
8’1l existe un isomorphisme f : £ — F ou un isomorphisme g : F' — FE.

Exemple 1.1.3. Montrer que R? est isomorphe & Ry[X].
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Proposition 1.1.2. Tout espace vectoriel de dimension n est isomorphe a K".

Démonstration.
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Proposition 1.1.3. Soient (f,g) € L(E,F)?, A€ Ket h € L(F,G). Alors :
e f+Ag€e L(E,F);
e hofeL(EG);
e si f est un isomorphisme de E vers F, alors f~! € L(F, E);

e si h est f sont bijectives, alors h o f est aussi bijective (de E vers G).

Exemple 1.1.4. Calculer g o f puis montrer que c’est une application linéaire.

f iR - R? g:R?* - R?
(,y,2) = (x+y+2z1-y) (z,y) = (z+2y,y)
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Notation 1.1.4.
e Pour n € N* et f € L(FE), on pose : f" = fofo--
e Si f € L(E), on pose f =Idg.

-o f.

Exemple 1.1.5. Calculer f? ot

f:R? 5 R?
(z,y) = 2z +y,~y)
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1.2 Noyau et image d’une application linéaire

Définition 1.2.1.
e On appelle noyau de f € L(E, F) et on note :

e On appelle image de f et on note :

ker (f) ={u € E| f(u) = Or}

Im (f) =f(E)={ve F|JuecE, f(u)=uv}

Péquation (ou le systeme d’équations) f(z) = Op.

Méthode 1.2. Pour déterminer le noyau de f € L(E, F), on considere x € E et on résout

Exemple 1.2.1. On considere I'application linéaire
f:R* =R’
(z,y) — (z + vy, 2z + 2y)
Déterminer le noyau de f.
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Théoréme 1.2.1. Soit f € L(E, F).

e ker f est un sous-espace vectoriel de F
e Im f est un sous-espace vectoriel de F'.

Démonstration.
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Théoréme 1.2.2. Soit f € L(E, F).
1. f est injective si et seulement si ker (f) = {Og}.

2. f est surjective si et seulement si Im (f) = F'.

Démonstration.
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2 Application linéaire en dimension finie

2.1 Détermination d’une application linéaire par I’image d’une base

Théoréme 2.1.1. Soient F et F des espaces vectoriels de dimension finie.

Soient f : E — F une application linéaire et B = (e1,...,e,) une base de E.
L’application f est entierement définie par la donnée des vecteurs f(e;) pouri € [|1,n|].
En effet, pour tout x € E, il existe (A1,...,Ay) € R™ tels que z = \eg + ... + \pep.

On a alors

f(l'):Al f(61)+~"+>\n f(en)
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Exemple 2.1.1. Calculer f(1,2

) sachant que f : R? — R3 est une application linéaire avec
f(1,0) = (2,3,1) et f(0,1) = (—2,0,1).
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Théoréme 2.1.2. Soient F et F' des espaces vectoriels de dimension finie.
Soient f : E — F une application linéaire et B = (e1,...,e,) une base de E.
Alors on a

Im (f) = VeCt(f(el), e 7f(en))

Méthode 2.1. Pour déterminer I’'image de f € L(E,F) ou E est un espace vectoriel
de dimension finie, on calcule les images des vecteurs d’une base de E, puis Im (f) est I'espace
vectoriel engendré par ces images.

Exemple 2.1.2. Calculer Im (f) pour
f:R? 5 R?
(z,y) = Bz -y, 2, —y)
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Corollaire 2.1.3. Soient E et F' des espaces vectoriels de dimension finie.

Soient f : E — F une application linéaire et B = (e1,...,e,) une base de E.

Alors f est une application linéaire injective si et seulement si (f(e1),..., f(e,)) est une famille
libre de F

Exemple 2.1.3. Montrer que 'application linéaire de I’exemple 2.1.2 est injective.
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Corollaire 2.1.4. Soient E et F' des espaces vectoriels de dimension finie.
Soient f : E — F une application linéaire et B = (e1,...,e,) une base de E.
Alors f est un isomorphisme si et seulement si (f(e1),..., f(en)) est une base de F

Remarque 2.1.1. Autrement dit, f € L(E, F') est un isomorphisme si et seulement si l'image par f
d’une base de E est une base de F.

Exemple 2.1.4. Soient n € N\ {0,1} et (e1,...,e,) une base quelconque de R™. On considere
I’endomorphisme de R™ défini par :

k
vke[Lnl,  flen) =) &
j=1

1. Justifier que la famille (f(c1), f(€2),..., f(en)) est une base de R".
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2.2 Rang d’une application linéaire

Définition 2.2.1. Soient E et F' des espaces vectoriels de dimension finie.
Soit f : E — F une application linéaire.
La dimension de Im (f) est appellée le rang de f et notée rg(f).

Exemple 2.2.1. Calculer le rang de 'application linéaire f définie par

f:R® — R?
(.’L‘,y,Z) = (w—y,Qa:—Qy)
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2.3 Théoréme du rang

Théoréme 2.3.1 (Théoréme du rang).
Soit f : E — F une application linéaire et E de dimension finie.

dim(FE) = rg(f) + dim(ker(f)).

Exemple 2.3.1. 1. Un exemple dans lequel on calcule d’abord le rang puis on en déduit des
informations sur le noyau.

(a) Calculer la dimension du noyau de l’application définie dans I’exemple 2.2.1.
& & (Lu‘j\\:s-‘

& | Lo (M(gﬂ = L
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(b) Déterminer une base du noyau.
G‘*\ Mw‘.p.g‘og 1\._‘ ‘S(c_\g "g‘el\ & ‘S(Q\J-t;\ :0‘;(1 ekgx(f;\t Q.(L'-
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2. Un exemple dans lequel on calcule d’abord la dimension du noyau puis on en déduit des infor-
mations sur le rang et Im(f).
(a) Déterminer le noyau de l'application linéaire f : R® — R? définie par f(x,y,2) = (z +y +
z,2x +y).
Sek  w-= (e, 5 3\6 &3
%*vtzs ° & :-:‘—3 &) %: *
we b)) & Fd:oqr @ ﬂ daey =0 37-Lee
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(b) En déduire le rang de f.
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(c) Donner une base de I'image de f.

{see & Lm ) .

SMM‘L‘Q‘»MWG\%A&\?\?
O el J(A.mﬁ\ = (a,0)
3(0,A,°\ = (J.‘\ .
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Théoréme 2.3.2. Soit f: E — F une application linéaire avec dim(FE) = dim(F’).
On a alors f injective <= f surjective <= f bijective.

Démonstration.
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Corollaire 2.3.3. Soit f: E — F un endomorphisme de F.
e Tout endomorphisme injectif de E est un isomorphisme de E.
e Tout endomorphisme surjectif de £ est un isomorphisme de F.

Exemple 2.3.2. Montrer que l’application suivante est un isomorphisme de R2.
fiR* = R?
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Lien entre matrices et applications linéaires

Matrice associée a une application linéaire

Définition 3.1.1. Soient E un espace vectoriel de dimension p, de base Bg = (e, ..., ep) et F'
un espace vectoriel de dimension finie n, de base Br.

Soit f : E — F une application linéaire, on appelle matrice de f relativement aux bases Bg
et Br la matrice de M,, ,(K), notée Matg,, 5, (f), définie colonne par colonne comme suit :

vj € lll,pll, Cj = f(e;).

Exemple 3.1.1. On considere R® muni de la base Bs = (e1, es,e3) avec e; = (1,0,0), ea = (0,1, 1),
e3 = (0,1,—1) et R? muni de la base By = (f1, f2) ou f1 = (1,0) et fo = (0,1). Soit f I’application
linéaire suivante :

fiR® 5 R?
(x,y,2) = (x +y+2z,2 — y).
Déterminer Matg, 5, (f).
D el Jla,0,0N = (a.4)
dlo, 0= = (3,.)
3, o, = (ca2)

j&,\ J("a\ d("s\ p
dne] Sk ) ( PR 33‘,_

Remarque 3.1.1. Si f est un endomorphisme de E et B une base de E, on note plus simplement
Matg(f) au lieu de Matp g(f). Cette matrice est alors une matrice carrée d’ordre n.

Définition 3.1.2. Soit E un espace vectoriel de dimension n.
Pour n’importe quelle base B de E, Matg(Idg) = I,, ou I,, désigne la matrice identité d’ordre n.

Théoreme 3.1.1. L’espace vectoriel des applications linéaires de E dans F' est de dimension
dim(E)xdim(F).

dim (L(E, F)) = dim(E) X dim(F).

Exemple 3.1.2. Déterminer la dimension de £(R? R3).

J.im( i(lﬂ-l‘\il}“ 2 doen (I'I'LL) x &\""‘("‘L}B

= Lxd
: b
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3.2 Détermination de I’application linéaire a partir de la matrice

Définition 3.2.1. Soient E un espace vectoriel de dimension p, de base Bg = (e1,...,ep) et F'
un espace vectoriel de dimension finie n, de base Br.
Soit A € My, ,(K), I’application linéaire f : E — F associée a A est définie par

Vo € E, F(X) = A x X
—— ~~
vecteur colonne des
coordonnées de = dans
la base Bg

vecteur colonne des
coordonnées de f(x) dans
la base Bp

. . e . SN . 2 1 3
Exemple 3.2.1. Déterminer 'applicaion linéaire canoniquement associée a la matrice A = <1 9 _1) .

ﬁl‘{f{;w\im 'Qm-ia..w W\ﬁlwk th}.ée ,; A u\c :

s L
. R - it
(34 ) (Ll*'j*%’b,""'%'%)

Exemple 3.2.2. Soit f 'application linéaire canoniquement associée & A = [ 2 3 |. Calculer

f(1,2).

A (;_\ . (§> dee [La2) = (55,0

3.3 Rang d’une matrice

Définition 3.3.1. Soit A € M, ,(K), le rang de la matrice A est le rang de la famille
constituée par ses vecteurs colonnes.
On le note rg(A).

2 1
Exemple 3.3.1. Déterminer lerangde A=| 2 4 1
1

-1 -2
O idelonme L omabaie A

\Luétt-’.l-‘ @ '3 A . L
7\5(" = "5 o °\:3

l} bl-sl—L1 ° °

ﬁ*m-.\«.h edafleamic ?ﬂo;é; 2, (:i:cbv done %(A)_- L.
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Théoréme 3.3.1. Soient F et F' deux espaces vectoriels, de bases respectives Br et Br.
Soit f : F — F une application linéaire et A la matrice de f relativement aux bases B et Bp.
Alors

rg(f) =rg(A).

Remarque 3.3.1. Le rang d’une application linéaire est égal au rang de n’importe laquelle de ses
matrices.

Exemple 3.3.2. Déterminer le rang de 'application linéaire f canoniquement associée a la matrice
A de I'exemple 3.3.1.

N P S
(1.3,»6\\4 (1.42,3,%, ?.v.u.a sy XYy '“5)

C 'k Q'qfrt.@}éau Liwlaine %’\'-lwk emsuie s A | dene "9 (J\._,\J(A\ = .

3.4 Lien entre opérations sur les matrices et sur les applications linéaires

Proposition 3.4.1. Soit E un espace vectoriel de base Br et F' un espace vectoriel de base Bp.
Pour toutes applications linéaires f et g : F — F et pour tout A € K, on a

MatBE9BF (f + g) = MatBE,BF (f) + MatBE»BF (g)

Matg, 5. (Af) = A Matg, 5. (f)

Théoréme 3.4.2. Soient F, F' et GG trois espaces vectoriels de bases respectives Bg, Br, Bg.
Soient f: E — F et g: F' — G deux applications linéaires. Alors

MatBE,BG (g o f) = MatBF,BG (g) X MatBE,BF(f)

Exemple 3.4.1. On utilise les bases canoniques de R". Déterminer la matrice de g o f ou
[R5 R? g:R* -5 R?
(:L‘,y,z)l—>(33+y—|—z,:r—y) (xvy)'_)($+2yay)

g“ e\ ce .\" t reeLte o é‘k . 2* P w\ﬁwu‘: eme. ce o aeki

A;(‘ 4/\) 8- Qtt
A e

*‘“ (“‘"\‘V“b st.st\wk MQLL(&C' :1 é"& MQ Ab‘\c : (BxA = (3 -A AS s

A -4 Y

G § i aste @ Adonthsk bt e 346..5 (ex A- 4. L)
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Corollaire 3.4.3. Soit F un espace vectoriel de base B et f un endomorphisme de E. Alors,

Vk € N, Matg (fk> = (Matg (f))*

Exemple 3.4.2. Déterminer la matrice canoniquement associée & f2, oil
f:R? - R?

| IR .
:LM}N;Q_, W-\wk mu_}.é‘;Jo‘c A - (AL .,,3

> S

° - . - L
&N\ o~ A‘t = 5 ) = Si’- ) L'm\ Q oo cwv'»c‘w smSnel a S

dne 6";3 —‘Alﬂ."

Théoréme 3.4.4. Soient E et F' deux espaces vectoriels de méme dimension, de bases res-
pectives Bg et Bp.

Soit f : E — F une application linéaire.

f est un isomorphisme de E dans F' ssi Matg, g, (f) est inversible.

Dans ce cas,

Mats, 5, (f ') = (Matg, 5, ()"

Exemple 3.4.3. Déterminer si 'application linéaire f est inversible, et si oui, donner son inverse.

f:R? = Vect((1,0,0),(0,1,0))
(z,y) — (. +2y,22 —y,0)

* S'\ wde F o Veck ((4,0, o)‘(q le\ ¢ Veek ( &, fu\
[ &“ “N’\‘a“e‘t Qooe W“r“ é..\Q,t' . S("o\, (,1. L'a\-" Ax E.40 2 &, -

3(°,’\ : Lz,a, &) - Lx .- Ax éL

3(&) 3(9‘\
denc Q-»N'\s\'«;(‘, ng_;c’,t—zatk A" ( A 2 )61
2 -4 fz,

v 0«\“ &(A\=,A-L‘.-5 20 Qe A ek tmsunai@l -

Mo 8%\»4\ '\am\f\\ok'mm dat Lo F

Als Us
E'4 -4 -4 - =
SC(Q»: = A
) A ('L 4) (9,/5 —als

L3
Ab\c &-‘: T—"“L
e (3xp0,5 -1 0)
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3.5 Noyau et image d’une matrice

Définition 3.5.1. Soit A € M,, ,(K).
1. Le noyau de A, noté Ker(A), est ’ensemble :

KGI'(A) = {X (S MPJ(K) } AX = OMn,l(K)}

C’est un sous-espace vectoriel de M,, 1(K).

2. L’image de A, notée Im(A), est ’ensemble :
Im(A4) = {AX | X € Mp1(K)}

C’est un sous-espace vectoriel de M,, 1 (K).

1 1 1
Exemple 3.5.1. Calculer le noyau et I'image de la matrice A= |1 1 1] € M3(R).
1 11

e zmave sl (N 2). )
= Veck (U;.\)

A
e (yroman e b i
L_&.-.C‘yk&‘\‘ N-C-M&Im(l‘ek “J‘*\:i- {Eh(k\@ AKX = 033,4(&1\

a 9V Dékwnc.\saw Loneche due ey -

Sec X : (%‘) €Sy ()

e [xeyry =

I %&w’mu\&&é&:

> Yy +B o

3¢ &own () & '5(*) . gty O

e 3 - '\3“\ & weyty = ©
& | di= (M(A\\ =3-4:4 [=3Y —xs-a-‘k

= s ()

dime Bara), Veck ((:) (:)\ .

2 O Sede Yme duax Retoun sum elindaine du
g b A

R 240 () (4] S
Sonc ("\ € 4anlh) .

S ardeee (}\M.,u\.

G s stsbonss ea e e calimiatrog e I
Jomeart won JoreBe Gt Yo cardiomed L & fant A

ok Lo (dai(p)) = 0 'A...‘ Ro foveant wre Groc b
R R U R ((A\(ﬂ\)

3.6 Théoréme du rang

Théoréme 3.6.1 (Théoréme du rang version matricielle).
Soit A € M,,(K) une matrice carrée de taille n, alors :

n =rg(A) 4+ dim(ker(A)).
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4 Changement de base

Soient f € L(FE) et M et N des matrices de f exprimées dans des bases différentes de F.

Existe-t-il un lien matriciel entre les matrices M et N ?

Dans toute la suite, on suppose que : E est de dimension finie égale & n et on suppose que Bg et

'z sont deux bases de E.

On se demande donc il existe un lien entre Matg, (f) et Matg,_(f).

4.1 Matrice de passage

des anciens.
Autrement dit, si :

€1 = q1e] + agex + - - + apey
g9 = Bre1 + Paea + - + Bren

ep = b1e1 + 022 + - - - + Ope,

alors :
a1 ﬁl NN 91
a9 ,32 e 92
Psp=|. . )
an Bn ... By

Définition 4.1.1. On pose B = (e1,...,e,) et B’ = (e1,...,&,). On appelle matrice de passage
de la base B vers la base B', notée Pg s/, la matrice de taille p x p dont les colonnes sont constituées
des coordonnées des vecteurs 1, . .., &, exprimés dans la base B = (eq, ..
La matrice de passage de B & B’ est la matrice des nouveaux vecteurs de base exprimés en fonction

.y €n).

Remarque 4.1.1. On a P;B, =Pp 5.

Exemple 4.1.1. On considére la base de R? suivante :
B =((1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)).

Ecrire la matrice de passage de la base canonique B vers la base B’.

LI‘\*M\;&&— ?msg‘k—evw cormarique 75““‘""]5’ oA
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MatB/(u) = PB’,B Matg(u)

Proposition 4.1.1. Pour tout v € E, on a :

Exemple 4.1.2. On reprend la base de 'exemple 4.1.1. Soit v = (z,y, 2) un vecteur quelconque de

R3. Déterminer les coordonnées du vecteur v dans la base B’ de R3.

O dede (2.3 20€ T kel g

(1'31%\ = A {4:‘:"\ + N {0, 1, N+ 23 (°:°. A\
o (== ™

9= QAJ—)L

% - '}A\L)L+}}

() Q‘\;"
A o 3-"'
21 = 47

dmt @ conliacien & émn.\m]s,’“*'-

MB"G\ H (3-1.»

374

Shels 9o:  En Rt ?ﬁ',ﬁ = ‘Pp'}J
> O imtne 0 ~oo¥ue Tﬁ}'

Sec 9 (‘;>e3lx..un.), dede X ( ’;)es's,.m)
3

¥
O TapXV e AT
Avp ey =3
& 4T
By *
¥y

T p S ()
= 4 0 O %
206
o _a 2 3
Nhl (J'\ = (.,u,%,
.J&s
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4.2

Matrice d’une application linéaire et changement de base

On pose P = Pg,, g . Alors :

Matp, (f) = P~" Matg, (f) P

Théoréme 4.2.1. Soit f € L(E). On suppose que By et B sont des bases de E.

Matg, (f) = Py, 5, Matp,(f) Psy. 5,

e, s [
Exemple 4.2.1. On admet que la famille B = (=1 + X, =1+ X?,1+ X + X?) est une base de Ro[X].
Soit f ’endomorphisme de Ry[X] dont la matrice dans la base canonique est :

011
A=11 0 1
110

ﬁ; 2 {4, Y, Xt\

Déterminer la matrice B de f dans la base B de Ra[X].

P V. P

% @t\g. ?” ,"

“A A A A
: 4 o .
O 4 1] x*

¥ &c\ LI u,\*t cere e - gﬁ‘lt \’=(:36m31‘ta" '
2
&
3, ey k
on dhade Xz (”5 €, ) i
L4 Loe Ly ela
?P}’X=7 > (-4 -paX = o —doprY s x
\* A 1 “ArX sxoy
R 4 ’b b"( -.8
Lé:"sbl-s. _a-peY o & 29 4 “—J——*;l%" AR
3
-Ae2¥ = =%y 1L
) > poeEAX
3Y - Xy + A < = 1'31%
4= =% + - *
() 3 A
D= -%x-y &% -4 A -4 2 -
~3 AV\L ?ﬁ.b’ < 3 (-A _A 2
X - Ayt Yy A A A
3

< (gmc...lm B = mﬁ,} (‘\
H (P;‘:; 31'&;;‘ Re lg‘ ’P}‘,
P Rt A?

A
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5 Matrices semblables

Définition 5.0.1. On dit que deux matrices carrées A et B de M,,(K) sont semblables s’il existe
une matrice inversible P € M,,(K) telle que A = PBP~!.

Proposition 5.0.1. Deux matrices carrées A et B de M,,(K) sont semblables si et seulement si
elles représentent le méme endomorphisme dans des bases différentes.

Exemple 5.0.1. Les matrices A et B de l'exercice précédent sont semblables et on a 1’égalité
B=P'AP

ou P est la matrice de passage de la base canonique de Ry[X] vers la base B.

1. Montrer que pour tout n € N, on a A" = PB"P~L.

4

Pot kpuk = €N, wargk F(a). “A™.PR"P kO maba pan alowmane que YMEN | Pn) hsaie -
’m; A. =Is ok ‘?8.?-4: QIJ?’AS I) Aﬁ;;’?(,}m&s\_‘-
c el ud S&mm(1)(m\,&m, 5\,.‘ (P('“"")uk e .
qu. k“*a: A,VA\’
- A -
PR P pos HR
2?39-41?5”‘?-4 Ll 3:"’4A? = A =Q3’P.‘
- ?an—t*\@-n
deme D (maa) b Jaxe .

. Co-\ﬂ.k . V"\E'\\‘ ’ A_n =?B«\P-4 ‘

2. En déduire 'expression explicite de A™ en fonction de n € N.

sk . . -~ A o
B see omakiie L.J"D" dc vm&ﬂ/ B - ( ( s\ (" o 3 )
b ) -

é«\g oo menN i“'kf: ,

P £ N O T N R 0 e O e A T
) A e 2 ° (_a\"\ ° 3 ‘-A\m ° L"‘ -A -A 2
e 44 ° e " A" - A 4 A

2 o
2] 4
N { l'd) + ’-‘\'ﬁ 4 LN l.a\‘“ x2 & (-4\q 4-?_“ (..4\‘ +2 ( L) -
3 { 4‘(\&4 - " - vl.4) +?
. +2 {-4) 2.2 L™ o
I-A\non‘t,\, / @i 42
-a) ‘z"‘ 2 “m . z,,‘
hnoa [ BT AT e e\ .z
=Z Mm:o A f2aa )
I e N AN T R S ’ ( e e )
(,,.\"‘"‘ +2 ~ (.4\""‘2.“' 2« [V 12.~ ) : e
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