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TD 7 Correction - Couples de variables aléatoires réelles discrétes

Compétences a acquérir :

> C1 : Déterminer la loi conjointe d’un couple de variables aléatoires

> C2 : Calculer des lois marginales

> C3 : Déterminer la loi conditionnelle d’'une marginale du couple

> C4 : Calculer la loi d’une variable aléatoire du type X +Y

> C5 : Etudier I'indépendance de deux variables aléatoires

> C6 : Utiliser le théoréme de transfert

> C7 : Calculer la covariance avec le théoréme de Kcenig-Huygens, connaitre les propriétés
de la covariance et lien avec I'indépendance

> C8 : Calculer 'espérance et la variance d’une variable aléatoire (aprés en avoir prouvé
'existence)

Exercice 1 (C2-C3-C4-C8) On considére un couple de variables aléatoires réelles (X, Y)
a valeurs dans N? de loi conjointe définie par :
a o-1/2

T

V(i,j) eN?,  P(X=4Y =j)=
1. Déterminer les lois marginales du couple.

~1/2
On a X(2) = Y(Q) = N. Rappelons que, désormais, a = ¢

2
e Soit 7 € N. Comme {(Y =7) }j € N} est un systéme complet d’événements, on a
d’aprés la formule des probabilités totales (et la linéarité de la somme) :

+00 —1/2 +© (1 J
P(X =i) = Z P(X =4Y =j)= e2i+1 Z (2? par linéarité de la somme
j=0 j=0 J:
~1/2
- eQz‘+/1 xelf?

en utilisant la somme de la série exponentielle de parameétre 1/2. Finalement :

1
) = 9it1

VieN, P(X=i

e Soit 7 € N. Comme {(X = 1) ‘Z € N} est un systéme complet d’événements, on a
d’aprés la formule des probabilités totales :

j+14 1
i=0 2 J: i=0

——
=2

par linéarité de la somme et en utilisant la somme de la série géométrique de parameétre
%. Ainsi :

e /2 1 (l)j
- N _ o —12\5
VjeN, P(Y—j)—2jj!—e 0

Autrement dit, Y < P(3).



2. Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ?
Soit (z,7) € N2 Alors :

1 o etz
P(X =i)P(Y = j o2 a) e ¢ _P(X=iY=j))
j!

j) = it ‘ 9 X 2+ j | - 2i+ij | -

lles variables aléatoires X et Y sont indépendantes‘

3. On pose S =X +Y.

(a) Déterminer la loi de S. On laissera cette expression sous la forme d’une somme.
Soit £ € N. En utilisant la formule des probabilités totales dans le systéme complet
d’événements associé a X, on a :

P(S:k:):fp(szk,xzz):fp(}(:i,yzk—z):ZP(X:i,Y:k—i)

=0
car Y(Q2) = N. En utilisant la loi conjointe, on obtient :

k

a a b 1
PE=P =2 gq i~ 72

1=

par linéarité de la somme et en utilisant le changement d’indice ¢ = k — .

(b) Démontrer par le calcul que klim P(S = k) = 0. Cette égalité est-elle surprenante ?
—+00

1
On sait que la série (exponentielle) Z 71 est convergente de somme e donc la suite

LeN

v 0€' k—too 2k

(par produit) on a bien :

k
1 a
(Z —> est convergente de limite e. Par ailleurs, on sait que lim — = 0 donc
leN

lim P(S=k)=0

k—+o00

Comme {(S = k) ‘ keN } est un systéme complet d’événements, la série Z P(S=k)
keN

est convergente (de somme égale a 1). Le terme général de la série tend donc vers 0

quand k tend vers +0o. On retrouve donc le résultat annoncé.

Exercice 2 (C1-C2-C5-C6-C7-C8) Soit NV un entier supérieur ou égal a 2. On choisit
au hasard un nombre entier X dans 'intervalle [[1, N] puis un nombre entier Y dans I'intervalle
I1, X].

1.(a) Proposer une fonction python simulant cette expérience.
On utilise la commande randint disponible dans le module random.

1 |from random import randint
» |def experience(N)

3 x = randint(1,N)
4 y = randint(1,x)
5 return x, y




(b) Ecrire un programme qui permet d’évaluer I'espérance de Y.
On simule n fois (pour n grand) l'expérience et on renvoie la moyenne des valeurs
y obtenues. D’apres la loi faible des grands nombre, cette moyenne est une bonne
approximation de E(Y).

1 |def esperance(N,n)

2 s =0

3 for k in range(n)

4 X, y = experience(N)
5 s = sty

6 return s/n

. Déterminer la loi du couple (X,Y).
Meéme si 'on a la contrainte Y < X, les deux nombres choisis peuvent étre n’importe
quel entier de U'intervalle [1, N]. L’univers image du couple (X,Y") est donc :

(X, Y)(Q) = X(2) x V() = [1, N]®
Soit (i,7) € [1,N]?. On a Y < X par définition donc, si i < j, on a nécessairement
P(X =4,Y =) = 0.
1
On suppose maintenant que ¢ > j. Comme P(X = i) = N # 0 (car X suit la loi

uniforme de paramétre N par équiprobabilité du nombre choisi dans I'intervalle [1, N),
on a d’aprés la formule des probabilités composées :
1 1
P(X:z',Y:j):P(X:z')P(Y:j\X:i):N X —
1
car la loi conditionnelle de Y sachant (X = i) est la loi uniforme de parameétre i. Finale-
ment :

0 sij>i
Y(i,4) € [1, N]?, P(X =i,Y =j) = 1
1

. Déterminer la loi de Y (écrite sous forme d’une somme) puis 'espérance de Y.
L’univers image de Y est Y (2) = [1, N].
Soit j € [1, N]. Comme {(X =1i)|i € [1,N]} est un systéme complet d’événements, on
a d’aprés la formule des probabilités totales :

N N
PY =) =D P(X =Y =) =2Ni
en utilisant les probabilités relatives a la loi conjointe précédemment obtenues. Ainsi
11
vj € [L, N], P(YZJ):N;;

La variable aléatoire Y admet une espérance car son univers image est fini et (par linéarité



de la somme) :

N N N . N i
1 1 1
E(Y) = E JP(Y =) = N E E ‘% =5 g i E J (en permutant les deux sommes)
j=1 j=1 i=j i=1 j=1
~—
i(i+1)

1 N
:WZ(z'Jrl)
=1

1L 1 &
:ﬁ;Z—i_ﬁ;l

N1 1
4
Finalement :
N +3
I'espérance de Y vaut E(Y) = T+

. Calculer la covariance du couple (X,Y’). En utilisant deux méthodes différentes, étudier
I'indépendance des variables aléatoires X et Y.
Le couple (X,Y) admet une covariance puisque les univers images de X, Y et XY sont

N+3 N+1
finis. On sait déja que E(Y) = i -

et que E(Y) = 5 (puisque X suit la loi
uniforme sur [1, N]. De plus, d’aprés le théoréme de transfert, on a :

E(XY)= Y ijP(X=iY=j= > ijP(X=0iY =}

J/
IsijsN —0si j>i

et donc :
E(Xy):%<N(N+1é(2N+1)+N(N2+1))
N +1 (2N +1)+3
T 6
:(N+1)(N+2)
6



Finalement (en utilisant le théoréme de Koenig-Huygens) :

(N+1)(N+2) N+1_ N+3

Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) = ; 5 X 3
_(N+1) <N;2 - Ng—?;)
_(N+1)x 4(N+2)2—43(N+3)
don N+ 1)(N — 1)

Cov(X,Y) = (

24

Comme N > 2, on a Cov(X,Y) # 0. Les variables aléatoires X et Y ne sont donc pas
indépendantes.



On peut aussi procéder comme suit. On a P(X = 1,Y = 2) = 0 (puisque 2 > 1).
D’autre part (en utilisant les lois de X et Y précédemment obtenues) :

1 1<

—x—=S"2%0
NXNizzj

donc :
PX=1Y=2)#4P(X =1)P(Y =2)

Les variables aléatoires X et Y ne sont donc pas indépendantes.

Exercice 3 (C4) & Soient n € N* et (X,Y) un couple de variables aléatoires indépendantes
1
suivant la loi binomiale B (n, 5)

1. Calculer P(X +Y =n) et P(X =Y).

Ona (X +Y =n) = U(X = k,Y = n — k) car les univers images de X et Y sont

k=0
[0,n]. Comme les événements (X = kY = n — k) (ou k € [0,n]) sont deux a deux

incompatibles, on a :

P(X+Y =n)=Y P(X=kY =n—k)
k=0
= Z P(X=KkPY =n—k) car X et Y sont indépendantes
k=0
B zn: n 1 k l n—k n 1 n—k l k
B k) \2 2 n—k)\2 2
k=0
1\" < /n\°
-(1) 2 ()
k=0
par symétrie des coefficients binomiaux. En appliquant la formule de Vandermonde, on

obtient :
1\" /2n
PX+Y=n)=[(-
ev=n=(5) (7)

Ona(X=Y)= U(X =k,Y = k). Les événements (X =k, Y = k) (ou k € [0,n]) sont

k=0
deux a deux indépendants et les variables aléatoires X et Y sont indépendantes donc :

P(X =Y) :iP(X:k,sz) :iP(X:k)P(Y:k)

DHIONON

et on retrouve (en utilisant encore la formule de Vandermonde) :

- () )




2. Calculer P(X > Y).
Comme {(X >Y),(X <Y)} est un systéme complet d’événements, on a :

P(X>Y)+P(X <Y)=1

Or (X <Y)=(X=Y)U(X <Y) et les événements (X =Y) et (X < Y) sont
incompatibles donc :

P(X <Y)=P(X<Y)-P(X=Y)

et done :

P(X >Y)+P( )=1+P(X =Y)

Or X et Y suivent la méme loi donc P( ) =P(X <Y). En utilisant la question 1.,

on obtient :

Exercice 4 (C3-C8) Soient X et Y deux variables aléatoire réelles indépendantes suivant
la loi géométrique G(p) on p €]0,1][.

1. Calculer P(X =Y).

Comme les univers images de X et Y sont égaux a N*| on a l'égalité :

(X:Y):G(X:k,Y:k)

Les événements (X = k,Y = k) (o k € N*) sont deux a deux incompatibles donc, par
o-additivité de P, on a (la série mise en jeu est convergente) :

oo +00
PX=Y)= Z PX=kY =k) = ZP(X =k)P(Y =k) (car X et Y sont indépendantes)
k=1 k=1
+00
=> pP(1-p)**  (car X,Y < G(p))
k=1
+00
=7’ Z ((1 - p)Q)k_l (par linéarité de la somme)
k=1

+00

=p*» ((1- p)2)€ (changement d’indice ¢ = k — 1)

=0
__
1—(1-p)p?
en utilisant la somme de la série géométrique de raison (1 — p)?. Ainsi (en arrangeant le
dénominateur) :
P(X =V)=2—
2-p




2. Calculer P(X >Y).
On cherche P(X >Y). Comme {(Y = k)| k € N*} est un systéme complet d’événements,
on a d’aprés la formule des probabilités totales :

P(X>Y):iOP(X>Y,Y:k):§P(X>k,Y:k)

—iP(X > k)P(Y = k)

car les variables aléatoires X et Y sont indépendantes. Fixons maintenant k£ € N* et
déterminons P(X > k). On a :

+00

X>k=Jx=0

{=k+1

Comme les événements (X = /) (ou £ > k + 1) sont deux & deux incompatibles, on a par
o-additivité de P :

+00
P(X > k) Z P(X Z p(1 —p)~t (car X < G(p))
=k+1 t=k+1
+00
— Zp(l — p)itH (changement d’indice j = ¢ — (k+ 1))
=0
= p(1 —p)* Z (1—p) (par linéarité de la somme)
=0
1
=p(1—p)f'x ———
R e ()

en utilisant la somme de la série géométrique de raison 1 —p. Donc P(X > k) = (1 — p)*.
En reportant dans le calcul précédent, on obtient :

P(X>Y) ZPX>’<? ’f)=io(l—p)’“p(l—p)’“‘1
=p1-p)>_ (1=-p?*)""

On effectue le changement d’indice ¢ = k—1 et on utilise une somme de série géométrique
(comme a la question 1.) pour obtenir que :

1 _l=p




3. Soit n € N\ {0, 1}. Déterminer la loi conditionnelle de X sachant (X +Y = n)
Soient n € N\ {0,1} et £ € N*. On cherche P(X = k| X +Y =mn). Comme n > 2, on a
P(X+Y =n)#0 et donc :
P(X=kX+Y=n) PX=kY=n—F
PIX=k|X+Y =n)= =
( [ X +Y =n) P(X 1Y =n) P(X 1Y =n)
Sik>n,alorsY =k—n<0etdonc (X =k Y =n—k)= (puisque Y (2) = N*) et
donc P( —k:\X—l—Y—n)—O.
Supposons maintenant que k € [1,n — 1]. Alors :
P(X=kY=n—k PX=kPY=n—k)

P(X=k|X+Y =n)= PX+Y=n)  PX+Y=n)

car X et Y sont indépendantes. Or (rappelons que X et Y suivent des lois géométriques) :
P(X =k)PY =n—k)=p*(1 —p) (1 —p)" ! =p*(1 —p)"?

Il nous reste encore & calculer P(X +Y = n). Comme {(X = j)|j € N*} est un systéme
complet d’événements, on a d’apreés la formule des probabilités totales :

P(X+Y =n)=> P(X=jX+Y =n)= ZP =Y =n—j)

—ZP =jY =n—j)

pour les mémes raisons que précédemment (Y(€2) = N*). Ensuite, comme X et Y sont
indépendantes,

P(X +Y =n) :ZP(X:j)p(y:n_j) =3 (1)

et, finalement,

pP(l—pr> 1

P(XZ]C|X+Y:”): (n_l)pZ(l_p)n*Q -1

On en déduit que :

la loi conditionnelle de X sachant (X + Y = n) est la loi uniforme de paramétre n — 1




4. Calculer E(X|X +Y =n) et V(X|X +Y = n), c’est-a-dire les espérance et variance de
X sachant (X +Y =n).
Puisque la loi conditionnelle de X sachant (X +Y = n) est la loi uniforme sur [1,n — 1],
on sait (d’aprés le cours) que :

-1 1

De plus, d’apres le théoréme de Koenig-Huygens, on sait que :
VIX|X+Y =n)=EX?*|X+Y =n)-EX|X+Y =n)?

D’aprés le théoréme de transfert, on a :

n—1
1 (n—1n2n—-1) n2n-1)
E(X?|X+Y =n)=) KEPX=k|X+Y =k) = _
(X X+Y =n) ;;1 ( | X+ ) = —x ; ;

et finalement :

n(2n—1) n?> n(n-—2)
VXX Y =n) =" "

Exercice 5 (C3-C4) 1. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant
les lois de Poisson de parameétres A > 0 et > 0 respectivement.
(a) Quelle est la loi de X +Y 7
On sait que si X et Y sont des variables aléatoires indépendantes suivant les lois de
Poisson de parameétres A > 0 et p > 0 respectivement, alors (d’apres le cours) :

‘la variable aléatoire X 4 Y suit la loi de Poisson de parameétre A + u‘

A k
Ainsi, (X +Y)(Q) = Net, pour tout k € N,on a P(X +Y = k) = e+ (—]L——‘,u)

10



(b) Soit k € N. Déterminer la loi conditionnelle de X sachant (X +Y = k).
Soient k € N et i € N. Comme P(X +Y =£k) #0, on a:
P(X =i, X +Y =k) P(X=4Y=Fk—q)

P(X =i|X+Y =k)= P(X+Y =k  PX+Y=k)

Sii>k,alors k—i<0etdonc (Y =Fk—i)=0. Ainsi :
P(X=4Y=k—i)=0 et donc PX=i|X+Y=Fk) =0

On suppose maintenant que i € [0, k]. Comme les variables aléatoires X et Y sont
indépendantes, on a :

P(X=iY=k—i)=P(X =i)P(Y =k —1)

donc (on sait aussi que X, Y et X 4+ Y suivent les lois de Poisson de paramétre A, u
et A + u respectivement) :

. . N R
) P(X=0)PY =k —1) €T e T oo
PX=ilX+Y=k)= =
( i X+ ) P(X+Y =k) e*“ﬂﬁ%
k! )\z‘luk—i

k=01 O @ O+

-()5) G5)

(G ()

Ainsi, en posant § = —— €]0, 1[, on obtient que :
A+

la loi conditionnelle de X sachant X +Y = k est la loi binomiale B (k, 0)

2. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant respectivement les lois
binomiales B(m, p) et B(n,p) ou (m,n,p) € N* x N*x]0, 1].
(a) Quelle est la loi de X +Y 7
On sait que si X et Y sont des variables aléatoires indépendantes suivant les lois
binomiales B(m, p) et B(n,p), alors :

‘la variable aléatoire X + Y suit la loi binomiale de paramétres m 4+ n et p

On a donc (X +Y)(Q2) = [0,m + n] et :

Vke[0,m+n], PX+Y=k = <mzn)pk(1—p)m+n_k

11



(b) Soit k € [0, m + n]. Déterminer la loi de X sachant (X +Y = k).
Soient k € [0,m +n] et i € N. Comme P(X +Y =Fk) #0, on a :

P(X =iY =k—1i)

POX =i|X+Y =k) = =55 v

Sii>mouk—1i>n (cest-a-dire i < k—n) ou k —i < 0 (c’est-a-dire i > k) alors ou
bien (X =i) = &, ou bien (Y =k —i) =g, et alors P(X =i | X +Y =k) =0.

Soit maintenant ¢ € [max(0, k — n), min(k, m)]. Comme les variables aléatoires X et
Y sont indépendantes (et suivent des lois binomiales), on a (comme dans la question

1.(b)) :
P(X =i)P(Y =k —1)

P(X +Y =k)
_ ()P’ (L —p)™ (" )P (1 = p)n )
E ("R (L = p)mnh

(")

€]0,1[, on a donc :

P(X=i|X+Y =k)=

En posant g =
p q mLn

() (R)

PIX=i|X+Y =k) = (m+n)

Finalement :

la loi conditionnelle de X sachant X +Y = k est la loi hypergéométrique

H(m—l—n,k, m )
m+n

12



Exercice 6 (C3-C5-C8) Soit N une variable aléatoire réelle représentant le nombre de
personnes entrant dans un bureau de poste. On suppose que N suit une loi de Poisson de
paramétre t > 0. On estime que chaque personne vient pour poster un envoi avec la probabilité
p €]0,1[. Soit X la variable aléatoire désignant le nombre de personnes venues pour poster un
envoi.

1.(a) Pour tout (j,k) € N2, calculer P(X = k|N = j). Quelle est la loi de X ?

Soit (k, j) € N2. Le nombre de personnes pouvant poster un envoi est au plus égal au
nombre de personnes présentes dans le bureau de poste. Ainsi, P(X = k|N =7) =0
sik>j.

Supposons maintenant que k < j. On répéte j épreuves de Bernoulli (I'opération
effectuée par chaque personne), qui sont mutuellement indépendantes dont le succeés
est « poster un envoi » (de probabilité p) et X compte le nombre de succés. Ainsi, la
loi conditionnelle de X sachant (N = j) est la loi binomiale de paramétres j et p. Donc

Hx_mﬂN_jy_G>

! p*(1 — p)’~*. Finalement :

0 sik>j
)p’“(l —pF stk <

V(k,j) €N’ P(X =k|N=j)= (J‘
k

Déterminons maintenant la loi de X. Tout d’abord, I'univers image de X est X(Q2) = N
a priori.

Soit £ € N. Comme {(N =7 ‘ j €N } est un systéme complet d’événements de
probabilités non nulles, on a d’aprés la formule des probabilités totales (on utilise aussi
les probabilités conditionnelles précédentes et le fait que N suive une loi de Poisson) :

P(sz)IZf’(leilsz) P(NZJ)IZP(XZkINZJ)P(NIJ)

=0si k>j

Le changement d’indice ¢ = j — k fournit :

P =t =) ()t io (t(1—p))*

P(X=k)=et2N 278 _
(X =h)=c Kl TRl &0
_, (tp)k _
:et( Xet(l D)
kol
ot (tp)k
=T

en utilisant la somme d’une série exponentielle (convergente). Finalement :

‘la variable aléatoire X suit la loi de Poisson de paramétre tp

(b) Calculer E(X) et V(X) si elles existent.
Comme X suit la loi de Poisson de paramétre tp, on sait que X admet une espérance
et une variance qui valent :

E(X)=tp et V(X)=tp

13



2. Les variables aléatoires X et N sont-elles indépendantes ?
D’aprés la formule des probabilités composées, on a (puisque P(N = 0) # 0) :
PX=1I,N=0)=P(X=1|N=0)P(N=0)=0
=0

car 1 >0.0rP(X =1)#0et P(N=0)#0donc P(X =1,N=0) #P(X =1)P(N =
0). On en déduit donc que :

lles variables aléatoires X et N ne sont pas indépendantes‘

Exercice 7 (C1-C2-C3) Lors d’une étude de germination, on dispose d’'un nombre aléa-
toire N de plantes donnant chacune une graine et on suppose que N — B(n,p) ou n € N*
et p €]0,1[. Chaque graine a la probabilité v €]0, 1] de germer (de maniére indépendante des
autres graines). On appelle S le nombre de graines qui germent.

1. Soit (7,7) € [0,n]*. Déterminer P(S = i|N = j).

Soit (4,7) € [0,n]* Le nombre de graines qui germent ne peut pas excéder le nombre
de graines que les plantes ont données, c’est-a-dire S < N. Ainsi, si ¢ > j, alors P(S =
i|N =j)=0.

Supposons maintenant que ¢ < j. On suppose que N = j, c’est-a-dire que les plantes ont
donné au total j graines. On répéte j fois la méme épreuve de Bernoulli (une graine germe
ou non) dont le succeés (& savoir la graine germe) a pour probabilité v. Les épreuves sont
mutuellement indépendantes et S compte le nombre de succes. Donc la loi de S sachant
I’événement (N = j) est la loi binomiale de paramétre j et . En particulier :

P(S=i|N =j)= <‘Z>yi(1 )i

Finalement :

0 sit >

i, ] n]? S=i|N=j)= N o
v(i.j) €0, P(S=i|N =) (ﬁ)m—ww Gic

2. En déduire la loi du couple (S, N).
L’univers image du couple (S, N) est (S, N)(Q2) = S(Q2) x N(Q) = [0,n]>
Soit (z,7) € [0,n]?. Comme P(N = j) # 0, on a d’aprés la formule des probabilités
composées :

P(S=i,N=j)=P(5=i[N=j)P(N =)

et donc, en utilisant la loi de N et la question 1., on obtient :

V(i,5) € [0,n]?, P(S=i,N=j)= (.7
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3. Montrer que S suit la loi B(n, py) .
L’univers image de S est S(2) = [0,n].
Soit i € [0,n]. Comme {(N = j)|j € [0,n]} est un systéme complet d’événements, on
a d’apres la formule des probabilités totales (et la question 2.) :

3PS =i N =)= YRS =i N =)
j=0 J=i

— Y () (D)=
Pour tout j € [i,n], on a :

(D(?) :z'!(jjiz')! Xj!(nnij)! :Z_!!X (j—i)’1<”—j>’

Par linéarité de la somme et en utilisant le changement d’indice ¢ = j — 7, on obtient :

P(S —Z,vz T

=9 n—7)!

i, TL—Z n—i—
— n_w,7p§:€, (1—7Wﬂ1—m ’

:(?yﬁﬁif<n2®(ﬂ—vmy0—pW”4

=0

D’apreés la formule du binéme de Newton, il vient :

I%SZUI(3>@w70—7m+1—pﬁ%=(ﬁ)@ﬂ%k~wﬁ’

Finalement :

‘la variable aléatoire S suit la loi binomiale de parameétres n et py‘
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Exercice 8 (C8) Soit X une variable aléatoire de loi P(A) ot A > 0. Soit Y une variable
aléatoire indépendante de X prenant les valeurs 1 et 2 de maniére équiprobable. On pose alors
Z =XY.

1. Déterminer la loi de Z.
La loi Y est donnée par Y (2) = {1,2} et P(Y =1) = P(Y =2) =
L’univers image de Z est :
Z(Q) = {kl|(k,0) e N* x {1,2}} = N*

Soit n € N*. On cherche P(Z = n). On distingue deux cas suivant la parité de n.

e Premier cas : n est impair
Il existe m € N tel que n =2m + 1. Dans ce cas (Z =n) = (Z =2m+1) = (X =
2m +1,Y = 1). Les variables aléatoires X et Y sont supposées indépendantes donc :

P(Z:n):P(X:2m+1)P(Y:1):e‘A%

e Deuxiéme cas : n est pair
Il existe alors m € N* tel que n = 2m. Ici :

(Z=n)=(Z=2m)=(X=2m,Y =1)U(X =m,Y =2)

Les événements (X = 2m,Y = 1) et (X = m,Y = 2) sont incompatibles et les
variables aléatoires X et Y sont indépendantes donc :

P(Z=n)=P(X=2m,Y =1)+P(X =m,Y =2) =P(X =2m)P(Y = 1) + P(X = m)P(}

La loi de Z est donc donnée par :

A . o
e ol sl n est 1mpair
Vn € N*, P(Z=n)=q x /xn = 2
T (m + —(n/2) ') s1imnon

2. Calculer I'espérance et la variance de Z si elles existent.
On sait que X admet une espérance (égale a \), de méme pour Y puisque son univers
image est fini) donc, comme X et Y sont indépendantes, Z admet une espérance qui vaut

E(Z)=EX)E(Y).OrY —1 < B(1/2) donc E(Y — 1) = % et E(Y) = ; par linéarité

de 'espérance. Finalement :

_ 3
2

De méme, on sait que X et Y admettent un moment d’ordre 2 et X? et Y? sont des
variables aléatoires indépendantes donc Z2 = X?2Y? admet un moment d’ordre 2 qui vaut
E(Z?%) = E(X?)E(Y?). D’aprés le théoréme de Keenig-Huygens, on a :

E(X?) =V(X)+EX)* =X+

Z admet une espérance qui vaut E(Z)

D’autre part, on a d’aprés le théoréme de transfert :

1 1 5
By = >, KPY =k =5+4x5=3

keY (Q)
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A+ A2
et donc E(Z?%) = S(A+X)

Z admet une variance qui vaut :

. D’aprés le théoréme de Koenig-Huygens, la variable aléatoire

5((A+ A7) 9A7 AT+ 10X
V(Z)=E(Z*) - E(2)* = (T) — =

Exercice 9 (C7-C8) 1. Soient X et Y deux variables aléatoires discrétes indépen-
dantes de méme variance non nulle. On pose U = aX + Y et V = AX 4+ uY ou «, S,
A et u sont quatre nombres réels. Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que
U et V soient non corrélées.
On calcule la covariance de U et V' :

Cov(U,V) = Cov(aX + BY,A\X + puY)
= aACov(X, X) + auCov(X,Y) + BACov(Y, X) + BuCov(Y,Y)
par bilinéarité de la covariance
= aXVar(X) + (ap+ 5A) Cov(X,Y) +5u Var(Y)
—— ~——

0 car indépendance =Var(Y') par hypothése

= (@A + fp) Var(X)
£0

donc U et V sont non corrélées si et seulement si a\ + Su = 0.
2. Soit X une variable aléatoire réelle telle que E(X) = V(X) = 100. On pose Z = 3X — 10.

(a) Calculer E(Z), V(Z), cov(X,Z) et V(X + Z).
Par linéarité de ’espérance, on a

E(Z)=FEB3X —10) =3E(X) — 10 = 290.
Par propriété de la variance, on a
Var(Z) = 3*Var(X) = 900.
Par bilinéarité de la covariance, on a :
Cov(X, Z) = Cov(X,3X —10) = 3Cov(X, X)—10Cov(X, 1) = 3Var(X)—10x0 = 300.
Par relation, on a :

Var(X + Z) = Var(X) + 2Cov(X, Z) + Var(Z) = 800.

(b) Soit Y une variable aléatoire indépendante de X telle que E(Y) = V(Y) = 100.
Calculer V(X +Y + Z) et cov(Y + Z, X).
Comme Y est indépendante de X, Y est indépendante de Z, et donc de X + Z, d’ou :

Var(X +Y + Z) = Var(X + Z) + Var(Y) = 800 + 100 = 900.
On a donc :

Cov(Y + Z,X) = Cov(Y,X) 4+ Cov(Z,X) =0+ 0=0.
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Exercice 10 (C1-C2-C5-C8) Soit p €]0,1[. Une urne contient une proportion p de
boules vertes et une proportion ¢ = 1 — p de boules blanches. On effectue des tirages successifs
avec remise. On note X (respectivement Y') la variable aléatoire réelle égale a la longueur de
la premiére (respectivement deuxiéme) séquence de boules tirées consécutivement de la méme
couleur. Par exemple, le tirage BBBVVBBB... fournit les valeurs X =3 et Y = 2.

1. Montrer que X admet une espérance et la calculer.
L’univers image de X est X(€2) = N* (la longueur de la premiére séquence de boule de
méme couleur peut étre arbitrairement longue). Pour tout j € N*, on note B; (respecti-
vement V;) 'événement : « la j® boule tirée est blanche (respectivement verte) ».
Soit £ € N*. On a :

(X=k)=(Bin---NByNVps1) U(Vin---NVpN Byyy)

Les événements By N --- N By N Vi et Vi N--- N Vi N Bryy sont incompatibles et les
tirages sont indépendants donc :

P(X=k)=PBiN---NB,NVpr1) +P(Vin--- NV N Byiq)
=P(By)...P(By) P(Viy1) + P(V1) ... P(V}) P(Bps1)

= ¢"p+p'q

La loi de X est donc donnée par :

Vk € N, P(X = k) =q¢"p +phq

La variable aléatoire X admet une espérance si la série E kP(X = k) est absolument
k=1
convergente, c’est-a-dire convergente car elle est a termes positifs. Or on sait que les séries

géométriques dérivées premieres z:k:pk*1 et Zk‘qkil sont convergentes car (p,q) €
k=1 k=1

] — 1,1[>. Comme I'ensemble des séries convergentes est un espace vectoriel, la variable

aléatoire X admet une espérance qui vaut :

+00 +00
E(X) = k k—1 k k—1 — pq pq
(X) pq; q +pq; e (e

c’est-a-dire :
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2. Montrer que E(X) est minimale pour p = q.
Comme g =1—p, on a:
p l1-p pP+0-p?* 2p*-2p+1

TT-p " Tp T pl-p | -

E(X)

202 — 20 + 1

pr est dérivable sur |0, 1] et :

La fonction f :x +——

(4 —2)(z — 2?) — (22* — 22 + 1)(1 — 22)

Vo elo, 1,  fl(x) = 22(1 — x)?

2z —1
- 22(1 —x)?
Le signe de f’ est donc celui de la fonction x — 2x—1. On en déduit que f est strictement

décroissante sur |0, 1/2] puis strictement croissante sur [1/2, 1[. Comme E(X) = f(p) avec
p €]0, 1], on peut conclure que :

1
E(X) est minimale <= p = 5

3. Montrer que la loi conjointe du couple (X,Y) est donnée par :
V(i,j) € (N)?, P(X =4,Y =j)=p "¢ +¢"p
Soit (4,7) € (N*)2. Alors :
(X=iY=j)=(BiN---NB;NVigr N+ NVisj N Bigjpr)U
(Vin---NV;N By N+ N By N Vigjia)

Les événements B1N- - -NB;NVi 1N - NV jNBig et ViN---NV;NB; 1N - -NB NV
sont incompatibles et les tirages sont indépendants donc :
PX=4,Y=j)=PBin---NB;NVieaN---NViy; N Bitjrr)
+PVin---NV;NBiiN---NBiyj N Vi)
=P(B1)... P(B) P(Vii1) ... P(Viy;) P(Biy i)
+P(V1) ... P(Vi) P(Bis1) ... P(Bit;) P(Visjr1)
=q¢ xplg+p' x¢p

La loi conjointe du couple (X,Y") est donc donnée par :
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. Donner la loi de Y.
Soit j € N*. Comme {(X = i)|i € N*} est un systéme complet d’événements, on a
d’apreés la formule des probabilités totales

+00 +00
ZPQQijk+q2p72qk en posant k =17 — 1
k=0 k=0

_re o
IL—=p 1-g¢

La loi de Y est donc donnée par :

Vj c N*, P(Y _ ]) :p2qj—1 + q2pj—1

. Montrer qu’il existe une et une seule valeur de p a déterminer pour laquelle les variables
aléatoires X et Y sont indépendantes.
Supposons que les variables X et Y soient indépendantes. En particulier, on a 1’égalité :

P(X=1Y=1)=P(X =1)P(Y =1)

P(X=1,Y=1)=P(X =1)P(Y =1) < p’q+p¢* = 2pq(p* + ¢*)
= p+q=2p"+¢") carpg#0
= 2p*+2(1-p)P =1 car p+q=1
= 4p* —4p+1=0
1

1
puisque la seule racine du trindme du second degré 4X2? — 4X + 1 est —.

1 1
Réciproquement, supposons que p = 3 Alors g = 5 et pour tout (i,5) € (N*)2, on a :

P(X':i)::2<%>i+1: (%)i, P(Ye:j)=ﬁz<%)2(%)j_1: (%)j

POX =1,V = j) =2 (%) (%) _ (g) _P(X = i) P(Y = j)

Les variables aléatoires X et Y sont donc indépendantes. Finalement :

et :

1
les variables aléatoires X et Y sont indépendantes si et seulement si p = 3
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6. Ecrire une fonction simulationXY d’argument p qui renvoie une succession de tirages et

10

11

12

13

14

15

16

la valeur correspondante de X et de Y.

On simule les différents tirages en choisissant aléatoirement un nombre réel entre 0 et 1.
La boule tirée est verte si le nombre est plus petit que p. On utilise une boucle while
pour construire la liste L des tirages.

from random import *
def simulationXY(p)

x = random()
y = random()
L = [x,y]

while (x<p and y<p) or (x>=p and y>=p)
X, y =y, random()
L.append(y)

var_X = len(L)-1

z = random()

L.append(z)

while (y<p and z<p) or (y>=p and z>=p)
y, z = z, random()
L.append(z)

var_Y = len(L)-var_X-1

return var_X, var_Y

Exercice 11 (C6-C7-C8) Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires réelles indépen-
dantes deux & deux et suivant la méme loi de Bernoulli de paramétre p €]0, 1[. Pour tout i € N*,
on pose Y; = X; + X1

1. Soit n € N\ {0, 1, 2}.

(a) Calculer I'espérance de 7T, = ZY

Soit ¢ € [1,n]. Les variables aleat01res X; et X, suivent la loi de Bernoulli de para-
metre p donc (par linéarité) la variable aléatoire Y; admet une espérance qui vaut :

E(Y) = B(X)) + B(Xi11) = 2p

Par linéarité de l'espérance, la variable aléatoire Y, admet également une espérance
qui vaut :
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(b) Pour tout (4,7) € [1,n]?, calculer cov(Y;,Y;).
Soit (7,7) € [1,n]?. Pour calculer cov(Y;,Y;), on distingue quatre cas.

e Premier cas : i = j
On a Y; = X; + X, et les variables aléatoires X; et X;,; sont indépendantes et
suivent la loi de Bernoulli de parameétre p donc :

cov(Vi, ) = V(¥) = V(X,) + V(Xi1) = 2p(1 = p)
e Deuxiéme cas : j =i+ 1
Par bilinéarité de la covariance, on a :
cov(Y;,Y;) = cov(X; + X1, Xiv1 + Xigo)
= cov(Xy, Xiv1) + cov(Xy, Xipo) + cov( X1, Xiv1) + cov(Xip1, Xivo)

Or les variables aléatoires X; et X;,; sont indépendantes, de méme pour les variables
aléatoires X; et X;,o ainsi que pour X; 1 et X;.o. Par conséquent :

cov(X;, X;) = cov(X;, Xito) = cov(Xy1, Xip2) =0
De plus, cov(X;i1, Xit1) = V(Xit1) = p(1 — p). Ainsi :
cov(Yi, Yipa) = p(1 —p)
e Troisiéme cas : 1 = j + 1

Comme pour le cas précédent, on obtient cov(Y;,Y;) = p(1 — p)

e Quatriéme cas : on suppose maintenant que i < 7 —1louj<i—1
Par bilinéarité de la covariance, on a :

COV(YZ, Y}) COV(XZ‘ + Xi—l—l: Xj + Xj+1)
= COV(XZ', X]) + COV(XZ', Xj+1) + COV<X1'+1, XJ) + COV(XiJrl, Xj+1)

Or {i,i+1}N{j,j+ 1} = & et les variables aléatoires X} (ot k € N*) sont deux a
deux indépendantes donc :

COV()Q7 XJ) = COV(Xi, Xj+1) = COV(XH_l, XJ> = COV(XH_I, Xj+1) =0
puis cov(Y;,Y;) = 0.

(c¢) En déduire que V(7;,) = (4n = 2)p(1 = p)'

n2
Par bilinéarité de la covariance, on a :
1 n n
V(T,,) = cov(T,,, T),) = 3 X;Z;COV(Y;,Y])
1= J=
puis, en utilisant la relation de Chasles :
n—1
1
V(T,) = — (covm,m +cov(Yr, Ya) + Y (cov(¥;, Yiny) + cov(Y;, Vi) + cov(V;, Yign))
=2

+ cov(Y,, Y, 1) + cov(Yy,, Yn))

= % (Sp(l —p)+ 2141?(1 —p) +3p(1 —p))

_ % (6p(1 —p) +4(n — 2)p(1 — p))

dn —2)p(1 —p) |

n2

On a donc bien | V(T,) = (
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2.(a)

Ecrire une fonction en langage python qui prend en paramétre un nombre réel p
compris entre 0 et 1 et qui renvoie 1 avec la probabilité p et 0 avec la probabilité 1 —p.
On simule aléatoirement un nombre réel entre 0 et 1 et on regarde la position de ce
nombre par rapport a p.

from random import *
def proba(p)
x = random()
if x <=p:
return 1
else :
return O

Ecrire une fonction 1isteXi qui prend en paramétre un nombre entier n non nul et un
nombre réel p compris entre 0 et 1 et qui retourne une liste de longueur n dont chaque
élément est une valeur de X;.

On initialise une liste vide dans laquelle on ajouter une succession de n valeurs (soit 0
soit 1) a l'aide de la fonction précédente.

def listeXi(m,p)
L=1[(]
for k in range(n)
L.append (proba(p))
return L

En déduire une fonction listeYi renvoyant une liste de longueur n dont le ¢ élément
est une valeur prise par Y;.
On obtient les variables aléatoires X1, ..., X,11 a I'aide de 1isteXi(n+1,p).

def listeYi(n,p)
L=1(]
M = listeXi(n,p)
for k in range(n)
L.append (M[k]+M[k+1])
return L

Ecrire enfin une fonction valeurTn qui prend en paramétre un nombre entier n non
nul et le nombre p et qui retourne une valeur simulée de T,,.
On fait la somme des éléments de la liste listeYi(n,p).

def valeurTn(n,p)
s =0
for k in range(n)
s = s+tlisteYi(n,p)
return s/n
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Exercice 12 (C4-C5-C8) On lance une piéce de monnaie jusqu’a ce qu’on obtienne pile
pour la deuxiéme fois. On suppose qu’a chaque lancer de la piéce, la probabilité d’obtenir pile
est égale a p €]0,1[. On note X le nombre de lancers nécessaires pour obtenir deux pile pour
la premiére fois. On supposera qu’il est presque certain d’obtenir au moins une fois deux pile
consécutivement.

Soit n € N\ {0,1}. Si X = n, on place n — 1 boules numérotées de 2 & n dans une urne et on
tire au hasard I'une de ces boules. On note alors Y le numéro de la boule tirée.

1. Montrer que la loi de X est déterminée par :

On obtient pile pour la deuxiéme fois au deuxiéme lancer au plus tot. Pour tout entier
k € N\{0, 1,2}, il est également possible d’obtenir pile pour la deuxiéme fois au k® tirage.
L’univers image de X est donc X(Q2) =N\ {0,1}.

Soit k € N\ {0,1}. Pour tout j € N*, on note F; 'événement : « on obtient face au j°
tirage ». Si on a obtenu le deuxiéme pile au k° lancer, alors on a pu obtenir le premier
pile au cours de I'un des k — 1 premiers tirages, tous les autres tirages ayant donc donné
face. On a alors 1’égalité :

k—1
X=k={JEnNNFanFNFun-NF_NE)
(=1

Les événements qui apparaissent dans cette réunion sont deux a deux incompatibles donc :

x>
—

P(X=k)=>» P(FiNn---NENF,NFN--NE_NE)
1

~
Il

Ensuite, par indépendance (mutuelle) des lancers, on a pour tout ¢ € [1,k — 1] :
P(FiN--NF_NENFun--NFiNE) =P(F) ... P(E) P(E) P(Fita) . ..
P(Fy ) P(FY)
=p*(1—p)**

et donc :

Vk € N\ {0, 1}, P(X = k) = (k— 1)p*(1 — p)*2

2. La variable aléatoire X admet-elle une espérance ? Si oui, la calculer.

La variable aléatoire X admet une espérance si la série E kP(X = k) est absolument
k>2
convergente, c’est-a-dire si elle est convergente car cette série est a termes positifs.

Pour tout £ € N\ {0,1}, on a:
EP(X = k) = p’k(k = 1)(1 - p)*
Comme p €]0,1[, on a aussi 1 — p €]0, 1] et donc la série géométrique dérivée seconde

Z k(k—1)(1—p)* 2 est convergente. L’ensemble des séries convergentes étant un espace

k>2
vectoriel, on peut conclure que X admet une espérance qui vaut :

E(X) = S RP(X = k) = 9 S k(k— )1 —pb—2 = 22" _2
00 = S RPO = 8) =5 S klh = )1 ) = =

Finalement :
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la variable aléatoire X admet une espérance qui vaut E(X) =

p

1
3. Démontrer que la variable aléatoire Y admet une espérance qui vaut E(Y) = ﬂ

L’univers image de Y est Y(2) = N\ {0,1}. La variable aléatoire Y admet donc une

espérance si la série ZEP(Y = () est absolument convergente, c’est-a-dire si elle est
=2

convergente car cette série est a termes positifs.

Déterminons d’abord la loi de Y. Soit £ € N\ {0,1}. Comme {(X = k)|k € N\ {0,1}}

est un systéme complet d’événements de probabilités non nulles, on a d’aprés la formule

des probabilités totales :

P(Yzﬁ)sz(YzﬂX:k’)P(X:k)=p2§P(Y=5|X=k)(k’—1)(1—P)k_2
k=2 k=2

Soit k € N\ {0,1}. Si £ > k, alors il n’est pas possible de prélever de 'urne la boule
numérotée ¢ (puisqu’il y a dans I'urne des boules dont les numéros sont inférieurs ou

1
égaux a k), c’est-a-dire P(Y = /| X =k) =0. Si{ < k,alors P(Y =/ | X =k) = 1
(car il y a k — 1 boules dans I'urne dont la boule numérotée ¢). Ainsi :
+00 +00
PY =0)=p*) (1-p)f2=p(1-p) > (1-p*"
k=t k=t
En effectuant le changement d’indice j = k — ¢ et en utilisant la somme de la série
géométrique (convergente) de raison 1 — p, on obtient :
00 2 -2
_ _p(d—p -
PO*=@=p%1—pV2}:@—%W==T%TT%E-=pﬂ—pV2
5=0

Pour tout ¢ € N\ {0,1}, on a donc :

(P(Y =) = %E(l _p)tt
-Pp

On sait que la série géométrique dérivée premiére Zé(l — p)~1 est convergente (car

>2
1 —p €]0,1[) donc Y admet une espérance qui vaut :

E(Y)=Y Py =0)= %Zm —p)tl = 1% (Zm —p)l - 1)

:1fp(<1—<11—p>>2‘1)

e
- p(1-p)
Finalement :
la variable aléatoire Y admet une espérance qui vaut E(Y) = %
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4.(a) Ecrire une fonction experience qui prend comme argument d’entrée p et sort une suc-

10

11

12

cession de 0 (pour face) et de 1 (pour pile) représentant les lancers jusqu’au deuxiéme
pile.

On simule les lancers de piéces en choisissant aléatoirement un nombre réel compris
entre 0 et 1. La variable s permet de compter le nombre de pile obtenus.

import random as rd
def experience(p)
s =0
L=1[]
while (s != 2)
x = rd.random()
if (x <= p)
L.append (1)
s = s+l
else :
L.append (0)
return L

(b) Ecrire une fonction X qui prend comme argument p et renvoyant la valeur de X cor-

respondante.
La valeur de la variable aléatoire X correspond a la longueur de la liste experience(p).

def X(p)
L = experience(p)
return len(L)

(¢) Ecrire une fonction Y simulant la variable aléatoire Y.

Une fois que 1'on connait la valeur de X, on choisit un nombre aléatoirement a 'aide
de la commande randint.

def Y(p) :

x = X(p)

y = rd.randint(2,x)

return y

1

(d) Estimer l'espérance de Y dans le cas ou p = —.

On simule un grand nombre de fois la variable aléatoire Y (& 'aide de la fonction Y)
et on calcule la moyenne des valeurs observées.

def esperance(N)
s =0
for k in range(N)
s = s+Y(1/4)
return s/N
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5. On pose maintenant Z = X — Y.

(a)

Déterminer la loi de Z.

On sait que l'univers image de X est N\ {0,1}. De plus, Y peut prendre toutes les
valeurs entre 2 et X. L’univers image de Z est donc N.

Soit k € N. On cherche P(Z = k). Comme {(Y = j) |j € N\ {0,1}} est un systéme
complet d’événements, on a d’apreés la formule des probabilités totales :

P(Z=k)=) PX=j+kY=j)=> PV =j|X=j+kPX=j+k)
j=2 Jj=2

d’apreés la formule des probabilités composées car P(X = j + k) # 0 pour tout j > 2.
En utilisant la loi de probabilité de X et les lois de probabilités conditionnelles de Y,
on a:

+00
1 .
P(Z=k =Y ————(+k—1)p*1—p)t?
( ) jz_;]+k_1(3 )p~(1—p)
+00
= p*(1 —p)F Z (1—p)—2 par linéarité de la somme
j=2
+00
= p*(1 —p)F Z (1—p)* changement d’indice ¢ = j — 2
=0
=p(1-p)

en utilisant la somme de la série géométrique (convergente) de raison 1—p. Finalement,
la loi de Z est donnée par :

Z(Q) = N et, pour tout k € N, on a P(Z = k) = p(1 — p)*

Montrer que Y et Z sont indépendantes.
Montrons que :

Yk, 0) €Y(Q) x 2(Q), P(Y =k Z=10)=P(Y =k)P(Z=10)
Soit (k,¢) € N\ {0,1} x N. On a d’une part :
P(Y = k)P(Z = 0) = p(1 — p)"*p(1 —p)" = p*(1 — p)**?

et, d’autre part :

PY=k2Z=0=PY=kX-Y =/
=PX=k+0Y =k)
=PY =k|X=k+0)P(X=k+/Y) car P(X =k+10)#0
1
_ -1 21_ k+0—-2 -
(k+0—1)p°(1-p) ol
— p2(1 o p)k+€—2
=PY =k P(Z =1
Finalement :

‘les variables aléatoires Y et Z sont indépendantes

27



COMMENTAIRE ]

La variable aléatoire Z suit la loi géométrique sur N, ce qui revient a dire que la variable
aléatoire Z = Z + 1 suit la loi géométrique classique (c’est-a-dire sur N*).

Exercice 13 (C1-C2-C4-C5-C8, oral Agro-Véto 2010) Soient X et Y deux variables
aléatoires indépendantes et de méme loi géométrique sur N de paramétre p €]0, 1], c’est-a-dire
telles que :
Vn € N, P(X =n)=PY =n) =pg"
ot g=1—p. Onpose U=min(X,Y), V =max(X,Y).
1. Calculer I'espérance et la variance de X si elles existent.

La variable aléatoire X admet une espérance si la série Z nP(X = n) est absolument

neN
convergente. Cette série étant a termes positifs, cela revient a étudier sa convergence. Or
on a:
Vn € N¥, nP(X =n) = np¢" = pg x ng"*
Comme ¢ €]0, 1] (puisque p €]0,1[ et ¢ = 1 — p), la série géométrique dérivée premiére

E ng"! converge. Par linéarité, la variable aléatoire X admet donc une espérance qui

n>1
vaut :

+00 +00 +00
. . . q
E(X)=> npq"=> npq" =pq) ng 1=pq><(1_—q)2=5
n=0 n=1 n=1

puisque 1 — g = p.
D’aprés le théoréme de Koenig-Huygens, la variable aléatoire X admet une variance si X?
admet une espérance et, dans ce cas :

2
V(X) = B(X?) —B(X)* = B(x?) - L
p
D’aprés le théoréme de transfert, X2 admet une espérance si la série Z n?P(X =n) est

neN
absolument convergente et donc convergente car elle est a termes positifs. On a :

Vn € N, n*P(X =n) =n’pq" = (n(n—l)—i—n)pq" = pg® xn(n—1)¢" *+pgxng"*

Comme ¢ €0, 1], les séries géométriques dérivée premiére et seconde Z ng" et Z n(n—

n>1 n=2
1)g™ 2 sont convergentes. Par combinaison linéaire de séries convergentes, la variable aléa-
toire X2 admet donc une espérance qui vaut :

+00
- - 2pq° pq
E(X?) =pg®> n(n—1)¢" > +pq Y ng" " = iogf "
n=2

s 9 (1-q)
2¢° ¢
P2 p
Finalement : ) )
Vix) = 2, 4 ¢ qlg+p) ¢
X)=—F+-—F5="F"=75
P> p p P p

car p+ g = 1. Finalement :
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X admet une espérance et une variance qui valent E(X) = T ot V(X) ==

,_( COMMENTAIRE ]

En fait, il y a bien plus efficace que la méthode traditionnelle pour répondre & cette
question. En effet, la variable aléatoire X’ = X + 1 suit la loi géométrique classique (c’est-
a~dire sur N*) puisque X'(2) = N* et :

Vn € N*, P(X'=n)=PX=n—1)=pg"! (car n —1 € N)

On sait alors (c’est du cours) que X’ admet une espérance et une variance avec E(X') = —

et V(X') = % Comme X = X' — 1, on peut alors dire que :
p
— par linéarité de I'espérance, la variable aléatoire X admet une espérance qui vaut :

1
E(X)=EX)-1=--1=12
p p
— la variable aléatoire X admet une variance qui vaut :
V(X) = V(X' —1) = 12V(X') = =
p

On rappelle que la variance n’a pas un caractére linéaire...

2. Donner la loi conjointe du couple (U, V).
OnaU(Q)=V(2) =N (car X(2) =Y () = N) donc "'univers image du couple (U, V)
est (U, V)(Q) =U(Q) x V() = N2
Soit (k,¢) € N%. On a min(X,Y) < max(X,Y) donc P(U = k,V =¢) =0si k > ¢. On
suppose maintenant quand £ < £ et on distingue deux cas.
— Premier cas : k =/
On a (U, V) = (k,0) = (X = k,Y = k) donc, comme X et Y sont des variables

aléatoires indépendantes :
P(U=FkV =0 =PU=k)PU =k) =p*¢*
— Deuxiéme cas : k </
Ici, on a :
(U, V)= (k,0) = (min(X,Y) =k,max(X,Y) =0) = (X =k Y =0)U(X =0Y =k)

Les événements (X = k,Y = /{) et (X = (,Y = k) sont incompatibles (car k # ()
donc :
P(U=kV=0=P(X=kY=0+P(X=0Y =k

puis, par indépendance de X et Y :
PU=kV =0 =P(X=kPY =0+P(X =) P(Y = k) = p*¢" " +p2¢"™F = 2p*¢***

La loi conjointe du couple (U, V') est donc donnée par :

0 sik>¢
V(k, () € N?, PU=kV=0=< p¢ sik="{
202" sik </
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3. Déterminer les lois de U et V. Ces variables aléatoires sont-elles indépendantes 7
On sait que U(Q) = V() = N.
— Loi de U
Soit k € N. Comme {(V = ()| € N} est un systéme complet d’événements, on

sait d’aprés la formule des probabilités totales que la série Z P(U = k,V = 1) est

¢eN
convergente de somme P(U = k). En utilisant la loi conjointe du couple (U, V') obtenue

a la question 2., on obtient :

+00 +00
=Y PU=kV=0=PU=kV=k+ Y PU=kV=0
1=k l=k+1
_p2q2k+ Z 2p2 k+-¢
l=k+1
+00
_ pzqzk + 2pzqzkﬂ Z qe—(kﬂ)

t=k+1
Le changement d’indice m = ¢ — (k + 1) fournit :

1

P(U = k) = p*¢™ + 2p°¢*! Z q" ="+ 2p7 T X p

et donc (puisque 1 — ¢ =p) :

VkeN,  PU=k)=p*¢* + 2pg**!

— Loide V
Soit ¢ € N. Comme {(U = k) | k € N} est un systéme complet d’événements, on

sait d’apreés la formule des probabilités totales que la série Z P(U =k, V =) est

keN
convergente de somme P(V = (). En utilisant la loi du couple (U, V) obtenue a la

question 2., il vient :

Si ¢ =0, alors :
PV =0)=PU=0,V=0)=

et si £ € N*, on a en utilisant la relation de Chasles :

-1
PV=0)=PU=LV=0+Y PU=kV=10()=p 2K+2p2q£2q
k=0
1 4
— 2% + 202" x : q
en utilisant la somme des termes d’une suite géométrique de raison ¢ #1. Or 1—q¢ =p

donc :

P(V =) = 2p¢" + p*¢*" — 2pg*

Cette formule est aussi valable pour ¢ = 0 donc :

VeeN,  P(V=1()=2pg +p¢* - 2pg*
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On sait que P(U =1,V =0) =0 (car 1 > 0). Or P(U =1) # 0 et P(V =0) # 0. Ainsi :
PU=1V=0)#PU=1)PV =0)

et donc :

les variables aléatoires U et V' ne sont pas indépendantes

Exprimer U + V en fonction de X et Y. En déduire la loi de U 4+ V' et son espérance si

elle existe.

OnaU+V =X+Y. En effet :
—siX<Y,alorsU =min(X,Y)=Xet V=max(X,Y)=Y doncU+V =X+Y;

—etsi X>Y, alorsU=Y et V=XdoncU+V=Y+X=X+Y.
Les variables aléatoires X et Y admettent une espérance d’apres la question 1. (Y suivant

la méme loi que X). Par linéarité de 'espérance :

2q

la variable aléatoire U + V admet une espérance qui vaut E(U + V) = E(X) + E(Y) =
p

Déterminons maintenant la loi de U+ V. On a (U+V)(Q) = N (car U(2)

Soit &k € N. Alors :
k

U+V=k=X+Y=k=JX=k-(,Y =0

=0
Les événements (X = k—(,Y = () (ou ¢ € [0, k]) sont deux & deux incompatibles donc :
k

PW=k) =) P(X=k—-(Y =)

E—0)P(Y =17) car X et Y sont indépendantes

I
M-
s
<
I

- i ¢

=0
Donc la loi de U + V est donnée par :
VEk €N, P(U+V =k) = (k+1)p°¢"
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5. On pose D = X — Y. Déterminer la loi de D et montrer que U et D sont indépendantes.
L’univers image de D est Z. Soit n € Z. Alors :

(D:n):(X—Y:n):[j(X:€+n,Y:€)

On distingue deux cas suivant le signe de n.
— Premier cas : n <0
Pour tout £ € N, on a :

l+neX(Q) <= l(+n>20 <= (> —

+00
donc (D = n) = U (X =0+n,Y = /). Les événements (X = {+n,Y = () (on
l=—n

¢ > —n) sont deux a deux incompatibles donc :

+00

P(D=n)= Y P(X=(+nY =)
l=—n
+00

= Z P(X=(+n)P(Y =) car X et Y sont indépendantes

l=—n

= p*q" Z (*)* par linéarité de la somme
f=—n
+00

=p¢ " Z (A par linéarité de la somme

l=—n

Le changement d’indice k = ¢ + n et la formule donnant la somme d’une série géomé-
trique (convergente puisque ¢? €] — 1, 1[) fournissent :

+00
_ _ 1 pq" pg "

P(D=n)=p’¢" ) (") =p’¢" x = —
kz% l—¢*> (1-q)(1+4q) 1+g¢

— Deuxiéme cas : n > 0
Pour tout ¢ € N, on a ¢ +n € N donc, comme les événements (X = ¢ +n,Y = () (ou
¢ € N) sont deux a deux incompatibles, on a :

+00

Pq
=Y P(X =(+nY =) =p*"
Z< pqz 1—q T l+4g

Finalement, la loi de D est donc donnée par :

Vn € Z, P(D=n)=
14+g¢q
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Montrons que les variables aléatoires U et D sont indépendantes, c¢’est-a-dire que :
V(k,n) € N x Z, P(U=#k,D=n)=PU =k)P(D=n)
Soit (k,n) e NxZ. On a:
P(U=kD=n)=Pmin(X,Y)=kkX—-Y =n)

On distingue deux cas suivant le signe de n.
— Premier cas : n <0
Si X —Y =nalors X <Y et donc min(X,Y) = X. Ainsi :

PU=kD=n)=P(X=kY=k—n)=PX =k)P(Y =k—n)

par indépendance de X et Y

— p2q2k7n

— Deuxiéme cas : n > 0
Si X —Y =nalors X > Y et donc min(X,Y) =Y. Ainsi :

PU=kD=n)=PY =k X=n+k)=PX =kPY =n+k)

par indépendance de X et Y

_ p2q2k+n

On a donc P(U = k, D = n) = p?¢*+ ",

D’autre part, on a :

Inl + 2q
P(U = KYP(D = n) = (p2¢%* + 2pg?s+! A 2 _2k+|n|
(U =k)P( )= (6" + 2 = P

+ 2
Orp+2¢=(p+q)+q=1+qdonc p1+qq

P(U=k)P(D=n)=PU=k,D=n)

=1 puis :

Finalement, ‘les variables aléatoires U et D sont indépendantes ‘
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Exercice 14 (C2-C4-C5-C6-C7) Soient (p,q, —Cr) € (R%)® tel que p+q+7r =1 et
n € N*. On considére le vecteur aléatoire Y, = (U,,V,,) dont la loi conjointe est appelée la loi
trinomiale : pour tout (k,¢) € N? tel que 0 < k+ ¢ < n,on a:

_ _ n! k £ n—k—t

et, si la condition 0 < k 4 ¢ < n n’est pas satisfaite, on a P(Y, = (k,¢)) = 0.

1. Démontrer que les lois marginales de Y,, sont des lois binomiales a préciser.
Les univers images de U,, et V,, sont égaux a [0, n]. En effet, dans la condition 0 < k+/¢ <
n, chacun des entiers k ou ¢ peut atteindre tous les entiers compris entre 0 et n.

e Déterminons la loi de U,,.
Soit £ € N. Comme {(Vn =) !é e [o, n]]} est un systéme complet d’événements, on a
d’aprés la formule des probabilités totales :

P(U, = k) = Xn:P(Yn = (k. 0))

d’apres la formule du binéme de Newton. Or ¢+r = 1 — p donc on peut conclure que :

‘la variable aléatoire U,, suit la loi binomiale de parameétres n et p

e Déterminons la loi de V,.
Soit ¢ € [[0,n]. Le méme raisonnement que précédemment en utilisant le systéme
complet d’événements { (U, = k) |k € [0,n] } fournit :

P(V,=1()= iP(Yn = (k,0)) = (Z) (1 — g

donc :

‘la variable aléatoire V,, suit la loi binomiale de parameétres n et q‘

2. Les variables aléatoires U, et V,, sont-elles indépendantes 7 Justifier.
On a P(Y,, = (n,n)) = 0 car n +n > n puisque n € N*. Or P(U,, = n) = p™ # 0 et de
méme P(V,, = n) = ¢" # 0. Donc P(U,, = n) P(V,, = n) # 0. Par conséquent :

P(Y, = (n,n)) # P(U, =n)P(V,, =n)

Donc ’les variables aléatoires U, et V,, ne sont pas indépendantes ‘
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3.(a)

Déterminer la loi de W,, = U,, + V,,.
L’univers image de W, est [0,n] (car U,(Q) = V,(2) = [0,n]). Soit k& € W, ().

Alors :
k

Wo=k)=Un+Va=k) = U=k -,V =10)
=0
Les événements (U, = k —(,V,, = () (ou ¢ € [0,k]) sont deux & deux incompatibles
donc :

k
PW,=k)=> P(U,=k—1(V, =10
=0
k n|
B k—C £ n—k
Tk w'(n—k)'p o
|
k;l n: P ngl k E 'p 4 (par linéarité de la somme)
(n—k

- (Z) (L =)k

d’aprés la formule du binéme de Newton et car p+ ¢ = 1 — r. Finalement :

‘la variable aléatoire W,, suit la loi binomiale de parameétres n et 1 —r

o 1—p2— @ — 12 .
En déduire que cov(U,,V,) = n et montrer que cette covariance est

strictement positive. Que peut-on en déduire ?
On sait que :

var(W,,) = var(U, + V,,) = var(U,,) + var(V},) + 2 cov(U,, V;,)
Or U,, — B(n,p), V,, = B(n,q) et W,, = B(n,1 —r) donc :
var(U,) = np(1 — p), var(V,) = nq(1 — q) et var(W,,) = nr(l —r)
On en déduit donc que :

COV(UrH Vn) = Var(Wn) _ VaTZ(Un) _ Var(Vn) _ np +q+r —2]92 — q2 — TQ

Orp+qg+r=1donc:

1—p? — 2 — 12
2

cov(U,, V) =

Soit z €]0,1[. Alors 2> — 2z = z(x — 1) < O car z — 1 < 0 et > 0. Ainsi 2% < .
Comme (p, q,7) €]0,1[, on a p? < p, ¢*> < q et r* < r. Par conséquent :

P+ <ptqtr c’est-a-dire P +rr<l

et donc cov(U,, V,,) > 0. En particulier, cov(U,, V;,) # 0. On retrouve le fait que :

‘les variables aléatoires U,, et V,, ne sont pas indépendantes
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4. Soit ¢ € [0,n]. Déterminer la loi conditionnelle de U, sachant (V,, = ¢).
Soient ¢ € [0,n] et k € [0,n]. On cherche P(U,, = k|V,, = £). On sait que V,, suit la loi
binomiale B(n,q) donc P(V,, = ¢) # 0 et :

P(U, =k|V, =() = = x

P(Un:kav’rLZK) TL' k 0 n—k—t 6'(71—5)'

PV,=0)  kllln—k—0" 7" Wl (1= gt
B (n—10)! y plpn—k—t
S kln—C—k)! T (pr)E(p+r)n ik

(V)G (k)

Finalement :

la loi conditionnelle de U, sachant (V,, = ) est la loi binomiale de paramétres n — ¢ et

p
p+r

Exercice 15 (C1) Soient a et b deux entiers naturels non nuls. On pioche dans une urne
contenant a boules blanches et b boules noires, avec remise. On note X la variable aléatoire
donnant le rang de la premiére boule blanche tirée.

a

On pose p = ——

1.(a)

a+b
Quelle est la loi de probabilité de X 7
On effectue une succession d’épreuves de Bernoulli (tirer une boule de 'urne) dont le
succes (obtenir une boule blanche) a pour probabilité p. Ces épreuves sont mutuelle-
ment indépendantes (car il y a remise de la boule tirée) et X correspond au rang du
premier succes donc :

X suit la loi géométrique de parameétre p = a
a+b
Ainsi X (€2) = N* et, pour tout k € N*, on a P(X = k) = (1 —p)" ' p.
Calculer P(X > k) pour tout entier naturel k.

+00
Soit k € N*. Alors (X > k) = U(X = j) et les événements (X = j) (ou j > k) sont
j=k

deux a deux incompatibles et P est une probabilité donc la série ZP(X = j) est

=k
convergente de somme P(X > k) :
+00 +00 ' +00 '
P(X>k) =Y P(X=4)=> (1-pf 'p=pl—p ") (1-p™*
j=k =k j=k

par linéarité de la somme. En utilisant le changement d’indice £ = j — k puis la formule
donnant la somme de la série géométrique (convergente) de raison 1 — p €] — 1, 1[, on
obtient :

et donc :
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2. Tic et Tac tirent des boules dans 'urne, avec remise, en attendant leur premiére boule
blanche. On note X (respectivement Y') la variable aléatoire donnant le rang de la pre-
miére boule blanche obtenue par Tic (respectivement par Tac).

(a)

Soit m un entier naturel non nul. Calculer P(X > mY’) et en donner un équivalent
simple quand m tend vers +0c0.

On sait que X et Y suivent la méme loi géométrique de paramétre p. De plus, X et
Y sont indépendantes (le résultat obtenu par Tic & chaque tirage est indépendant de
celui de Tac). Comme {(Y = () |€ € N*} est un systéme complet d’événements, on

sait d’apreés la formule des probabilités totales que la série Z P(X >mY)Y = /) est
=1
convergente de somme P(X > mY’). En utilisant la question 1.(b), on obtient :

P(X>mY)=> P(X>mY)Y =/
=1
+00
= Z P(X >ml)P(Y =Y car X et Y sont indépendantes
=1

=Y (1=p)™(1=p)'p

+00
=p(1—p)™! Z (1- p)m“)k1 par linéarité de la somme
=1

Le changement d’indice n = ¢ — 1 et la formule donnant la somme d’une série géomé-
trique (convergente) fournit :

)mfl

p(l—p
P(X >mY) = 1— (1—p)mt

Comme 1 —p €] —1,1[,ona lim (1—p)™™! =0et donc1l—(1—p™t ~ 1.

m—+00o m—+00
L’équivalent cherché est donc :

P(X>mY) ~ p(l-pm

m—r+00

Déterminer la probabilité que Tic doive faire au moins deux fois plus (au sens large)
de tirages que Tac pour obtenir sa premiére boule blanche.

Dire que Tic fait au moins deux fois plus de tirages que Tac pour obtenir une boule
blanche signifie que X > 2Y. D’aprés la question 2.(a), on a :

_ pd-p) _ 1-p
1—(1—-p2 p>—3p+3

P(X > 2Y)
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3. Ecrire une fonction premiereblanche qui modélise les tirages pour Tic jusqu’a la premiére
boule blanche. Elle prendra a et b en argument.
On génére un nombre réel entre 0 et 1. On obtient une boule blanche si le nombre obtenu

est plus petit que .
PSP 4 a+b

1 |import random as rd
> |def premiereblanche(a,b)

3 x =0

4 while (rd.random() > a/(a+b))

5 x += 1

6 return x+1 #pour compter le tirage de la boule blanche

4. Ecrire une fonction proba qui estime la probabilité de la question 2.(b)
On rappelle que X et Y suivent la méme loi. Elles peuvent étre simulées par la fonction
premiereblanche ci-dessus.

. |def proba(n,a,b)

2 s =0

s for k in range(n)

4 X = premiereblanche(a,b)
5 y = premiereblanche(a,b)
6 if x >= 2%y :

7 s = s+l

s return s/n
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Exercice 16 (C1-C2-C5, oral Agro-Véto 2017) Soit N un entier supérieur ou égal &

3.

Une urne contient N boules dont N — 2 sont blanches et 2 sont noires. On tire au hasard, une
par une et sans remise, les N boules de cette urne.

Les tirages étant numérotés de 1 & N, on note X; la variable aléatoire égale au numéro du
tirage qui a fourni, pour la premiére fois, une boule noire et X5 la variable aléatoire égale au
numéro du tirage qui a fourni, pour la deuxiéme fois, une boule noire.

1. Dans le cas ou N = 10, simuler informatiquement une expérience et afficher les valeurs

10

11

12

13

14

16

prises par X; et Xo.

On rappelle a cet effet que la fonction random() de la bibliothéque random renvoie un
nombre pseudo-aléatoire que I'on peut supposer uniformément distribué entre 0 et 1.
On écrit une fonction pour N quelconque. Au départ, il y a 2 boules noires sur les N boules

au total. La probabilité d’avoir une boule noire est donc —. Pour simuler le premier tirage

d’une boule dans 'urne, on génére donc un nombre réel x compris entre 0 et 1 (& laide
de la commande random()). La boule tirée est noire si x<2/N. Il faut ensuite prendre en
compte le fait qu’il y a de moins en moins de boules disponibles et qu’il ne peut rester
qu’'une seule boule noire. On obtient la fonction suivante :

import random as rd
def experience(N)

x1 =0
x2 =0
i=0

while (x2 == 0)
x = rd.random()
if (x1 == 0 and x < 2/(N-i))

i=i+1
x1 =1
elif (x1 != 0 and x < 1/(N-1))
i=i+1
x2 =1
else
i=i+1

return x1, x2

Plusieurs exécutions de cette fonction donnent les valeurs de X; et de X5 suivantes :

In [2]: experience(1@)
outf2]: (8, 9)

In [3]: experience(1@)
Out[3]: (5, 7}

In [4]: experience(1@)
out[4]: (2, 7)

In [5]: experience(1@)
Out[5]: (8, 9}

In [6]: experience(1@)
outlel: (6, 7}
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2. Montrer que la loi du couple (X;, X3) est donnée par :

0 sil<j<i<N
v(0.) € [LNP,  P(Xi=i)n(X; =) = 2
N(N —1)

Soit (4,7) € [1, N]?. Par définition de X, et de X5, on a X; < X,. Ainsi, si j < i, on a
(X1 =14)N(Xy = j) = @ et donc P((X; =14)N (X, = j)) = 0. Supposons maintenant
que 7 < j. Les N boules peuvent étre considérées deux a deux distinctes quitte a les
numéroter. Comme on préléve toutes les boules successivement et sans remise, I'univers
(2 associé a cette expérience est 'ensemble des N-listes sans répétition (ou : permutations)
de I'ensemble des N boules et P est la probabilité uniforme. Par conséquent :

card((X; = 1) N (X, = j))
card(2)

P((X1=i)N(Xz=1j)) =

On a card(€2) = N !. Il reste a dénombre 'ensemble (X; = i) N (X3 = j). Pour obtenir les

boule noires en positions ¢ et j dans le tirage, on doit :

— choisir dans quel ordre on répartit les deux boules noires sur les deux positions ¢ et j,
ce qui revient & compter le nombre de permutations de ces deux boules noires (il y a
donc 2! = 2 répartitions possibles) ;

— répartir les boules blanches sur les NV — 2 positions restantes, ce qui revient & comp-
ter le nombre de permutations possibles des boules blanches (soit au total (N — 2)!
répartitions possibles).

On a donc card ((X; = 1) N (X5 =j)) = 2(N — 2) L. Ainsi :

2(N —2)! B 2
N(N -1)(N—-2)!  N(N—-1)

P((Xy =1)N(Xy=j)) =

La loi du couple (X7, X5) est donc bien donnée par :

0 si1<j<i<N
V(i,j) € [LN]?,  P(Xi=i)n(Xy=7j)) = 2
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3.(a) Justifier que les lois de X et X, sont données par :

VEe[LN-1],  PXi=k)= ;((Jyv__l?)
et :
vke[2,N],  P(Xo=k)= ]32];\7__1;)

Déterminons les lois marginales du couple (X, X3).

— Loi de la variable aléatoires X;.
La premiére boule noire ne peut pas étre obtenue en N position (car le tirage est
sans remise), donc X1(Q2) = [1, N — 1]. De méme, la deuxiéme boule noire ne peut
pas étre obtenue au premier tirage donc X5(2) = [2, N]. Soit i € [1, N—1]. Comme
{(X2=14)|j € [2 N]} est un systéme complet d’événements, on a :

P(X, =1) = ép((xl =) N (X2 = 7))

En utilisant la question 2., on obtient :

. al 2 2 -
P(X; =1) = ZZi-:i-l N(N —1) - N(N—l)j§r11:m

J

par linéarité de la somme.

— Loi de la variable aléatoires X,.
On sait que X5(Q) = [2,N]. Soit j € [2, N]. En utilisant le systéme complet
d’événements { (X, = j) ‘j € [2, N]} et la question 2., il vient

N-1
P(X;=j) = P((X; =1i)N(Xy =)
i=1
Jj—1 2
&S N(N-1)
2(j - 1)
N(N —1)
Finalement :
les lois des variables aléatoires X; et X5 sont :
2(N — k)
I,N—-1 PIX,=Kk)= > 7~
. 2k —1)
2, N P(Xo=k)= — 2

(b) Ces variables sont-elles indépendantes ?
Soit i € [1, N — 1 (un tel entier existe puisque N > 3). D’aprés la question 3.(a), on a
P(X; =1i) # 0 et P(X, = i) # 0. Par ailleurs, P((X; = i) N (X, =4)) = 0 d’aprés la
question 2. et donc :

P((X;=14)N(Xo=1)) #P(X1 =) P(Xo =1)

Donc :

‘les variables aléatoires X; et X5 ne sont pas indépendantes‘
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4. Démontrer que la variable aléatoire N + 1 — X, a la méme loi que Xj;.
Posons Y = N + 1 — X,. L’univers image de Y est :

Y(Q) ={N+1-k|ke[l,N-1]} =[2,N] = X1()
Soit maintenant k € Y (Q2). Alors, par définition de Y :

2N — k)

P(Y =k) =P(Xa=N+1-k) = oy =

d’aprés la loi suivie par X; et car N +1 —k € [1, N — 1]. Finalement :

‘les variables aléatoires N + 1 — X5 et X suivent la méme loi‘

5. On suppose que A et B sont deux variables aléatoires définies sur le méme espace proba-
bilisé (€2, T, P), indépendantes, suivant la méme loi uniforme sur I'ensemble [1, N] et on
désigne par D I’événement : « A ne prend pas la méme valeur que B ».

N -1

(a) Montrer que la probabilité de I’événement D est égale a

Par définition, on a D = (A # B) et donc P(D) =1—P(A = B). Or A(Q?) = B(Q2) =
[1, N] donc :

P(AzB)zP(U((A:i)ﬂ(B:z’))>

Les événements (A = i) N (B = i) (ou i € [1,N]) sont deux a deux incompatibles
donc :

P(A:B):ﬁlP((A:i)ﬁ(B:i))

En utilisant maintenant le fait que A et B sont des variables aléatoires indépendantes
(et uniformes), il vient :

P(A—B)—%P(A—')P(B—')—% ! =N X L1
I = = b R R
Finalement :
1 N -1
PD)=1— — = ——
(D) N w7

(b) On définit les variables aléatoires Y; = min(A, B) et Yo = max(A, B).
Calculer, pour tout couple (7,7) € [1, N]?, la probabilité conditionnelle :

Pp((Y1=14) N (Y2 =)

Remarquons que les probabilités conditionnelles sont bien définies puisque I’événement
D est de probabilité non nulle d’aprés la question 5.(a). Soit (i,7) € [1, N]?. On
distingue trois cas.
— Premier cas : 7 > j.

Par définition, on sait que Y7 < Ys. Ainsi (Y; =4) N (Y = j) = @ et donc

Pp((Yi=d)N(Ya=14)) =0
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— Deuxiéme cas : 7 = j.

Alors :
(Y1 =4)N(Yy =4) = (min(A4, B) = max(A,B) =i) = (A=14)N(B=1)

Par conséquent :

Pp(Mi=i)n(Y2=7)) =

car (A=i)N(B=1)ND=2a.
— Troisiéme cas : 1 < j.
On a ici :

Mi=i)nYa=j)=((A=)N(B=4)U(A=45)n(B=1)
Comme i # j, on a de plus :
Yi=)na=j)ND =Y =i)n(Ys =)

Les événements (A =1i)N (B =j) et (A= 7)N (B = 1) sont incompatibles et A et
B sont des variables aléatoires indépendantes donc on a successivement :

P((A=i)n(B=j)+P((A=4)N(B=i)

Pp((Va=i)N(Ya =j)) =

P(D)
_ P(A=i)P(B=j)+P(A=j)P(A=1)
P(D)
_ 2 X 73
B
~ N(N-1)
Finalement :
0 sii>j
V(i,j) € [LN]>,  Pp((Vi=i)nYa=j)) = 2 .
N(N— ) S1non
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(c¢) Expliquer pourquoi le programme suivant permet de simuler des variables aléatoires

10

11

qui suivent les mémes lois que X; et X, dans le cas ot N =10 :

from random import *
a=randint(1,10)
b=randint(1,10)
while (a==b)
b=randint (1, 10)
print(min(a,b))
print (max(a,b))

La loi conjointe du couple (Y7, Y2) (pour la probabilité Pp) est la méme que celle du
couple (X7, Xs) (pour la probabilité P) d’aprés les questions 3.(a) et 5.(b). Simuler les
variables aléatoires X; et X, revient donc a simuler Y; et Y5. Il s’agit donc de générer
deux nombres entiers aléatoires différents compris entre 1 et 10, ce qui correspond au
script proposé.

On peut aussi écrire une fonction permettant d’estimer les probabilités des variables
aléatoires qui sont simulées dans le script proposé. Ceci permet de vérifier que ces
probabilités sont cohérentes avec celles obtenues pour le couple (X7, Xs) et (Y7, Y5).

from random import randint
def frequence(n,i,j)
s =0
for k in range(n)
a = randint(1,10)
b = randint(1,10)
while (a == b)
b = randint(1,10)
if (min(a,b) == i) and (max(a,b) == j)
s = s+l
return s/n

In [2]: freguence(l@ee,1,2)
Out[2]: @.815

In [3]: freguence(l@eea,1,2)
Out[3]: @.8233

In [4]: frequence(loeaea,l1,2)
Out[4]: @.@2222

In [5]: freqguence(l@eaea,2,8)
Out[5]: @.82204
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Exercice 17 (C3-C8, oral Agro-Véto 2016) Soit N un entier naturel non nul. Un
joueur dispose de N dés équilibrés & 6 faces. Il lance une premiére fois ceux-ci et on note
X le nombre de 6 obtenus. Il met de coté les dés correspondants et relance les autres dés (s’il
en reste). On note X, le nombre de 6 obtenus et on répéte l'expérience définissant ainsi une
suite de variables aléatoires X, Xs,... S’il ne reste plus de dés au m® lancer, on a alors, pour
tout entier £k > m, X = 0.

Pour tout entier naturel n non nul, on définit la variable aléatoire S, = X7+ Xo+---+ X, qui
correspond alors au nombre de 6 obtenus aprés n lancers.

1. Ecrire une fonction python X(N) qui prend en argument le nombre N de dés et renvoie
la valeur de X;.
On simule un lancer de dé en choisissant de maniére équiprobable un entier dans l'inter-
valle [1,6] (a l'aide de la commande randint(1,6)). On calcule le nombre nbsix de 6
obtenus aprés avoir lancé les N dés.

1 |import random as rd

> |def X(N)

3 nbsix = 0

4 for k in range(N)

5 x = rd.randint(1,6)
6 if (X == 6)

7 nbsix += 1

8 return nbsix

,_{ COMMENTAIRE ]

— 1l s’agit de simuler une variable aléatoire suivant une loi binomiale.

— On peut aussi simuler un lancer de dé en générant aléatoirement un nombre réel
compris entre 0 et 1 (commande random()). On a obtenu un 6 si (par exemple)
random() < 1/6.

2. En déduire une fonction python S(N,n) qui prend en argument le nombre N de dés et le
nombre n de lancers effectués et renvoie la valeur de S,,.
On simule n lancers de dés a 'aide de la fonction précédente. Si a l'issue du k° jet de dés
on a cumulé nbsix € [0, N] chiffres 6, alors on lance N — nbsix dés au (k + 1) jet de
dés. Notons que si nbsix = N, alors il n’y a plus de dé a lancer (puisqu’ils ont tous déja
donné un 6). Comme X(0) renvoie la valeur 0, I'instruction nbsix += X(0) reste valable

dans ce cas.
. |def S(N,n)
2 nbsix = 0
s for k in range(n)
4 nbsix += X(N-nbsix) #N-nbsix est le nombre de dés restants
5 return nb_six
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COMMENTAIRE ]

On peut bien str ajouter la condition « if nbsix != N : » dans la boucle for, avant
I'incrémentation de la variable nbsix.

3. On se proposer de montrer par récurrence sur n € N* que S,, suit une loi binomiale de
parameétre N et p, et on cherchera & déterminer p,.

(a) Question préliminaire : soient N, M et k des entiers naturels tels que M < k < N.

Montrer que :
N\(N-M\ (N\[k
M)\k-M) \k)\M
Soit (N, M, k) € N tel que M < k < N. Alors :

<ﬁ><§:ﬁdzﬂmuyiMwX(ku;éyi@!

NI k!
(N —&)! M1 (k—M)!

Finalement :

N\ /N - M N\ [k
3 <k =
pour tout (N, M, k) € N° tel que M < k< N, on a (M)(k—M) (k)(M)

(b) Montrer que la proposition est vérifiée pour n = 1 et déterminer p;.
Par définition, on a S; = X;. On répéte N fois la méme épreuve de Bernoulli (qui

consiste a lancer un dé) dont le succés (& savoir obtenir un 6) a pour probabilité g (car

les dés sont supposés équilibrés). Ces épreuves sont indépendantes et S; correspond
au nombre de succés obtenus. Ainsi :

1
la variable aléatoire Sy suit la loi binomiale de paramétres N et p; = 6

COMMENTAIRE ]

Le fait que X suive une loi binomiale a déja été remarqué dans la premiére question (en
écrivant le programme informatique).
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(c) Soit n € N*| on suppose que S, suit une loi binomiale de paramétres N et p,,.

i. Soient M et k deux entiers naturels tels que M < k < N. Déterminer la probabilité

conditionnelle P(X,,;1 =k — M| S, = M).

Soit (M, k) € N? tel que M < k < N. Si I'événement (S,, = M) est réalisé, alors il

reste N — M dés pour le (n + 1)° lancer. On distingue deux cas.

— Premier cas : N — M = 0.
On a donc M =k = N. Comme il n’y a plus de dés disponibles pour le (n + 1)°
lancer, on a X,,,; = 0 = k — M d’apreés les hypotheéses faites sur les variables
aléatoires dans 1’énoncé. Ainsi :

P(Xpi1 =k — M|S, = M) =P(Xps1 =0[S, = N) =1

— Deuxiéme cas : N — M > 1.
Il reste alors au moins un dé pour le (n + 1)° lancer. Cela revient a reprendre
I’expérience au début en considérant qu’il y a initialement N — M dés. Notons Y;
la variable aléatoire comptant le nombre de 6 obtenus aprés le lancer de N — M
dés équilibrés. D’aprés la question 3.(b), on sait que Y; suit la loi binomiale de

1
parameétres N — M et 5 Comme k — M € [0, N — M], on a :
PXpy1=k—M|S,=M)=PYr=k—M)
N — M\ (1Y 5\
(o) 5) ()
Remarquons que cette formule vaut aussi dans le cas ot N — M = 0.
Finalement :

pour tout (M, k) € N2 tel que M < k< N,ona:

N - M 1 k—M 5 N—k
P(Xps1 = k=M | S, = M) = (k_M) (6) (6

COMMENTAIRE J

En d’autres termes, la loi conditionnelle de X, sachant (S, = M) est la loi binomiale de

1
paramétres N — M et 6
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ii.

En déduire que S, 1 suit une loi binomiale de parameétres N et p, 1 ou

1+ 5p,
pn+1 — 6

A Tissue du (n + 1)¢ lancer, le nombre de 6 cumulés peut a priori étre égal a tout
entier de Uintervalle [0, N], c’est-a-dire S,;1(2) = [0, N]. Soit k& € [0, N]. Par
hypothése de récurrence, on a S,(Q) = [0, N] donc {(S, = M)|M € [0,N]}
est un systéme complet d’événements de probabilités non nulles. La formule des
probabilités totales nous donne :

N
P(Sup1 =k) =Y P(Spp1 =k|S, = M)P(S, = M)
M=0

Comme S, .1 =S, + X,41, on a pour tout entier M € [0, N] :
P(S,i1=k|S,=M)=P(X,1=k—M|S,=M)
De plus, la variable aléatoire X, est a valeurs positives ou nulles donc :
VM € [k+1,N], P(Xpy1=k—M|S,=M)=0

En utilisant la relation de Chasles, il reste :

k
P(Spi1 =k) =Y P(Xup =k—M|[S, = M)P(S, = M)

M=0

En utilisant maintenant la question 3.(c)i. et le fait que S,, suive la loi binomiale de
paramétres N et p, (par hypothése de récurrence), il vient :

o 10 I O M S

() e G0 ()

par linéarité de la somme. I.’égalité obtenue a la question 3.(a) (qu’on peut appliquer
puisque I'indice de sommation M est tel que M < k < N) et la linéarité de la somme
nous donnent :

e ()5 e ()

M=0

(D)) )

d’aprés la formule du binéme de Newton. On a finalement :

N\ /1+5p,\" 14 5p, \ " *
een= () (52 (- 152)

ce qui correspond bien aux probabilités relatives a la loi binomiale de paramétres :

14 5pn
6

N et Prny1 =
Ainsi :
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1+ 5p,
6

la variable aléatoire S, 1 suit la loi binomiale de paramétres N et p,,1 =

,_( COMMENTAIRE ]

— La formule des probabilités totales et le systéme complet d’événements a adopter
sont suggérés par la question 3.(c)i.

— Pour tout entier naturel n non nul, la variable aléatoire S,, suit la loi binomiale de
parameétres N et p, par principe de récurrence simple.

(d) Déterminer une expression explicite de p;,.
La suite (p,)n>1 est une suite arithmético-géométrique. Soit £ € R. On résout :

€:1+T5€ < =1+ <— (=1

Montrons que la suite (g,),>1 définie par ¢, = p, — ¢ pour tout n € N* est une suite
géométrique. Soit n € N*. On sait que :

> —l—l t 14 5€+1
n — ~Pn - € = = -
Pn+1 6p 6 6 6

donc (en soustrayant la deuxiéme équation a la premiére) :

) 1 5 1 5 )

5
La suite (¢, )n>1 est donc géométrique de raison 6 et de premier terme ¢; = p1—1 = —=

6
1
car p1 = & d’apres la question 3.(b). Donc :

5 5n—1 5n
Vn € N* = (2] =—(2
e w3 (5) =)

ce qui implique que :

COMMENTAIRE ]

Cette question ne nécessite pas d’avoir répondu correctement a la question précédente (qui
est bien plus technique).
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4. On admet qu’il est presque siir qu’on obtienne tous les 6 au bout d’un nombre fini de
lancers, c’est-a-dire qu’il existe presque siirement un rang n € N* pour lequel S,, = N.

On note T le nombre de lancers nécessaires pour n’avoir que des 6 (et on pose par
convention 7" = +o00 si on n’obtient jamais tous les 6, ce qui a une probabilité nulle
d’arriver), c’est-a-dire :

T =min({n > 1|5, = N} U {+00})

Déterminer la fonction de répartition de T'.

Soit n € N*. Dire que T est inférieur ou égal a n signifie qu’il a fallu au plus n jets de dés
pour obtenir tous les 6, ce qui revient encore a dire que tous les 6 sont obtenus (au plus
tard) a l'issu du n® jet (si celui-ci a lieu). Autrement dit, on a I’égalité :

(T'<n) = (S, = N)

Comme S, suit la loi binomiale de paramétre N et p, (d’aprés la question 3.), on peut

conclure que :
5 n\ N
Vn € N*, P(Tgn):pfy:<1—(6))

Remarquons que cette égalité est valable aussi pour n = 0. En effet, le membre de droite
est égal & 0 et I’événement (7" < 0) est impossible (et donc de probabilité nulle).

5. Vérifier que la variable aléatoire T" admet une espérance et donner une formule exprimant
celle-ci.

On admettra le résultat suivant : T admet une espérance si et seulement si la série

.
ZP(T > n) est convergente et dans ce cas on a l’égalité E(T) = ZP(T >n).
n>1

Soit n € N. On a d’apres la question 4. et la formule du binéme de Newton :

P(T>n)=1-P(T'<n)=1- (1_ (g))N
1—%(5)(—1)’“ @]m

k=0

SOerE] o

car le sommant vaut 1 pour £ = 0. D’apres le résultat admis dans 1’énoncé, on sait que T’

admet une espérance si la série ZP(T > n) est convergente. Or pour tout k € [1, N,
n=0

n=0
P(T > n) s’exprime comme une combinaison linéaire (finie) de termes généraux de séries

k k1™
) 5t
on a (6) €] — 1,1] donc la série géométrique E [(6) ] est convergente. Ainsi,

convergentes (d’aprés (1)). La série Z P(T > n) est donc une série convergente et 1'égalité
n=0
(1) nous donne (par linéarité de la somme) :

ZPT>n =

MZ

??‘

I
A
~ =
N——
-
[M]é
| — |
VN
| Ot
N———
L
3

~

k=1
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Finalement (en calculant la somme de la série géométrique qui apparait dans le second
membre de (2)) :

la variable aléatoire T" admet une espérance qui

vaut : E(T) = i <]Z> 1(__1—22;

COMMENTAIRE ]

Il est demandé de trouver une formule qui permet d’exprimer I’espérance de T'. On ne peut
pas obtenir une expression plus simple de celle-ci.
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