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Fiche de révision 8 - Correction
Calcul matriciel et applications linéaires

1 Compétences et notions a maitriser

> C1 : Effectuer un produit matriciel

> C2 : Etudier I'inversibilité d’une matrice (en résolvant un systéme linéaire ou en utilisant une équation
vérifiée par la matrice)

> C3: Calculer des puissances de matrices (en utilisant la formule du bindéme de Newton ou un raisonnement
par récurrence)

2 Correction des exercices

Exercice 1 (C2) Les matrices A, B et C suivantes sont-elles inversibles ? Si oui, déterminer I’expression
de la matrice inverse.

9 1 0 1 0 1 0 3
A:(3 2> B=10 2 0 et cC=111 -1
-1 1 1 2 0 5
e La matrice A est d’ordre 2 et son déterminant vaut :
det(A) = |7 1/ =2x2-3x1=1#0
Donc :
. . . 1 2 -1
la matrice B est inversible et B™' = 3 9
e Notons C; et C3 les premiére et troisiéme colonne de B respectivement. On remarque que C; = —Cs.
Le rang de la matrice est donc inférieur ou égal & 2. En particulier, B n’est pas de rang maximal égal a
3 donc :
la matrice B n’est pas inversible‘
X T X x
e Soit | Y | € M31(R). On résout 'équation C |y | = [ Y | d’inconnue |y | € M31(R) :
Z z Z z
T X 1 0 3 T X
Clyl=lY]|] < (|1 1 -1 y|l =Y
z Z 2 0 5 z Z
—= x 4+ y — z =Y Ly
2z + 5z = Z Ls
T + 3z = X Lq
< y — 4z = —X+Y Ly« Lo —14
— z = 2X+7 L3<—L5—2L1

Le systéme obtenu est un systéme de Cramer donc la matrice C' est inversible. De plus :

T X r = X—-32=-5X+37
Clyl=|Y| < y = —X4+Y+4z=7X+Y —-4Z
z Z z = 2X—-7
T -5 0 3 X
— |y|l=|7 1 -4 Y
z 2 0 -1 Z



Finalement :

-5 0 3
la matrice C' est inversible d'inverse C~! = [ 7 1 —4
2 0 -1
Exercice 2 (C2) (3 Soient m € Ret A,, = 1721 m:— 1) € M3(R). Pour quelle(s) valeur(s) de m la matrice

A, est-elle inversible ? Dans ce(s) cas, déterminer I'expression de la matrice inverse.

Soit m € R. La matrice A,, est d’ordre 2 donc elle est inversible si et seulement si son déterminant est non nul.
Or :

m 1

det(Am) = ’2 m+1

':m(m+1)—2:m2+m—2

Les racines de ce trindome du second degré sont 1 et —2. Ainsi :

1 _
la matrice A,, est inversible si et seulement si m € R\ {—2,1} et, dans ce cas, A, = ————— mAl 1
m24+m—2\ —2 m
0 1 1
Exercice 3 On considére la matrice A= |1 0 1| de M3(R).
0 0 1
1. Montrer que la matrice A est inversible et déterminer son inverse.
a x
Onfixe Y = | b | € M31(R) et on cherche X = | y | € M31(R) tel que AX =Y.
c z
yt+z=a
AX =Y = r+z=0>
z=c
y=a—c
= r=b—c
z=c
0 1 -1
donc A est inversibleet [A™' =1 0 -1
0 0 1
2. Calculer A2. En déduire, pour tout entier naturel n, la matrice A™.
1 0 2 0 0 2 0 0 2
On calcule 42 = |0 1 2].On remarque que A2=1I3+ |0 0 2|.Notons N= |0 0 2].On
0 0 1 0 00 0 00

remarque que N? = Oty (r), done pour tout k > 2, on a Nk = Oy (R) -

On a donc | A% = I3 + N | avec |Vk > 2, NF = Opy(r) |- On fixe n € N, les matrices I3 et N commutent
donc par formule du binéme de Newton :

n
oy =32 (P
k=0
1 n
_ (Z) NFLEE LY (") Nk =k
k=0 k=2
! n
- (k) NI 4 Opwy
k=0
n n
= (")z N
)+ (1)
= Ig —+ TLN



donc ‘ VneN, A =I; +nN ‘ et Vn € N, A2+l = A 4 nAN or par calcul AN = N donc
[VneN, A7 = A4 nN|

Exercice 4 (C1-C3) On consideére la matrice :

4 2 -4
A=[0 2 0 ] e MsR)
11 0

1. Exprimer A% comme combinaison linéaire de A et I3.
On trouve A% = 44 — 415.

2. En déduire que A est inversible et exprimer A~! en fonction de A et I5.

1
D’aprés ce qui précéde, on a A2 — 44 = —415 donc _Z(AQ — 4A) = I3, ce qui se réécrit :

1 1
A<—4A+Ig> = (—4A+13)A—Ig

0 -1 1
1 2

Donc la matrice A est inversible d’inverse —— A+ I3 =1 0 Ly
1 1

—z =2 1
1 1

3. (a) Montrer par récurrence que pour tout n € N, il existe (a,, b,) € R? tel que A" = a, A + b, I3.
On utilise un raisonnement par récurrence simple. Pour tout entier naturel n, on considére la propo-
sition :

P, : «il existe (ay,b,) € R? tel que A" = a,, A + b, I3 »

e Initialisation : en posant ag =0 et by =1, on a :
Aozfgzao XA+b0.[3

donc la proposition Py est vraie.

e Hérédité : soit n € N tel que la proposition P,, soit vraie. Montrons que la proposition P, 41 est
vraie. Par hypothése de récurrence, il existe (a,,b,) € R? tel que A" = a,, A + b, I3. Donc :

AT = A" A = (0, A + b I3)A = 4, A? + by A = a,(4A — 413) + b, A (d’apres la question 1)
= (day, + by)A — dayn

En posant a, 1 = 4a, + b, € Ret b, 1 = —4a, € R, on a I'é¢galité A"T' =a,, 1A+ b,4113. La
proposition P, ;1 est donc vraie.

e Conclusion : pour tout entier naturel n, la proposition P,, est vraie par principe de récurrence
simple.

Ainsi :

Vn €N, 3(an,by) ER?, A" =a, A+ b,l3 (2.1)

(b) Déterminer I'expression de a,, et b, en fonction de n pour tout n € N puis celle de A™.
On sait que ag =0, by =1 et :

Vn € N7 Up41 = 4an + bn et bn+1 = —4an

Remarquons de plus que A' = A =1x A+0x I3 donc a; = 1 et by = 0. Les relations de récurrences
précédentes impliquent que :

Vn €N, (ng2 = 4any1 + bpypr = dan1 — 4ay

La suite (an)nen est récurrente linéaire d’ordre 2. L’équation caractéristique associée 22 — 4z +4 = 0
admet pour racine double 2. 11 existe donc (A, B) € R? tel que :

Vn € N, ap = (An + B)2"



Déterminons A et B. On résout :

=0 _ =0 e | B
ay =1 20A+B)=1 A=

w\»—' (e}

Ainsi :

Vn € N, a, =n2"! et,sin>1, by, = —4ap,-1 =—(n—1)2"
Cette derniére égalité est vraie pour n = 0 puisque by = 1. On obtient 'expression de A™ pour tout
n € N en remplagant les valeurs de a,, et b, dans (2.1). On obtient

|¥neN*, A" =n2" 1A~ (n—1)2"]; |

0 -1 2 2 -1 2
Exercice 5 (C2-C3) On considére les matrices M = [0 0 3]etA=1[10 2 3
0 0 O 0 0 2
1. Montrer que M est nilpotente, c¢’est-a-dire qu’il existe k € N tel que Vn > k, M"™ = 0.
0 0 -3
Oncalcule M2=10 0 0 | et M3 = Oty (r)- Alnsi,
00 0

Vﬂ Z 3, Mé = OMg(R) .

2. Pour tout n € N, calculer A”.

On constate que | A = 213 + M |. On fixe n € N. Comme I3 et M commutent, on applique la formule du

binéme de Newton :
" /n
A" = M*(215)" "
> ()t

k=0

E (o (e

k=3

Z( )Mk 2[3 +0M3(R)

_ n n—1 n n—2 2
—(0)2 I3+(1)2 M+<2>2 M

= 2" I3 42" InM + n(n —1)2" 3 M?

9n  _pon-l — 3n(n — 1)27-3
=10 2" 3n2n-1
0 0 2"
2n —p2n7l p2n — 3n(n —1)2n73
donc |VneN, A"=1{ 0 2" 3n2n!
0 0 2m
3. Déterminer A",
a T
OnfixeY = [ b | € M31(R) et on cherche X = [y | € M31(R) tel que AX =Y.
c z

20 —y+2z=a
AX =Y «— 20+32=0

2z =c¢
x:%aJribf%c
= y:?b—gc
Z:§C
1/2 1/4 -7/8
donc|A~'=1 0 1/2 -3/4
0 0 1/2




Exercice 6 (C3) Soit A = € M3(R). Pour tout entier naturel n, calculer A™ en utilisant la

S O N
[en il R
[NCREa =

formule du bindme de Newton.

0 1 1
On a l'égalite A=N+2[3ou N=|0 0 1
0 00

e Commengons par calculer les puissances de N.

o

OnaN?=1]0
0

o O O

1
0|, N3 = O, (r)- Ensuite, pour tout entier k > 3, on a (puisque k — 3 € N) :
0

N* = NPNF73 = 00, ) N2 = Oy m)
e Par ailleurs, pour tout entier j € N, on a :
(213)) = 291] =2

e Soit n € N. Les matrices N et 213 commutent car 2[5 est une matrice scalaire. On peut donc appliquer
la formule du binéme de Newton et on a :

A" = (N + 2I3)" = En: (Z) Nk (2I3) zn: (Z) gn—k Nk
=0

k

k=0
_on n—1 n—2(M 2 . n n—k k
=2"[34+n2"" "N +2 (2>N + (k:>2 N
k=0 k=1 —_——— k=3 =015 (R)
k=2
=Ormzm)
(par relation de Chasles)
Comme " :M,on obtient :
2 2
1 00 011 0 01
A" =2"0 1 0] +n2"'|0 0 1| 4+nn-12"3[0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0
2n p2nt p2nml4op(n —1)2n73
=|0 2n n2n—!
0 0 2n
1 -1 -1 01 1
Exercice 7 (C1-C3) J Soit A= -1 1 -1 |etJ=|1 0 1
-1 -1 1 1 1 0

1. Montrer que pour tout n € N, A" = a, I3+ b, J.
Montrons par récurrence que pour tout n € N, la propriété : P(n) :« I(a,,b,) € R? tel que A" =
apls + b, J »est vraie.
— Initialisation : Pour n =0, on a A° = I3 donc ag = 1 et by = 0 conviennent et P(0) est vraie.
— Hérédité : Soit n € N tel que P(n) soit vraie. Montrons que P(n + 1) est vraie. On a :

AT = A x A

= A x (anl3 + b,J) par hypothése de récurrence
=a, A +b, AJ
—~— ~—
Ii—J —2I
=an — 2by, I3+ (—ap) J
H/_/ H/—/

An+1 br+1

donc P(n + 1) est vraie.



— : Conclusion : En posant ’ao =1, bg =0 et pour tout n € N, a1 = a, — 2b,, et b,41 = —a, |, on a
pour tout n € N, A” = a, I3+ b,J.
2. Déterminer A™ pour tout n € N.
Soit n € N, on remarque que :
Ap4+2 = Ap41 — 2bn+1 = Qn+1 + 2an
donc on reconnait une suite récurrente linéaire d’ordre 2. Son équation caractéristique est :
P=r+2 < (r+1)(r—2)=0
donc il existe des constantes (A4, B) € R? telles que
VneN, a, = A(-1)" + B2".
Or ag =1 et a; = ag — 2bg = 1 donc on résout le systéme suivant :
A+B=1 A= %
Ainsi, pour tout n € N, on a a,, = %(fl)rur % et donc pour n > 1, b, = %(71)"’1 + % On remarque

que la formule est aussi exacte pour bg.
On obtient alors :

0 1 -1
Exercice 8 (C1-C2-C3) Soit A la matrice : [ -3 4 -3
-1 1 0
1. Calculer A2 et vérifier que A% — 3A 4 2I = Oy (R) -
-2 3 -3
On obtient A2 = [ —9 10 —9 | donc|A® — 34+ 2] = Opgyw) |
-3 3 =2

2. En déduire que A est inversible et calculer A~1.
On a :

A? —3A+2] =0pq,m) < A®—3A=-2I;
= A(A-3I3) = —2I;

= Ax (;(A - 313)> =1

1
donc A est inversible, d’inverse : | A~ = —§(A —3I3) |

3. On pose, pour tout n € N, B,, = A" + A — 2I;.

(a) Montrer que A2 — 247+l = An+l _gAn,
On pose n € N, on a :

APT2 9 AL — A7 (A% - 24)
———
A—215

= A" x (A - 2I3)
— A" 24"

done [ A™2 —24n+1 — A+l _ oy |

(b) Montrer que pour tout n € N, A"+2 = 2AnT1 4 A — 273,
Par récurrence, on montre que ¥n € N, A"t2 — 247+l = A — 2],




(c) Montrer que pour tout n € N, By, 4o = 2By, 41.
Soit n € N, on a :
Bpio=A"T2 4+ A — 21,
= A™? 24 424 4 A - 20
= A— 2[5 424" 4+ A — 21,
=2(A™ + A - 213)
= 2Bn+1

Ainsi, pour tout n € N, .
(d) Calculer A™.
Montrons par récurrence que pour tout n € N, la propriété P(n) :« B, = 2™(A — I3) »est vraie.
— Initialisation : Ona By = A+ A—2I3 = I3+ A—2I3 = A— I3 et 2°(A—1I3) = A — I3 donc P(0)
est vraie.
— Heérédité : Soit n € N tel que P(n) soit vraie. Montrons que P(n + 1) est vraie. On a :

Bn+1 = 2Bn
=2 x 2"(A — I3) par hypothése de récurrence
= 2" (A - I3)

donc P(n + 1) est vraie.
— Conclusion : ‘Vn eN, B, =2"(A—-I) ‘
On a alors pour n € N :

AM|= By = A+ 20 =2"(A— I5) — A+ 205 |

1 10
Exercice 9 (C1-C3) & On considére la matrice A= [0 1 1
0 0 1
1 a, b,
1. Montrer que pour tout n e N, A =0 1 a,
0 0 1
1 a b
Montrons que le produit de deux matrices du type [ 0 1 a | donne une matrice du méme type :
0 0 1
1 a b 1 d Vv 1 a+d b+ad +V
0 1 a 0 1 d]=10 1 a+ad
0 0 1 0 0 1 0 0 1

Ainsi, pour tout n € N, | A” sera de la méme forme |.

2. Donner une relation de récurrence sur a, et b,. En déduire ’expression de A™ pour tout n € N.

1 a, b,
Soit n € N, on sait que A, = |0 1 a, |, on adonc:
0 0 1

1 1+4+a, a,+b,
ATl = A" x A= [0 1 1+ ay
0 0 1

On pose donc

Gpt1 =0p+1et by =a, +by, et onaayg=1et by = O‘.

La suite (a,) est arithmétique de raison 1 donc pour tout [n € N, a,, =n|.
On a alors pour tout n € N, b,+1 = b, + n, donc on montre par récurrence que

B - _n(n+1) _n(n—1)
_g(k—n_f_n_T.

1




Ainsi, on obtient :

Exercice 10 (C2) 3 On dit quune matrice M est nilpotente si il existe k € N tel que M* = 0. Montrer
que la matrice I,, — M est inversible et que;

(In—M) ' =1L, +M+---+ M!

1 2 3 4
Application : Calculer I'inverse de A = 0 1 11
0 01 2
0 0 0 1
On calcule le produit matriciel :
k-1 k—1 k-1
(In—M)x Y M'=>" M=) M+
£=0 £=0 £=0

k—1 k
:ZMZ— ZM"’ en posant m =/ +1
=0

m=1
=M% — M* par télescopage

=I5 car M* = O, ()

k—1
Ainsi, | I,, — M est inversible, d’inverse > M¥*.
£=0

0 -2 -3 —4
Onmote M= |2 0 —1 -1 A=I,-M
nnote M =1, ., _,|onremarque que A =TIy .
o 0 0 O
On calcule :
0 0 2 8 0 0 0 —48
> |0 0 0 2 3 [0 0 0 O
M=1o000"™=lo00 o | M=0mue
0 0 0O 000 O
On en déduit par ce qui précéde que | A est inversible | et
1 -2 -1 0
-1 9 3 (0 1 -1 1
A" =L+ M+ M+ M° = 0 0 1 o9
0o 0 0 1



