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Fiche de révision 8
Calcul matriciel

1 Compétences et notions & maitriser

> C1 : Effectuer un produit matriciel

> C2 : Etudier l'inversibilité d’une matrice (en résolvant un systéme linéaire ou en utilisant une équation
vérifiée par la matrice)

> C3: Calculer des puissances de matrices (en utilisant la formule du binéme de Newton ou un raisonnement
par récurrence)

2 Rappels de cours

2.1 Calcul matriciel

Soit A € M,, ,. On définit la matrice transposée de A par ‘A =C € M,,,, avec :

Vi € [|1,pH, V] S HLW/”, Cij = Qji

Soit A € M, ,(K), le rang de la matrice A est le rang de la famille constituée par ses vecteurs colonnes.
On le note rg(A).

Une matrice A € M,,(K) est inversible si et seulement si il existe une matrice B telle que AB = BA =
I,,. Alors on note B = A~1.

Proposition 2.1.1 Une matrice A € M,,(K) est inversible si et seulement si rg(A) = n.

Proposition 2.1.2 Soit A = CCL Z) € My(K).

e La matrice A est inversible si et seulement si ad — be # 0.

1 _
e Si A est inversible, alors son inverse est A7t = ——— d b .
ad —bc \—c a

Proposition 2.1.3 On veut résoudre un systéme linéaire du type AX =Y, ou A et Y sont connus. On
applique au systéme ’algorithme du pivot de Gauss.

Etape 1 Déterminer la premiére colonne qui contient un élément non nul

Etape 2 Quitte & permuter deux lignes, s’assurer que le premier élément de cette
colonne est non nul, notons le a. C’est le pivot.

Etape 3 Diviser la ligne par a

Etape 4 Ajouter des multiples adéquats de cette ligne aux lignes en-dessous pour
faire apparaitre des 0 sous le pivot

Etape 5 On recommence avec les lignes restantes

Derniére étape | En travaillant de droite & gauche, pour chaque colonne qui contient un pivot,
on ajoute des multiples adéquats de la ligne du pivot au lignes au-dessus
pour faire apparaitre des 0 au-dessus du pivot

Théoréme 2.1.4 (Formule du binéme de Newton)
Si A et B sont deux matrices carrées qui commutent, on a la formule :

(A+B)" = zn: (Z) AFBrk

k=0




3 Exercices

Exercice 1 (C2) Les matrices A, B et C suivantes sont-elles inversibles ? Si oui, déterminer ’expression
de la matrice inverse.

9 1 0 1 0 1 0 3
A= (3 2> B=|(0 2 0 et c=111 -1
-1 1 1 2 0 5
Exercice 2 (C2) (3 Soient m € Ret A,, = 1721 m:— 1) € M3(R). Pour quelle(s) valeur(s) de m la matrice

A, est-elle inversible ? Dans ce(s) cas, déterminer I'expression de la matrice inverse.
0 1 1
1 0 1
0 0 1

1. Montrer que la matrice A est inversible et déterminer son inverse.

Exercice 3 On considére la matrice A = de M3(R).

2. Calculer A2. En déduire, pour tout entier naturel n, la matrice A™.

Exercice 4 (C1-C3) On consideére la matrice :
—4

4 2
A=[0 2 0] eMs®)
11 0

1. Exprimer A% comme combinaison linéaire de A et I5.
2. En déduire que A est inversible et exprimer A~! en fonction de A et Is.

3. (a) Montrer par récurrence que pour tout n € N, il existe (a,, b,) € R? tel que A" = a, A + b, 3.
(b) Déterminer l'expression de a,, et b, en fonction de n pour tout n € N puis celle de A™.

0 -1 2 2 -1 2
Exercice 5 (C2-C3) On considére les matrices M = [0 0 3] etA=[(0 2 3
0 0 0 0 0 2

1. Montrer que M est nilpotente, c’est-a-dire qu’il existe k € N tel que Vn >k, M"™ = 0.
2. Pour tout n € N, calculer A™.

3. Déterminer AL,

2 11
Exercice 6 (C3) Soit A= [0 2 1] € M3(R). Pour tout entier naturel n, calculer A™ en utilisant la
0 0 2
formule du binéme de Newton.
1 -1 -1 011
Exercice 7 (C1-C3) Soit A= -1 1 -1 JetJ=|1 0 1
-1 -1 1 110

1. Montrer que pour tout n € N, A™ = a,, I + b, J.

2. Déterminer A™ pour tout n € N.



0 1 -1
Exercice 8 (C1-C2-C3) Soit A la matrice : | =3 4 -3
-1 1 0
1. Calculer A2 et vérifier que A% — 3A +2[ = Oty (m)-
2. En déduire que A est inversible et calculer A™1.
3. On pose pour tout n € N, B,, = A" + A — 2I5.
(a) Montrer que pour tout n € N, AnT2 — 247+l = An+l _gAn,
(b) Montrer que pour tout n € N, A2 = 24"+ + A — 273,
¢) Montrer que pour tout n € N, B, 19 = 2B;,41.
(d)

d) Calculer A™ pour tout n € N.
1 1 0
Exercice 9 (C1-C3) On considére la matrice A= |0 1 1
0 01
1 a, b,
1. Montrer que pour tout n € N, A" =10 1 a,
0 0 1

2. Donner une relation de récurrence sur a,, et b,. En déduire I’expression de A™ pour tout n € N.
n 13

Exercice 10 (C2) On dit qu'une matrice M est nilpotente si il existe k € N tel que M* = 0. Montrer
que la matrice I,, — M est inversible et que;

(In—M)t=I,+M+ - +M?

1 2 3 4
Application : Calculer I'inverse de A = 0111
00 1 2
0 0 0 1



