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BCPST2B
Fiche de révision 9 - Correction
Primitives et intégration
1 Compétences et notions & maitriser

> C1 : Calculer I'intégrale d’une fonction continue sur un segment, déterminer une primitive et utiliser le

théoréme fondamental de ’analyse

> C2 : Intégrer par parties, effectuer un changement de variables

> C3 : Utiliser le théoréme relatif au sommes de Riemann

> C4 : Utiliser les propriétés des intégrales : relation de Chasles, linéarité de l'intégrale, positivité de

2

lintégrale, croissance de l'intégrale (avec des bornes dans le bon sens)

Correction des exercices

Exercice 1 (C1-C2) (J Déterminer une primitive de chacune des fonctions suivantes sur un ensemble a
déterminer :
On note a chaque fois F' une primitive de la fonction f et D un ensemble sur lequel elle admet des primitives.

COMMENTAIRE J

L’ensemble D est tout simplement le domaine de continuité de f (toute fonction continue sur un intervalle
admet des primitives sur celui-ci).

[t

. f iz — tan(x)
La fonction tangente est continue sur D =R\ (g + WZ), elle y admet donc des primitives. De plus :
sin(x) —sin(x)

veeD, f@) = cos(z) - cos(w)

Une primitive de f sur D est F : & — — In(] cos(z)|).
arctan(zx)

1+ 22
La fonction f est continue sur R comme quotient de fonctions qui le sont donc elle y admet des primitives.

De plus :

fixr—

Vo € R, f(x) = arctan’(x) arctan(x)

arctan(z)?

Donc F : x — 5

fior— Y +1
La fonction t — ¥/t est continue sur R, de méme que la fonction & — z+1. Par composition, f est donc

continue sur R donc f admet des primitives sur R. Une primitive de f sur R est F : z — 1(1 + )43,

Cfires 1+ tan(In(z))?

7r
La fonction In est continue sur R tandis que la fonction tangente est continue sur R\ (5 + WZ). Par

composition, la fonction f est donc continue en tout € R* tel que :

In(z) € R\ (g-HrZ) = xem\{e§+kﬂ

keZ}

=D



Comme f est continue sur D, elle y admet des primitives. De plus :
Yz € D, f(z) =1n'(z) x tan’(In(z))

donc une primitive de f sur D est F : x — tan(In(z)).
. f iz tan(x)?
La fonction f est continue sur D = R\ (g + ﬂ'Z) donc elle y admet des primitives. On sait de plus que :

Vz € D, f(z) = tan(x)? = tan’(x) — 1

donc F': z — tan(z) — .
x

V3x2+4

Pour tout € R, on a 322 +4 > 4 > 0. La fonction  — 322 4 4 est continue sur R, & valeurs dans
R% et la fonction racine carrée est continue sur R;. Par composition, la fonction & —— /322 + 4 est
continue sur R. De plus, cette fonction ne s’annule pas sur R et la fonction z — x est aussi continue
sur R. Par quotient, la fonction f est donc continue sur R donc elle y admet des primitives. De plus :

6x

1
=X ——
3 2v/3z2 44

fir—

Vo € R, f(z)

V3x2 +4
3 .
. [z sin(z) cos(2x)
Par produit, f est continue sur R donc elle y admet des primitives. Pour trouver une primitive de f, on
linéarise cette fonction. Soit x € R. D’aprés les formules d’Euler, on a :

Donc F : z ——

eiw_e—iz ei2I+e—i21 eiBm_e—i?):v _ eiw_e—iw
flay= = el :
2i 2 41
_ sin(3z) — sin(x)
2

cos(3z)  cos(z)
6 + 2

en utilisant & nouveau la formule d’Euler du sinus. On obtient donc que F' : z — —

Cfrr— 2z +1)e®
La fonction f est continue sur R (par produit de fonctions continues) donc elle y admet des primitives. Si
F désigne la primitive de f sur R s’annulant en 0, alors (d’aprés le théoréme fondamental de ’Analyse) :

Vo € R, F(x):/zf(t)dt:/m(2t+1)e3tdt
0 0

Soit x € R. Posons :
u/(t) = e v(t) =2t +1
et :
u(t) = — v'(t) =2

Les fonctions u et v sont de classe C! sur le segment [min(0, z), max(0, )] donc on peut intégrer par
parties sur ce segment et on a :

3tz 9 [T 2+ 1 3 1 9 ) 9
F(l’):|:(2t—‘r1) :| _‘/Oe3tdt:(mg)e_3_ge?m+9

2 Ded* 1 2
doncF:xr—>(I+7)ff—fe

3 9 9

cos(In(z
i coslin@)
x

Les fonctions inverse et logarithme sont continues sur R* et la fonction cosinus est continue sur R. Par
composition et quotient, la fonction f est continue sur R donc elle y admet des primitives. De plus :

Vo € RY, f(z) =1n'(z) cos(In(x))

donc F': z — sin(ln(z)).



10.

11.

12.

f: & —> arctan(z)
La fonction f est continue sur R donc elle y admet des primitives. La primitive F' de f s’annulant en 0
est définie par (d’apres le théoréme fondamental de 1’Analyse) :

Vz € R, F(z) = / arctan(t) d¢
0

Soit x € R. On pose :

u'(t) =1 v(t) = arctan(t)
et : 1
u(t) =t V'(t) = e

Les fonctions u et v sont de classe C! sur le segment [min(0, ), max(0, )] donc on peut intégrer par
parties sur ce segment et on a :

@ Tt In(1+1¢2)]"
F = — —_— — - 7
(x) {t arctan(t)} . /0 e dt = z arctan(z) [ 5 .
In(1 + z?
donc F : x — zarctan(z) — w

frax—In(1+2?)

La fonction & — 1 + 22 est continue sur R et la fonction In est continue sur R’ . Par composition, la
fonction f est donc continue en tout x € R tel que 1+ > 0 ce qui est toujours vrai (puisque 1+22 > 1).
Autrement dit, f est continue sur R donc elle y admet des primitives. La primitive F' de f qui s’annule
en 0 est définie par (d’aprés le théoréme fondamental de 1’Analyse) :

Vr € R, F(x) :/ In(1 4 %) dt
0

Soit € R. On pose :

u'(t) =1 v(t) = In(1 + %)
et : ot
u(t) =t V'(t) = T

Les fonctions u et v sont de classe C! sur le segment [min(0,z), max(0,x)] donc on peut intégrer par
parties sur ce segment et on a :

@ Toot? - 2
F :[tlth}f/idtzll 27/ 2— dt
e e A T R 142
et donc F : x — xIn(1 + 2?) — 22 + 2arctan(z).
fix—zyz

La fonction racine carrée est continue sur Ry (et I'identité sur R) donc (par produit), f est continue sur
R,. La fonction f admet donc des primitives sur R,. De plus :

Vo € Ry, f(x) =23/

2
donc F': x —— 5x5/2.



3x2+x—2

Exercice 2 (C1) @ O idére la fonction f d’ i =
xercice 2 (C1) n considére la fonction f d’expression f(x) o S p—

1. Déterminer le domaine de définition Dy de f.
On remarque que 1 est racine du polynéme X3 — X2 4 X — 1 donc on peut le factoriser par X —1. On a :

XX+ X-1=X*X-D+(X-1)=(X*+1)(X-1)

Soit z € R. Alors :

T1€D; = 2° -2’ +2-14#0 <= (*+ 1)z -1)#0 <= 22 +1#0 et x—1#0
———
toujours vrai dans R
— zr#1
donc | Dy =R\ {1} |
2. Montrer qu'il existe (a,b,c) € R3 tel que :
Vo € D f(az:)—L—l-M
Fr -1 2241
Soit (a,b,c) € R3. Alors :
a bx + ¢ 3z 4+ —2 (a+0b)a®+ (c—b)x+ (a—c)
v ERA{L} f(@) x—1+x2+1<:) v e R}, -2 4z -2 23 —a24x—2
— Ve eR\ {1}, 32 + 2 — 2= (a+b)z* + (c = b)xz + (a —¢)
a+b = 3
= c—b = 1
a—c = =2

car deux polynémes qui coincident en une infinité de points sont égaux et par unicité des coefficients
d’un polynéme. De plus :

a+b = 3 a = 1
c—b = 1 b = 2
a—c = =2 c = 3
Finalement :
1 20 + 3

Vo € Dy, flz) = ——

3
3. Calculer 'intégrale / f(z) da.
2

3
La fonction f est continue sur le segment [2, 3] donc U'intégrale / f(z) dx est bien définie. De plus, par
2

linéarité de l'intégrale :

3 3 3 3
1 2z 3
3 d = d d; d
/2”9”) ! /zx—l “/23:2+1 ”/2 T+a2 "

= [ln(|x - 1|)E + {hﬁ(mQ + 1)}2 + [3 arctan(ac)}z
=In(2) + In(10) — In(5) + 3arctan(3) — 3 arctan(2)

3
Donc / f(z) dz = 21n(2) + 3 arctan(3) — 3arctan(2) |
2




Exercice 3 (C1-C2) Calculer les intégrales suivantes :
Chacune des fonctions mise en jeu est continue sur les segments d’intégrations donc les intégrales sont bien
définies.

1
1. I:/ zarctan(z) dz
0

Posons :
u(z)=x v(x) = arctan(z)
et : )
_ % ) = —
u(x) = 5 v'(x) = 522
Les fonctions u et v sont de classe C! sur le segment [0, 1] donc on peut intégrer par parties sur ce segment
et on a:
x? Lot g2 r 1/t 1
I=|—arct -] ——de=—-—= 1—-—1]d
[2arcan(x)}o 2A1+$2 T =3 2A < 1+x2> x
T 1 [ tan( )} 1
= — — — |z — arctan(x
8 2 0
1
et donc I:E,,_
4 2

1
2. J= / x arctan(z) dz
~1

On peut procéder comme dans la question 1.

La fonction x — z arctan(x) est paire sur R (par produit des fonctions z — = et & — arctan(z) qui

sont impaires) donc :

-1

1
J= 2/ zrarctan(z) de =21 =
0

T
2

T

3. K= / cos(2x) cos(3x) dx
0
Soit x € [0, 7. Linéarisons cos(2z) cos(3x). D’apres la formule de d’Euler du cosinus, on a :

i2z —i2x i3z —i3x iS5z —ibx ix —iz

cos(21) cos(31) = - te Lot _ e re )+ (e te)
2 2 4
cos(52) + cos(x)

2

en utilisant & nouveau la formule d’Euler du cosinus. On a donc :

K — sin(5x) n sin(z)]" ~0
10 2 |,
4. L :/ e " cos(z) dx
0
. L . . . 1+e™™
On utilise deux intégrations par parties et on obtient | L = — |
o+l
5. M:/ - dz
9 T4+ —3
3
Ona|M= [ln(|x2 o 3|)}2 = In(3) |
6. N:/ cos(z)? dx
0
1 2
Pour tout € R, on sait que cos(2x) = 2 cos(x)? — 1 donc cos(x)? = H%(m) donc :
r  sin(2r)]" 7
N=|— e
i




10.

11.

12.

0= /Olex(ef;m de = {m(ewﬂ)}; = In(e+1) — In(2)

In(2)
P :/ (t+1)e 2t dt
0

On utilise une intégration par parties (en dérivant le polyndéme). On obtient

In(v/3) 1
Q:/O mdtenposantx:et

La fonction ¢ : t — e? est de classe C! sur [0, ln(\/g)] et elle y est strictement croissante. On peut donc
faire le changement de variable x = e? (c’est-a-dire ¢t = In(x)) et on a :

V3o 1 V3 V3
Q= T X —dr = de:[arctan(x)}
1 .Z'—i—; X 1 xXr +1 1
G
t d =———-=—
et donc | Q 5 1= 1o
In(3)
R= Ve® —1dz en posant u = v/e® — 1

In(2)
La fonction  — e” — 1 est de classe C* sur R tandis que la fonction 2 — /z est de classe C* sur RY.
Par composition, la fonction ¢ : 2 — v/e® — 1 est de classe C!' en tout = € R tel que e® —1 > 0 c’est-a-
dire tel que 2 > 0 (en utilisant la stricte croissance de la fonction In sur R* pour résoudre I'inéquation).
Donc ¢ est en particulier de classe C! sur l'intervalle [In(2),In(3)]. De plus :

ex

P = et

donc ¢ est aussi strictement croissance sur [In(2), In(3)]. On peut donc effectuer le changement de variable
u=+/e? —1 (cest-a-dire x = In(u? + 1)) et on a :

V2
2
R:/ uxiudu:
1 14+ u?

Va € [In(2),In(3)],

V2 u2 V2 1 V2
2 ——du=2 l——— ) du=2 [u — arctan(u)]
1 1+wu? 1 1+ u? 1

et donc R:2\f—2—2arctan(\/§)+g.
g [ @ g,

1 2y/1+4In(z)?
On a Sz[ 1+ln(x)2}j:\/§—1.

/2
T= / sin(z)? cos(x)5 dx en posant t = sin(x)
0

™
La fonction ¢ : & — sin(z) est de classe C! et est strictement croissante sur [0, 5] donc on peut faire

le changement de variable ¢ = sin(z) (on a dt = cos(z) dz) et on a :

/2 /2 1
= sin(z)? cos(x)? cos(z) dx = sin(z)3(1 — sin(z)?)? cos(z) dz = 3(1 —2)?
T [ (o) cos(o)t costaydo = [ singa)*(1 —sin(e)?)?cos(e) da = [ 21— at

1
B3t —2t* + 1) dt

I
o— >—

1
(7 —2t° + %) dt

et on obtient | T = — |.




|
13. U= / - dz
0o TP—z+1
Indication : pour I'intégrale U, commencer par mettre 22 — 2 + 1 sous forme canonique.

Pour tout x € R, on a :
P —r+1= :13—} 2—1—1— = x—l 2—}—§
B 2 4 2 4

3
Or arctan ({) = % et la fonction arctan est impaire donc |U =

1
14. En déduireV:/ %dx.
0o T¢—z+1

Par linéarité de 'intégrale, on a :

27 — 1 1 1 Loor—1 1/t 1
V= X —— ) dz= = - dz+-] ———d
/< —a:—|—1+2 xz—x—l—l) * /0332—3:—1—1 x+2/0 22—zl

™

Vel

Donc |V =

Exercice 4 (C3) Déterminer les limites suivantes.

Pour tout n € N*, on note a chaque fois S,, la somme dont on cherche la limite.
n—1

. 1
L. nl—lglookz_on+k

Soit n € N*. Alors :

n—1

1n71
Sn:k n(1+n an( >

=0

1 . . . . .
ou f:x+—> T+ Ainsi, S,, est une somme de Riemann associée & la fonction f. Comme f est continue
T
sur [0,1] :

1
la suite (Sp,)n>1 est convergente de limite liIP Sy = / f(z) dz =1n(2)
n—+oo 0

. " on+k
2. nng; n2—|—k2

Soit n € N*. Alors :

l+z . .
1 + fL'2 * )y Mn
sur [0, 1], la suite (S,,)n>1 est convergente de limite :
1 2y71
In(1 In(2
/ f(z)dz = [arctan(x) + M} T n(2)
0 2 |, 4 2



) " k? . [(kn
3. nl—lgloozﬁsm (n)

On appquue de méme le théoréme sur les sommes de Riemann et on trouve que la suite (S,)n>1 est
2

1
a2
convergente de limite / 22 sin(mr) do =
0

3 (avec deux intégration par parties en dérivant deux fois
7r

la partie polynomiale).

n—+oo N \/ﬁ
! 2
On recommence et on trouve que (S,)n>1 est convergente de limite / Vede=---= 3
0
n—1
k
LI —_—
5 n—1>r-¢r—looz 2 k2
k=0 N/ n*° — =
Soit n € N*. Alors (puisque |n| =n) :
1 n—1 k 1 n—1 k
S = — —____n = _ —
= ()
=0/ 1=5(5) h=0
x
ou f:xr— — Donc S,, est une somme de Riemann associée a la fonction f. Comme f est
1 -k
1

continue sur [0, 1], la suite (S, )n>1 est convergente de limite :

1 1 1 =z 71t 3
/Of(x)dx:/o \/lxiwjdx:/o (—4)2\/12701:5: l—4\/1—2 0:4—4\/;=4—2\/§

2n 1

Soit n € N*. D’aprés la relation de Chasles, on a :

no o o9+ b On 1.k k
k:12n+k k:12n+k 2nk:11+% nk:12+g
= U2p, — Un

ol :

1
et g : x —» ——. Donc us, et v, sont des sommes de Riemann des fonctions
1+ 24x

continues f et g sur [0,1] donc les suites (w2, )n>1 €t (vn)n>1 sont convergentes de limites :

ou f:x +—

lim ugn:/lf(x)dx:/l ! dz =1n(2)
0 0

n—+00 1+

et :

1 1
lim vn:/o f(m)dw:/o 2_|1_xdx:1n(3)—ln(2)

n—+0oo

Par linéarité de la limite :

‘la suite (Sy)n>1 est convergente de limite 21n(2) — In(3) ‘




Exercice 5 (C1-C2-C4) Pour tout entier naturel n, on pose :

/2
W, = / cos(t)
0

1. En utilisant un changement de variable affine, montrer que :

/2
Vn € N, Wy, = / sin(¢)" dt

Soit n € N. On sait que pour tout = € R, on a I’égalité sin (g ) = cos(x). La fonction ¢ : x — g—x
est de classe C! sur lintervalle [0, g} et ¢ ([ D [ g} De plus, t — sin(¢)™ est continue sur
[0, g} donc on peut faire le changement de variable ¢t = g —z (alors x = g —t)etona:

0 n /2
W, = / sin (ﬁ - x) (=1)dz = / sin(x) dx
/2 2 0

Donc | pour tout n € N, on a bien W,, = / cos(t)™ dt |
0

2. Calculer Wy et W7.

w/2 - /2 /2
On a WO:/ 1dt= - |et le/ sin(t)dt:{fcos(t)] =1
0 2 0 0
3. En utilisant une intégration par parties, montrer que :
n+1
Vn € N, Whio = ——
n n+2 n+ 2

Soit n € N. Par linéarité de I'intégrale, on a :

/2 2
Whio = / (1 — cos(t)?)sin(t)™ dt = W,, — / cos(t) (cos(t) sin(t)™) dt
0 0
On calcule I'intégrale de droite a I’aide d’une intégration par parties. Posons :
u'(t) = cos(t) sin(t)" et v(t) = cos(t)
et :

sin(¢)" !

u(t) = n+1

et V' (t) = —sin(t)

T
Les fonctions u et v sont de classe C! sur le segment [O, 5} donc on peut intégrer par parties sur ce

segment et on a :

/2 i ($yn+177/2 1 /2
/0 cos(t) (cos(t) sin(t)™) dt = {cos(t) 511711(2 . }0 +n 1 /0 sin(f)"*2 dt

=0 =Wy

1 2
On a donc Wy 490 =W, — ——W,, et donc iWnH = W,,. Finalement :
n+1 n+1

n+1

vn e N Whyo = ——
n e N, +2 n+2




4. En déduire que :

(2n)! (2nn1)?
vn € N Wop = ——= t 1% =
e T P = on 4 1)
On utilise un raisonnement par récurrence. Pour tout n € N, on considére la proposition P, : « Wa, =
m(2n)! - (2nn!)? N
AR Caib 7N —
2(27n1)2 T Gn 1)1
e Initialisation : montrons que la proposition Py est vraie. On a :
m0! T (20012
— = — =W, t ——=1=W
2x (20002 2 "0 ° 11 !

donc la proposition Py est vraie.

e Hérédité : soit n € N tel que la proposition P,, soit vraie. Montrons qu’elle entraine la proposition
Prn+1. D’apreés la question 3. et 'hypothése de récurrence, on a :

W W _2n+1 _2n+1 y m(2n)!  7w(2n+2)(2n +1)(2n)!
Akl =2 T oy 12 T o2 T 222 22(n+ 1)2(27)2(n )2
m(2n+2)!
(2 x 27)2((n+ D)n!)?
m(2(n+1))!

(2rtl(n+1)!1)2
et de méme :

2n + 2 2n+2  (2"n!)?
— = X
2n+3  (2n+1)!

22(n + 1)3(2"n!)?
2n+3)2n+2)2n+1)!
(2" (n4+1)1)?
(2(n+1)+1)!

Want1)+1 = Wanqs =

donc la proposition P, est vraie.

e Conclusion : pour tout entier naturel n, la proposition P, est vraie par principe de récurrence
simple.

Finalement :

10



5. Montrer alors que :
T

Vn € N, (n + 1)Wn+1Wn =

|

Soit n € N. On distingue deux cas suivant la parité de 'entier n.

e Premier cas : n est pair
Il existe alors m € N tel que m = 2n. D’apreés la question 4., on a :

(2mm 1)? m(2m)!

DWiiWe = (2m + 1)Wap1 Wap = (2m + 1
(n+ )Wy (2m + 1)Wap 1 Wam = (2m + )X(2m+1)!x2<2mm!)2

T (2m+1)(2m)!
T2 (2m+1)!
=1
oo
T2
e Deuxiéme cas : n est impair
Il existe m € N tel que n =2m + 1 et :
! My 1)2
(n+ D)Wy Wy = (2m + 2)WamioWams1 = (2m + 2) x 2(2:132177(%1”12)1-) 7 ((22er .1)) !
B (2m +2)%(2m + 1)! " (2mm1)?
(2m+1)! 22(m 4+ 1)2(2mm!)2

CHE I O

Finalement :

VneN,  (n+ D)W, W, = g

6. Montrer que la suite (W, )nen est positive et décroissante.
™
Soient n € Net t € [O, 5} Alors sin(t) > 0 et donc (par positivité de la fonction u — u™ sur Ry, on a
sin(t)™ > 0. De plus :

sin(t)™ — sin(t)" ™! = sin(t)™ (1 — sin(t)) >0 donc sin(t)™ T < sin(t)"
S———
>0 >0

On obtient donc 0 < sin(¢)"™! < sin(¢)". Par croissance de I'intégrale, on obtient :

/2 /2
0< / sin(t)" 1 dt < / sin(¢)™ dt c’est-a-dire 0< Wy < W,
0 0

Finalement :

‘la suite (W,,)nen est positive et décroissante

11



7. Etablir que :
m(n+1)

7r
T<tn+)W2<
(n W 2n

2 ~X
En déduire un équivalent de W,, quand n tend vers +oc.
Soit n € N*. On sait que W, 11 < W, et (n+ 1)WW,, > 0 donc (par produit) on obtient :

VYn € N*,

n—+ DWW, < (n+ 1)W? c’est-a-dire < (n+1)W?2
+ n n

T
2
d’aprés la question 5. De plus, on a aussi WTQL < W,Wy—1 (car W,, < W,,_1 et W,, > 0) donc :

(n+1) (n+ 1)m

(TL + 1)W72L g (n + I)Wan,—l = omn

x nW,Wy,_1 =

d’aprés la question 5. (pour l'entier n — 1). Finalement :

™ m(n+1)
v N* — < w2 ——-
n € N*, 5 (n+1)W, o
. mn+1) 7 . N . y T
On a lim ———— = = donc, d’apreés le théoréme des gendarmes, lim (n+1)W,; = —. On a alors :
n—-+oo 2n 2 n—-+oo 2

™
2 N o~ — carn+1 ~ n
" n—+oo 2(n + 1) n—+oo 2n n—+oo

[
On a alors |W,,| ~ 2 et donc, par positivité de la suite (W),),>1, on obtient :
n

n—+0oo

™

~

" n—-+o0o 2n

2n
8. Déduire de ce qui précéde un équivalent de < ) quand n tend vers +oo.
n

(2n)!
(n!)?

Soit n € N*. Alors <2n) =
n

la question 7., il vient :

= 22" *T11Y,, d’aprés la question 4. En utilisant 1’équivalent obtenu &
2n ~ 92n¥l [T
n ) n—+oo 4n

/4
Exercice 6 (C1-C2-C4) Pour tout entier naturel n, on pose I,, = / tan(t)™ dt.
0

1. Justifier, pour tout entier naturel n, I'existence de I,,.

T
Soit n € N. La fonction ¢ — tan(¢)" est continue sur le segment [O, Z} donc :

‘1’intégrale I,, est bien déﬁnie‘

2. (a) Soit n € N. Etablir une relation de récurrence entre I,, et 1,42 en calculant I,, + I,,4o.
Soit n € N. Par linéarité de I'intégrale, on a :

/4 /4
L+ 1,40 = / (1 + tan(z)?) tan(z)" dz = / tan’(z) tan(z)" da
0 0

_ {tan(z)nﬂr/‘*

TR

1
Donc |pour tout n € Nyon a I, + 1,42 = el

12



(b) Calculer Ij et I;. En déduire I et I5.
w/4
OnaIO:/ ldnget:

L = /07T/4 sin() dzx = [— In(| Cos(x)D} 2/4 =—In <\/§> _ In(2)

cos(x) 2 2
1—1In(2
D’aprés la question 2., onalo =1—-Ip=1— % et I3 = 5~ I, = Tn()

(c¢) Ecrire une fonction python qui prend en entrée un entier naturel n et qui renvoie la valeur de I,,.
On peut par exemple utiliser une fonction récursive.

1 |from math import *

2 |def integrale(n)

3 if (n == 0)

4 return pi/4

5 elif (n == 1)

6 return log(2)/2

7 else :

8 return 1/(n-1)-integrale(n-2)

. Montrer que la suite (I,,)nen est convergente et calculer sa limite.
Soient n € Net t € [0, 2] On a tan(t) > 0 et (par positivité de la fonction u — u™ sur R4 ), il vient
tan(t)™ > 0. De plus :
tan(t)™ — tan(t)" ™ = tan(t)™ (1 — tan(t)) > 0
———— ——
>0 >0
™ ™

car la fonction tangente est croissante sur {0, Z] et tan (Z) = 1. On a donc 0 < tan(t)"*! < tan(t)"

puis, par croissance de l'intégrale :
/4 /4
0< / tan(t)" T dt < / tan(t)” dt  clest-a-dire  0< I, <1,
0 0

Ainsi, la suite (I,),en est décroissante et minorée par 0 donc elle est convergente d’aprés le théoréme de

la limite monotone.

On note ¢ la limite de la suite (I;)pen. On a lim I,10 = lim I, = ¢ donc, en faisant tendre n vers
n—+o00 n—+o0o

+0o dans la relation de récurrence obtenue a la question 2. et en utilisant la linéarité de la limite, on
obtient :

=0 clest-a-dire 2¢ =0 soit {=0

. . . 1

Finalement, ‘la suite (I,)nen est convergente de limite O |.
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Exercice 7 (C1-C2-C4) Pour tout entier naturel n, on pose :

B cos(nt)

I, = | o
/0 5+ 4 cos(t)

1. Montrer que pour tout n € N, on a |I,| < 7.
Soit n € N. D’aprés 'inégalité triangulaire (pour les intégrales), on a :

e t s t
| < / _cosh) | g estacdice L] < / _eos(mt)l (1)
o |5+ 4cos(t) o |5+ 4cos(t)]

Soit ¢ € [0,7]. Alors —1 < cos(nt) < 1 donc |cos(nt)| < 1. De plus, 4cos(t) > —4 donc 5+ 4 cos(t) > 1.
On a donc :

|5+ 4cos(t)] =5+ 4cos(t) > 1

| cos(nt)|

Par décroissance de la fonction inverse sur R , il vient —=— <
|5 + 4 cos(t)]

1 . .
|5+ 4cos(t)] < 1 puis (par produit)

™
1. Par croissance de 'intégrale et d’apreés (1), on a donc |I,,| < / 1 dt. Finalement :

[=)

‘pour tout n € N, on a |I,| < 77‘

2. Dans cette question, on souhaite calculer I'intégrale Ij.

(a) Montrer que :

X
. 1 1 X
V(CL’X)ER_FXR, /0 mdx:garctan <a,)

Soit (a, X) € R} x R. Alors :

X X X 1
1 1 1 1 = 1 X
0o T+a a“ Jo 14_% afy 1_|_(§) a a’/lo

X 1 X
et donc - dx = —arctan [ — | |
0o T+a a a
2

t
(b) Montrer que pour tout ¢ € [0, 7], on a I’égalité cos(t) = Hixz ol z = tan (2)
T

t t
Soit ¢ € [0, w[. Alors 5 € [O, g [ donc z = tan (2) est bien défini :

, 1_ sin(%)z
1—2? 1—tan(%)” cos(5)"  cos (%) —sin(3)
L+e®  dpan(f)” (%) cos (£)” + sin (£)”
COS(?)
_ cos (2x 1)
1
d’aprés la formule de duplication du cosinus. Ainsi :
2

pour tout ¢ € [0, 7[, on a cos(t) =

1+ 22

14



1
(c) En déduire une primitive de la fonction t — ————— sur l'intervalle [0, 7| en utilisant le change-
5+ 4 cos(t)

t
ment de variable z = tan (2>

La fonction f :t+—— est continue sur U'intervalle [0, 7| donc elle y admet des primitives.

5+ 4 cos(t)
La primitive de f qui s’annule en 0 est la fonction :

0,7 — R

F: /u 1
u —dt
o D+ 4cos(t)

t
Soit u € [0, 7[. La fonction ¢ : t — tan <2> est de classe C! sur l'intervalle [0, z] et est strictement

t
croissante sur [0, z]. On peut donc faire le changement de variable x = tan <2) On a t = 2arctan(z)
2

x
m donc :

) = /0”““2‘) ! 2 dxzz/j‘”) N

>< [
5r4x iz 1ta? 22 + 32

1422
_2 <t<>>
3 3

Vu € [0, 7, F(u) = garctan (tan (g)>

2
donc dt = 152 dz. De plus cos(t) =

d’apres la question 2.(b). Donc :

3
(d) Justifier que T li ’ L dt et en déduire que Iy = ~
ifier = lim -_— n ir =—.
b e fo = - o D +4cos(t) Hrediefo =3
T 1 1
Onaly= / —————dt. Or la fonction f:t— —————— est continue sur R donc la fonction
o B+ 4cos(t) 5+ 4 cos(t)

¥ 1
F:z— / —————— dt est une primitive de f sur R. En particulier, cette fonction est continue
o D+ 4cos(t)

en 7 donc lim F(z)= F(w). En utilisant la question 2.(c), on obtient :
T—>T

2 t z 2
Ip = lim garctan (arl?)(Q)) = lim garctan(y) car lim tan(z) = +00

T—TT Yy—+00 w”gi
2
= — X —
3 2

Finalement, | Iy = g .

5
3. Calculer I; + ZIO et en déduire la valeur de I;.

Par linéarité de l'intégrale, on a :
5 T cos(t) 5 /7r dcos(t) +5 /7r 1 T
I -1y = dt = TN T = Zdt= =
1y /0 (5+4cos(t) * 4(5+4cos(t))> o (5 + dcos(t)) , 1971

On en déduit donc que |1} =

X

g 8

N
=~ ot
wl

15



4. Montrer que :

5
Vn € N7 In+2 +1I, = _5 In+1

Soit n € N. Par linéarité de I'intégrale, on a :

Tecos((n + 2)t) + cos(nt)
I, I, = dt
2t /0 5+ 4 cos(t)

Or pour tout ¢ € [0, 7], on a :

cos((n + 2)t) + cos(nt) = cos((n + 1)t +t) 4+ cos((n + 1)t — t)
= cos((n + 1)t) cos(t) — sin((n + 1)t) sin(t) 4+ cos((n + 1)t) cos(t) + sin((n + 1)t) sin(t)
= 2cos((n + 1)t) cos(t)

= 2cos((n+ 1)t) x 6+ 4C(jf(t)> =5

(5+4cos(t)) —5
2

= cos((n + 1)t) x

En utilisant & nouveau la linéarité de 'intégrale, on obtient :

~ 5 [Teos((n+ 1))
dt /o —— o dt

1 ™
I, I, == 1)t
w2t 2/0 cos((n+1)1) 2 5+ 4 cos(t)

_1[mmn+nwr 5

- 1,
n-+1 g

2 0

=0

Finalement :
5
pour tout n € Nyonal,io+1, = —5 | P
5. En déduire la valeur de I,, pour tout entier naturel n.
Pour tout n € N, on al,19 = —5 L,+1 — I,,. La suite (I,,)nen est donc récurrente linéaire d’ordre deux.

. .. . 5 . 1 P
L’équation caractéristique associée z2 + 537 + 1 = 0 admet pour racines —2 et —3 On en déduit donc
que :

3(A,B) €R? Vn €N, In:A@m"+B<¥ﬁ

Déterminons les valeurs de A et B. On résout :
=73 — ATB=3 = B=3
L =-% —24-8=-12 A=0

Finalement, | pour tout entier naturel n, on a I, =

16



Exercice 8 (C3) On consideére la fonction :
fix— / e ~msin(®) q¢
0

et on pose :

n—1 . ([ km
V(n,z) € N* xR,  Sp(z)= Z{“‘“(ﬂ

1. (a) Ecrire une fonction somme de paramétres x et n permettant de calculer S, (z).
Il s’agit ici de calculer une somme.

1 |def somme(x,n)

2 S =0

3 for k in range(n)

4 S = S+exp(-x*sin(k*pi/n))
5 return S/n

(b) Ecrire un programme qui affiche le graphe de la fonction S,, sur un intervalle [a, b].
On écrit un script qui demande a 'utilisateur les valeurs de a, b et n.

1 |from pylab import *

= eval(input("Donner la valeur de a"))
= eval(input ("Donner la valeur de b"))
eval (input ("Donner la valeur de n"))
= linspace(a,b)

= somme (X,n)

7 |plot(X,Y)

s | show()

IS
< < B owp
1

Pour a =0, b =10 et n = 30, on obtient le graphe suivant.

10

0.8

06

04

0.z

0 2 3 6 8 10

2. Montrer que pour tout z € R, la suite (S,,(z))nen est convergente et donner sa limite en fonction de

f(x).
Soit z € R. Soit n € N*. On a :

n

g <> ou g:tr— e @ sin(rt)
n

1
Sn(z) = -
k=0

Donc S,, () est une somme de Riemann associée a la fonction g. Comme g est continue sur [0, 1], la suite
(Sn(z))n>1 est convergente de limite :

1 1
lim S,(z) = / g(t) dt = / e —wsin(mt) gy
0 0

n—r+oo

La fonction ¢ : t — 7t est de classe C! et strictement croissante sur [0,1] donc on peut faire le
changement de variable © = 7t et on a :

1 T ()1 1
t)dt = s _du = —
/09() /Oe = U ﬂ_f(x)

17



/@]

Finalement, | la suite (S, (z)),>1 est convergente de limite

. Soit n € N*. Montrer que la fonction S,, est dérivable en 0 et exprimer S/ (0) sous forme d'une somme.
Trouver une expression condensée de S] (0) et calculer sa limite quand n tend vers +oo.

k
Soit n € N*. Pour tout k € [0,n—1], la fonction  — —xsin (W> est dérivable sur R tandis que la fonc-
n

—I S1n
tion exponentielle est dérivable sur R donc (par composition) la fonction z — e ( " ) est dérivable

sur R. Par somme, la fonction S,, est donc dérivable sur R. En particulier,
De plus, on a par linéarité de la dérivation :

VzeR, S (x 3 ( )z“@r)

et donc, en particulier :

n—l (kﬂ_)
Z din
n—1 kr k L kw
Posons u,, = Z sin < ) Pour tout k € [0,n — 1], on a sin ( > =Im (e1 n> Par linéarité de la
n n

k=0
partie imaginaire et d’aprés la formule de Moivre, on a :

n—-1 n—1 Nk n—1 ok
u, = Im (Ze‘n) =TIm (Z <e15> ) = Tm(v,) o vnzz (e’ﬁ)
k=0 k=0

. . L . s T
Or v, est la somme des termes d’une suite géométrique de raison e'n # 1 car — €]0, 7] (donc en
n

particulier T #0 mod 27). Ainsi :
n

LT\ T
1= (e'n)  q_ein 2 2¢'2n
V. = = - = - - - = - -
! 1-ein 1—ein e‘%(eﬂ%—e‘%> —2isin (3;)
_ 1((308( )+1sm(2 ))
Sln(Zn)
i
tan (%)
1 . 1
On a donc up, = ——— et |S,(0) = ——~
tan(%) ntan (%)
i T N o T . sy LT cdlui
Comme nLHPOO o = 0, on a tan (2n) ntoo o donc (par produit) ntan (QH) nleo 3 On en déduit
donc que :
2
lim S/, (0) = —=
n—-+oo m
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4. (a)

Montrer que :
2

u
Yu €]-00, 0], ()ge“—l—ug?

On montre que pour tout u € R (en particulier pour tout u €]-00,0]), on a l'inégalité e* > 1+ u
(il suffit ou bien d’étudier la fonction f : u — e* — 1 — u ou bien d’appliquer le théoréme des
accroissements finis sur le segment [u,0] pour u < 0 a la fonction exponentielle), ce qui établit

I'inégalité de gauche.
2
Soit la fonction g : u —e® —1 —u — % La fonction f est dérivable sur ]-oo, 0] et :

Yu €]-00, 0], gw)=e“—1—u=f(u) =0 d’aprés ce qui précede
La fonction g est donc croissante sur |-co,0] et comme g(0) =0, on a :
Yu €]-00,0], g(u) < g(0) c’est-a-dire g(u) <0

Finalement :

U2

Yu €]-00, 0], Oée“—l—u<?

En déduire que :

—xsin(t) _ 1 1
V>0, Vte0,q], 0< % +sin(t) < ssin(t)’

Soit (z,t) € RY x [0,7]. Alors :

e~ wsin(t) _q 4 sint) = e—@sin(®) 4 psin(t) — 1 _ e —1—u

en posant u = —x sin(t)
x x x

Comme ¢ € [0, 7], on a sin(t) > 0 et —x < 0 (car = > 0). Par produit, on a —zsin(¢) < 0. On peut
donc appliquer la question 4.(a) et on a :

2 i ()2
0 < e @sint) 4 xsin(t) — 1 < %
- 1 . .
En multipliant par — > 0, on obtient bien :
T
e—:csin(t) -1 1 )
V(x,t) € RY x [0, 7], 0< ——— +sin(t) < 22 sin(t)
x

En déduire que f est dérivable en a droite en 0 et que le nombre dérivée a droite de f en 0 vaut —2.
Soit x € R7. Par linéarité de I'intégrale, on a :

_ T —zsin(t) _ ™ —axsin(t) _ ™
f(@) = (0) :/ ¢ M dt:/ (etl +sin(t)) dt—/ sin(t) dt
0 0 0

x—0 T x

™ —axsin(t) _ 1
()
0 x

Par croissance (et linéarité) de 'intégrale et d’aprés la question 4.(b), on a (puisque = > 0 et qu’'on
intégre sur le segment [0, 7)) :

T —axsin(t) _ 1 ™
0< / (e + sin(t)) dt < g/ sin(t)? dt
0 0

X

us

x
Or lim+ = [ sin(t)? dt = 0 donc, d’aprés le théoréme des gendarmes, on a aussi :
z—0 0

z—0t1 T

™ —xsin(t) _ 1
lim (e + sin(t)) dt =0
0

Par linéarité de la limite, on trouve donc que :

la fonction f est dérivable & droite en 0 et f5(0) = lim Lg(())

z—0*t T —
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Exercice 9 (C4) On note E l'espace vectoriel C°([0,1],R) des fonctions continues sur [0,1] & valeurs
réelles. Pour toute fonction f € E, on définit la fonction ®(f) par :
1
Yz € [0,1], min(z, t) f(t) dt
0

1. Montrer que : .
Vf e B, Vzeo1], @(f)(x):/ LE(E) dt—l—x/ £(t) dt
0 T

r six <t

tosit<az En utilisant la relation

Soient f € F et x € [0, 1]. Pour tout ¢ € [0,1], on a min(x,t) = {

de Chasles, on a alors :

/ min(z, £) f dt+/ mmxt)f(t)dt:/Oztf(t)dt—&—/mle(t)dt :/Oztf(t)dt—&-x/:f(t)dt

par linéarité de 'intégrale. Donc :

Vf e B, Yz e 0,1], @(f)(x):/omtf(t)dt+a:/ £(t) dt

2. Montrer que ® est un endomorphisme de F.
Soient A € R et (f,g) € E?. Montrons que ®(f + A\g) = ®(f) + A\®(g). Cela est équivalent & :

Ve el0,1],  @(f+Ag)(x) = ®(f)(x) + A®(g)(x)

Soit € [0, 1]. Par définition de @, on a :

O(f+ \g)(x /mlnsrt(f—&-)\g)()d
- /0 min(z, £)(F(t) + Ag(t)) dt
:/ (min(z, t) f(t) + Amin(z, ¢)g(t)) dt

1
/ min(z, t) f(t) dt + )\/ min(z,t)g(t) dt par linéarité de l'intégrale
0
) + A®(g)(x)

Donc 'application ® est linéaire.
Soit maintenant f € E. On doit montrer que ®(f) € E, c’est-a-dire que ®(f) est une fonction continue
sur [0,1]. D’apreés la question 1., on sait que :

0,1] — R
T 1
O(f): T — /O tf(t)de —l—l’/ f)de

— ——
noté g(x) noté h(x)

Comme f € E, la fonction ¢t — tf(t) est continue sur [0,1] (par produit de fonctions continues). Ainsi,
la fonction g est la primitive de ¢ — ¢ f(¢) sur [0, 1] qui s’annule en 0. En particulier, g est dérivable et
donc continue sur [0, 1]. Par ailleurs :

vze[0,1],  h(z)= —/jf(t) dt

Comme f est continue sur [0,1], la fonction —h est la primitive de f sur [0,1] qui s’annule en 1. En
particulier, —h (et donc h) est dérivable et donc continue sur [0, 1]. La fonction ®(f) : x — g(z) +xh(z)
est donc continue sur [0, 1] (par produit et différence de fonctions continues). Autrement dit, ®(f) € E.
Finalement :
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3. (a)

I’application ® est un endomorphisme de F ‘

Soit f € E. Montrer que la fonction ®(f) est deux fois dérivable sur [0, 1] et que ®(f)" = —f.

Soit f € E. On a vu a la question 2. que ®(f) : x — g(x) + xh(z) oun les fonctions g et h sont
dérivables sur [0, 1]. Par produit et somme, la fonction ®(f) est dérivable sur [0, 1]. Comme g et —h
sont des primitives de la fonction f sur [0,1], on a :

vz e[0,1],  @(f)(z) =zf(x) +/ f(@) dt + 2 x (= f(x)) = h(z)

avec les mémes notations qu’a la question 2. On sait que la fonction h est dérivable sur [0, 1] (de
dérivée —f) donc ®(f)’ est dérivable sur [0,1] et ®(f)” = — f. Finalement :

‘pour tout f € F, la fonction ®(f) est deux fois dérivable sur [0,1] et ®(f)" = —f ‘

En déduire le noyau de ®.

Soit f € E. Si f € Ker(®), alors ®(f) = 0g. En dérivant deux fois, on obtient ®”(f) = 0% = 0g. En
utilisant la question 3.(a), on obtient —f = Og, ¢’est-a-dire f = 0. On a donc démontré U'inclusion
Ker(q)) C {OE}.

On sait que Ker(®) est un sous-espace vectoriel de E donc 0 € Ker(®). On a ainsi la deuxiéme
inclusion {0g} C Ker(®).

Finalement, ‘le noyau de ® est Ker(®) = {0g} (et donc ® est injective) ‘

4. Soit A € R*.

(a)

Soit f € E. Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes :

(1) feKer(®— Adg);

(#4) f est deux fois dérivable sur [0,1], f(0) = f'(1) =0et Af" + f =0.

Soit f € E. On démontre I’équivalence (i) <= (ii) en raisonnant par double implication.

— Montrons que (i) = (i7). On suppose donc que f € Ker(® — AIdg). On a alors ®(f) = \f et
comme A # 0, on a aussi A = —®(f). D’aprés la question 3.(a), la fonction ®(f) est deux fois

dérivable sur [0,1] et ®(f)” = —f. D’aprés I'égalité précédente, f est donc deux fois dérivable sur
[0,1] et (Af)" = —f, clest-a-dire Af" + f = 0.
De plus, l'égalité ®(f) = Af se réécrit :

vz € [0,1], /Oxtf(t)dt+x/ F(t) dt = Af(2) )

Pour z = 0, on obtient A\f(0) = 0 et donc f(0) = 0 puisque A # 0. En dérivant (2) (les fonctions
mises en jeu sont dérivables sur [0, 1]), on obtient :

vz € [0,1], /f(t) dt = \f'(x)

Pour = = 1, on trouve f’(1) =0 (car A # 0). Ceci établit la proposition (i).

— Réciproquement, supposons que la proposition (ii) soit satisfaite. On veut montrer que f €
Ker(® — A\, Idg). On a A\f” + f = 0 donc A\f” = —f = ®(f)” d’aprés la question 3.(a), soit
encore (®(f) — Af)” = 0. En intégrant deux fois on trouve donc qu’il existe (C, D) € R? tel que :

VeeR,  &(f)(z) - Mf(z)=Cx+D

c’est-a-dire : - .
Vr € R, / tf(t)dt+x/ f&)dt = Af(x)=Cax+ D (3)
0 x
Pour 2 = 0, on trouve donc que D = —Af(0) =0 (car f(0) =0 d’aprés (ii)). En dérivant (3), on
a:

1
vz €R, / FO) dt = Af'(w) = C

ce qui donne, pour z = 1, C = 0 (puisque f(1) =0 d’aprés (ii)). Finalement, ®(f) — Af = 0p, ce
qui prouve que f € Ker(® — A1dg).

Finalement, ‘les propriétés (i) et (i4) sont équivalentes ‘
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(b) En déduire Ker(® — A1dg).
D’aprés la question 4., on sait que Ker(® — AIdg) est Pensemble des fonctions f deux fois dérivables
sur [0, 1] telles que :

fO=f1)=0 e Af"+f=0

11 s’agit donc de résoudre ce probléme de Cauchy. L’équation différentielle Af” + f = 0 est linéaire,
du second ordre (puisque A # 0), a coefficients constants et homogene. L’équation caractéristique
Ax? + 1 = 0 admet ou bien deux racines réelles qui sont ++/A~1 dans le cas ot A < 0, ou bien deux
racines complexes conjuguées distinctes qui sont + iv/—A~1 dans le cas o A > 0. Dans le premier
cas, on peut donc dire que :

J(A,B)eR? Yz e[0,1], flz)=Ae VA" BeVA'®
et dans le second cas :

3(A,B) € R%, Yz € [0, 1], f@g::A<nsQ/—A—Q-+£;$n(v—A—Q

On résout, dans chacun des deux cas, le systéme (en A et B) correspondant au probléme de Cauchy

{ J]:,(((i))z% . On trouve (...) A= B = 0. On obtient donc :

| Kex(® — AMdp) = {05} ]

’_( COMMENTAIRE J

On peut éviter de résoudre 'équation différentielle issu de (4¢) pour déterminer Ker(® —AIdg). En effet, on
sait que Ker(® — A1Idg), en tant qu’espace vectoriel, contient ou bien exactement un unique vecteur dans
le cas ou il est égal & {Og}, ou bien contient une infinité de vecteurs (dés lors qu’il n’est pas égal & {0g}).
Or on sait aussi que le probléme de Cauchy (i7) posséde une seule solution, ce qui implique que le noyau
Ker(® — A1Idg) est constituée d’un unique élément. On a donc nécessairement Ker(® — A1dg) = {0g}.

Exercice 10 (C1-C2-C4) Soit x € [0, 1[. Pour tout n € N, on pose :

T (=) D gk
K,(z) = ———dt t Sp(z) = —
@= [ g e S >4
— )"
oit x € [0,1[. Pour tout n € N, la fonction ¢t —— M est continue sur le segment [0, z] (puisque
S 0,1[. P N, la f t (i fynT

1 ¢ [0,z]) donc l'intégrale K,,(z) est bien définie.

1. Calculer Ko(x) et Ki(z).
On a:

K&@:Amlw:[_mu_m]:_mu_m

e §
_[Ilmuor

1t .
=—1-ln(l—-2)—a+1

et :

donc ‘ Ko(z) = —In(1 —2) et Ky(z) = —2 — In(1 — ) ‘
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2. En utilisant une intégration par parties, montrer que :
Yn € N*, K,(z) =K,-1(z) — ?
Soit n € N*. On pose :
W(t)= ————=(1—t) ! v(t) = (z —t)"
et :

ult) = V() = —n(x — )"

Les fonctions u et v sont de classe C' sur le segment [0, 2] donc on peut intégrer par parties et on a :

K, (z) = {WL + /OW dt = 7% + K, (@)

n(l—t)n (1—1t)n
On a donc bien, | pour tout n € N*, K,,(z) = K,,_1(z) — .
n

3. En déduire que pour tout n € N*, on a S,,(z) = —In(1 — z) — K, ().
Soit n € N*. On sait que :

zk

Vk € [1,n], Ki(z) — Kg—1(x) = —
En sommant ces égalités, on a alors :
n n k
3 (Kilz) ~ Kior(2) = = % Cest-ardire  Kn(z) — Ko(z) = —Sn(@)
k=1 k=1

car la somme de gauche est télescopique. Or on sait que Ko(x) = —In(1 — ) (d’aprés la question 1.)
donc on a bien :

(Sn(@) = —In(1—2) — Ky ()|

x
4. Montrer que pour tout ¢ € [0, ], on a < x et en déduire que :

1-1¢
anrl

< <
Vn € N, O\Kn(x)\l_x

Soit ¢t € [0,z]. On a :

rot_zl-t)-@=t) _t-2) o 50 123061 —t>0

X

1t 1—t Tt
—t —t)n 1 —t\"

On a donc = < z. On a de plus (z—1) = m . Par croissance de la fonction v — u"
1—¢ 1I—frtt  1T—t\1—¢

sur R, on a:

z—t\" n
0< T—¢ <z

De plus 1 —t > 1 — x et donc, par décroissance de la fonction inverse sur R :

0< 1 < 1
S1-t T 1-x
(x —t)™ a”

En multipliant ces inégalités, on obtient 0 < . Par croissance de I'intégrale, on obtient :

<
(1—t)ntl = 1—x

n

T
0 <K,(x) g/o 1—:de
et donc, par linéarité de l'intégrale :
mn-{-l
Vn € N, 0<K,(z) <
1—2
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5. Conclure que la suite (S,,(x))n>1 est convergente et déterminer sa limite.
n+1

Comme z € [0,1[, on a lim z™ =0 et donc lim
n—+00 n—+oo | — x

gendarmes, la suite (K,,(2))ncn est convergente de limite 0. D’aprés la question 3., on peut donc conclure
que :

= 0. D’aprés la question 4. et le théoréme des

‘la suite (S, (z)),>1 est convergente de limite —In(1 — z) ‘

n
6. Ecrire un programme python qui renvoie la plus petite valeur de n pour laquelle la somme Z
k=1

1
K2k
approche sa limite & 1078 preés.

1 1 1
Onazx= 3 € [0,1]. On sait que la suite (Sn (2>) est convergente de limite —In (1 - 2) = In(2).
n>1

1 |from math import *

> |def approximation()

3 s =0

4 n=20

5 while (abs(s-log(2)) > 10**(-8))
6 n=mn+1

7 s = s + 1/(n*2%%*n)

8 return n

On obtient n = 22.

Exercice 11 (C4) On consideére la fonction :

2x
t+1
Cx— In(—— ) dt
e [T(i5)
1. Démontrer que f est bien définie sur |1, +oo.

1 t+1
1 0 (car t+1 > 0et t —1 > 0). Par quotient, la fonction ¢ — tJr—l
est continue sur |1, +oo[ tandis que la fonction In est continue sur R . Par composition, la fonction

Pour tout ¢ €]1, +oo[, on a

w:t—In| —— ] est continue sur |1, +oo].

Soit x €]1, +oo[. Alors [x,2x] C]1, +oo[ donc la fonction ¢ est continue sur le segment [z,2z] et donc
lintégrale f(x) est bien définie. Ainsi :

‘la fonction f est bien définie sur Uintervalle |1, +oo[‘

2. (a) Montrer que f est dérivable sur |1, +o0[ et que :

Va €)1, +o0], f’(m):2ln<2x+1>—ln (x—i—i)

20— 1 x —

La primitive de la fonction (continue) ¢ sur I'intervalle |1, +oo[ qui s’annule en 2 (par exemple) est la

fonction :
11, +0 R
t i

[ —
L T — /ln(m) dt
2 1

On sait que F' est dérivable sur |1, +00[ et que F' = ¢. D’aprés la relation de Chasles, on a :

vz ell,so0,  flz) = /2 “o(t)dt — /2 " o(t) dt = F(22) — F(x)

Par composition et différence, ‘la fonction f est dérivable sur |1, +o0] ‘ et on a :

Vo el ool (@) = 2F(20) = F'(z) = 2In Gi - D ~In (ﬁ - 1)
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(b) Etudier les variations de f sur |1, +o0].
Soit x €]1, +oo]. Alors :

20+ 1 z+1
"(z) >
f(x)/0<:>2ln<2x_1> (x—l)

() <m ()

1 2 1

< T < ( vt car u — e" est strictement croissante sur R
r—1 " (2z—-1)

= (z+1)2r 1)< (z—1)(2z + 1)? carz —1>0et (22 —1)2

e 42° —3r+1<42® -3z -1

—= 1< -1

On en déduit donc que ‘ la fonction f est (strictement) décroissante sur |1, +00] ‘

Exercice 12 (C3-C4) On définit la fonction numérique f sur R par la relation :

Leos(t)
T+t

Vo e RY, f(x):/ dt
0

1. (a) Enoncer le théoréme sur les sommes de Riemann.

Soit f une fonction continue sur le segment [0, 1]. Pour tout n € N*, on pose S,, = — Z f (
n

suite (Sp)n>1 est convergente de limite :

1
lim S, :/ f(z)da
n—+00 0

(b) Proposer une fonction python prenant en argument un nombre réel x > 0 et retournant une approxi-

mation de f(x).
Soit z € R’ . Pour tout entier naturel n non nul, posons :

|=

n_ COoS (

Su(a) =+ 3

”k 1 $+7

)

os(t)

c
Comme la fonction t —

Riemann que la suite (S, (z )
qui calcule les sommes S, () :

>0

est continue sur [0, 1], on sait d’aprés le théoréme sur les sommes de

Jnen+ est convergente de limite f(x). On peut écrire une fonction python

1 |from math import cos
2 def somme(x,n)

3 s =0

4 for k in range(1,n+1)

5 s = s + cos(k/n)/(x+k/n)
6 return s/n

11 suffit alors, pour obtenir une approximation de f(x), d’exécuter cette fonction pour une valeur

de n assez grande (par exemple n = 100).
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(¢) Proposer une approximation du graphe de la fonction f a l’aide de l'outil informatique. Conjecturer
un résultat sur la monotonie de la fonction f et sur les limites au bord de son domaine de définition.
Le programme suivant permet de donner une approximation graphique de la courbe représentative
de f. On se place ici sur Uintervalle 0, 10].

1 |import numpy as np

2 | import matplotlib.pyplot as plt
3 |x = np.linspace(0.1,10,100)

4+ |y = somme(x,100)

5 |plt.plot(x,y)

¢ |plt.show

On obtient la représentation graphique suivante :

500 4

400 A

300 1

200 4

100

] 2 4 ] 8 10

On conjecture que la fonction f est décroissante sur RY et que lim f(z) = +ocoet lim f(x) = 0.
r—0t Tr—+00

2. Soit (z,2') € (R%)? tel que z < 2. Déterminer le signe de f(z) — f(z'). En déduire que f est monotone
sur R .
Soit (z,2") € (R%)? tel que x < &’. Par linéarité de I'intégrale, on a :

ro) - sy = [ (S0 - g [l (@

'+t (x+t)(z" + 1)

On sait que 2’ — x > 0. De plus
(x+t) (2" +t) =0

pour tout ¢ € [0,1] (car x, 2’ et ¢ sont positifs) et cos(t) = 0 (puisque 0 < ¢ < 1 < 7/2). Ainsi :

/ p—
(2" — z) cos(t) >0
(z+1) (2" +1)
Par positivité de 'intégrale, il vient f(z) — f(a’) > 0 c’est-a-dire f(z) > f(2'). Finalement :
V(z,2') € R})?,  z<a’ = f(z) > f(a')

donc :

‘la fonction f est croissante sur R* (et est donc monotone) ‘

3. Justifier que f admet une limite finie en +00. On ne demande pas de déterminer la valeur de cette limite
a ce stade de l’ezercice.

t
Soit 2 € R% . Pour tout ¢ € [0, 1], on a cos(?)

> 0 donc, par positivité de Uintégrale, f(z) > 0. La fonction

[ est donc minorée par 0 sur R%. Comme elle y est de plus décroissante, on peut conclure d’aprés le
théoréme de la limite monotone que :

‘ la fonction admet une limite finie en +o0o
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4. Dans cette question, on cherche a justifier que f est continue sur R . Soit zy un nombre réel strictement
positif.

(a) Montrer que :
2|lx — xo

vae [Feoo[, () — o)l <

2
Ly

T
Soit xg € RY et x € {—O

5 7+oo[. On sait d’aprés (4) que :

| M (zo — ) cos(t) ! cos(t)
70~ s = || g J SRTE «

cos(t
\x—m0|/ dt
(x+1)( xo+t)

dt’ = |z — x|

1

cos(t

par linéarité de 'intégrale et car on a vu a la question 2. que / ( ®) dt > 0.
0

x+t)(xo + 1)
Soit t € [0,1]. Alors, par produit de nombres positifs :

(x +t)(zo + 1) > x20 >

NIEe

To . . 4 . *
car x > — et donc, comme la fonction inverse est décroissante sur R*

1 2

< —————— K
S+t (vo+t)  ad
De plus, 0 < cos(t) < 1 donc, par produit :

cos(t) o 2

(x+t)(vo+1t) a2

Par croissance de l'intégrale, il vient :

1 ] 1y

/%dtg/ 2

o (+t)(wo+1) 0 I
—_———

=2/x2
On conclut en multipliant par |z — o] > 0. Ainsi :
. Zo 2|z — zo
Vzo € Ry, VY € {?,+oo[, |f(z) = f(zo)| < -
0
(b) En déduire que f est continue en zg.
Soient xo € R et x € [xQ ,+oo[ D’aprés la question 4.(a), on a :
2|z — xo] 2|x — xo
2200 ¢ o) o) < 225
Zo o
et donc : 2 | 2| |
T — X T —To
f(@o) — 57— < f(@) < flzo) + ——
o Zo

Cet inégalités sont valables pour x dans un voisinage de x et :

2|z

lim (f(QTO)l“ x—;ﬁo) = f(xo)

xT—rTo 0

donc, d’aprés le théoréme des gendarmes :

ona lim f(x)= f(xo) et donc f est continue en x
T—xT0
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Lo<iw<t

5. Montrer qu’il existe un nombre réel A > 0 tel que pour tout nombre réel = strictement positif, on ait :

x+1

Ce résultat est-il cohérent avec le graphe de f 7 En déduire un équivalent simple de f en +oo.
Soient x € RY et t € [0,1]. Alors x <z +t < 2 + 1. Comme la fonction inverse est décroissante sur R ,

il vient :
1 1 1
< < =
r+1 "o+t " x
et, comme cos(t) >0 :
cos(t) _ cos(t) _ cos(t)
z+1 " x4t x

On utilise maintenant la croissance et la linéarité de l'intégrale :
1 COS
t < / (t) dt
0

1t Leos(t
/ cos(t) dt g/ cos(t) < =
z+1/ 0o T+t T

[sin(t)], = sin(1)

Or: )
/ cos(t) dt =
0

< f(2) < sin(1)

~—

sin(1

Le nombre A = sin(1) > 0 convient. Ainsi :

Ve e RY, <
v + xr+1

Ceci est cohérent avec le graphe obtenu a la question 1.(b) car ce graphe & la méme allure que celui de
in(1
L > 0, on obtient :

la fonction inverse (hyperbole).
Soit x € R7 . En divisant les inégalités précédentes par

T zf(z) <1
x+1 ~ sin(1)
Or:
. . 1
lim —— = lim T =1
z—+oo 1 + 1 .'1c—>+oo]_-|—g
S o _oxf(x) L ,
donc, d’aprés le théoréme des gendarmes, on a lim — = 1. Finalement :
z—+o0 sin(1)
sin(1)

)

28



6. Le but de cette question est de déterminer un équivalent simple de f en O.

(a) Soit g la fonction numérique définie sur R par la relation :

1
cos(t) — 1
Vr e RY = [ ———dt
ekl gl = [ N
En admettant 'inégalité :
t2
vt € [0,1], |cos(t) — 1] < bl

établir que g est une fonction bornée.
Soit x € R7. D’aprés I'inégalité triangulaire pour les intégrales, on a :

MM<41

Soit ¢ €]0,1]. Alors « +t > t car & > 0 et comme la fonction inverse est décroissante sur R%, on a

cos(t) — 1
T+t

Y cos(t) — 1]
0 T+t

dt

-

1 t2
P < t. De plus |cos(t) — 1] < 5 donc, par produit :
|cos(t) — 1] ¢
172 e 2
z+t )

Cette inégalité reste valable pour ¢ = 0 car dans ce cas, les deux membres de cette inégalité vaut O.
Par croissance de l'intégrale, il vient :

Lt
gl < [ G
0

c’est-a-dire :

R

VeeRL,  g(x)] <

Finalement :

’la fonction g est bornée sur R*

En déduire un équivalent simple de f en 0.
Soit x € R7}.. Par linéarité de I'intégrale, on a :

Leos(t) — 1 | 1
fla) = [0 s [ =g+ (e 4 0),
=g(z) + In(x + 1) — In(x)
et donc, si x € R\ {1} :
f@) _ gl@)  In(l+z)
—In(z) —In(z) —In(z) 1

Or lim 20F2)
e—0+ —In(x)
x €]0,1[, on a puisque —In(x) > 0 :

1
= 0. De plus, on sait que pour tout z € R, on a —— < g(z) <

1 S donc, pour tout

| =

1 9(x) 1
4In(z) ~ —In(z) = —4lIn(z)
1
Or lim ——— = 0 donc lim 9() = 0 d’aprés le théoréme des gendarmes. Finalement,
2—0+ T 41In(x) =0+ — In(z)
lim 1 (@) =1 et donc :
a—0+ —In(z)
x) ~ —In(z)
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