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Correction du devoir surveillé 2 (4h - Calculatrice interdite)

Exercice 1.

Partie I - Un premier tournoi d’échecs : probabilité de gagner apres un grand
nombre de parties

Magnus participe & un tournoi d’échecs. Il enchaine les parties contre des adversaires diffé-
rents. Pour tout n € N*, les situations possibles sont :

— Gy, @ « Magnus gagne le match numéro n » de probabilité a,,,
— P, : « Magnus perd le match numéro n » de probabilité b,
— N, : « Magnus fait match nul numéro n » de probabilité c,.
Aux échecs, comme partout, 1’état d’esprit du joueur influence ses chances de succes. Ainsi, si

2 1
Magnus gagne une partie, il a au match suivant une probabilité 3 de gagner, 6 de perdre et

é de faire match nul. Si Magnus perd une partie, il a au match suivant autant de chances de
gagner que de perdre ou de faire match nul. Si Magnus fait match nul & une partie, il a au match
suivant une probabilité % de gagner, é de perdre et 1 de faire match nul.

On suppose que Magnus commence sa journée de tournoi avec un esprit positif, comme s’il venait

de gagner un match.

1. D’apres I’énoncé, que valent a1, by et ¢1 ?

D’apres I’énoncé, Magnus commence sa journée comme s’il venait de gagner un match

2 1 1
d S b = — t = — |,
onc | ay 3 1 6 €t 1 6

7 7
2. Montrer que as = 12 et by = 36

~ ~

La situation initiale peut étre représentée par ’arbre suivant, les probabilités condi-
tionnelles étant indiquées dans 1’énoncé. En particulier, comme en cas de défaite, il
y a équiprobabilité entre le gain, la défaite et le match nul a la partie suivante, les

1
probabilités conditionnelles associées valent 3"




2/3

Gy —{1/6|— Py

1/6

2/3

1/3

1/6 > P 1/3|— P»

1/3

1/6

G2

7

1/2

N1—1/6—>P2

1/3

N

No

On applique la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’évenements
(Gl,Pl,Nl). On obtient :

as = P(GQ) = P(Gl DGQ) +P(P1 ﬂGQ) —|—P(N1 ﬂGg)
= P(G1)Pg,(Gz2) + P(P1)Pp,(G2) + P(N1)Pn, (G2)
par formules des probabilités composées
2 2 1 1 1 1

~3%376%376 2
7

12
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De méme, on obtient :

b2:P(PQ):P(Glﬂpg)—l-P(PlﬂPQ)—FP(Nlﬂpz)
= P(G1)Fg, (P2) + P(P1)Pp, (P,) + P(N1) Py, (P2)

par formules des probabilités composées
2 1 1 1 1 1

~3% 676 376 %
_T
36
Ainsi onatrouéa—letb—l
: V2T 2T 56
3. Soit n € N*, montrer que
2 1 1 1 1
an+1:gan—i‘gbn—i‘icnetbn_i'_l:gan+§bn+gcn.

Soit n € N* fixé. La situation aux parties n et n + 1 peut étre représentée par I’arbre
suivant.

Page 3



Gn+1

2/3

Gn —{1/6 — Pni1

1/6
N
Nn+1
Gn+1
o
1/3
[b,] > P, —1/3}— Puit
1/3
N
NnJrl
Gn+1
i
1/2

N, —1/6 |~ P, 412

1/3

N
Nn+1

On applique la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’évenements
(Gp, Pny, Nyp). On obtient :
ant+1 = P(Gny1) = P(GnNGpt1) + P(Py,NGry1) + P(Np, N Gra)
= P(Gn)Fg, (Gn+1) + P(Pn)Pp, (Gnt1) + P(Nn) Py, (Gri1)

par formules des probabilités composées

><2+b ><1+ X
=a — n X — +Cp X —
"3 3 2

2 1 1
= gan = gbn = §C’I’L
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De méme, on obtient :

bn+1 :P(PnJrl) :P(GnﬂPnJrl)+P(Pnﬂpn+1)+P(NnﬂPn+l)
= P(Gn)Fa, (Pn+1) + P(Pn)Pp, (Pag1) + P(Nn) Py, (Pat1)
par formules des probabilités composées

1 1 1
:anXB—i‘ang—i—CnXg
1 1 1
= gan + gbn 4 gcn
Ainsi, on a trouvé |a,4+1 = gan + lbn + }cn et by = lan + lbn + lcn
3 3 2 6 3 6

4. Pour tout n € N*, quelle relation relie a,, b, et ¢, ? En déduire I'expression de ¢, en
fonction de a,, et b,.

Soit n € N*. A la partie numéro n, Magnus gagne, perd ou fait match nul, donc
(Gp, Py, Ny,) forme un systeme complet d’événements. On a donc :

ap+bp+c,=1 <<= ¢c,=1—a, —by,|

1 1
5. (a) Montrer que pour tout n € N* b, = ébn + 6

Soit n € N*, on a montré en question [3]:

1
= —by
st g

1 1 1
bpt1 = Gan—l— 3b + 60n
1a + 1b -= 1( — apn, — by) par question [
6n T3 6 n n) par q
1 1 1 1 1
~Un b n_*bn
~ 6" 32T 6 &
1
6

1 1
donc [b,+1 = gbn + 5l

(b) En déduire l'expression de b,, en fonction de n € N*.

La suite (b,) est une suite arithmético-géométrique.

— On commence par déterminer le point fixe a, solution de I’équation :

1 1

a:6a+6 — ba=a+1

— ba=1

<~ L

a=—|

)

N 1
— On pose pour tout n € N*, vn:bn—a:bn—g.
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Soit n € N*, on calcule :

Unt1 = bpy1 — %
1 1 1
=" 1675
1 1 1
_6(%+5>_$)
1
= évn

1

[]=b—%
11
6 5
1
~ 30

1 1 n—1
Ainsi, | pour tout n € N*, v, = —— () L

1
La suite | (vy,) est donc géométrique de raison ¢ = g et de premier terme

30 \ 6
— On en déduit que pour tout n € N*, on a
oy 11 (1)”—1+1
" T s T T30 \6 5
. 14
6. On pose pour tout n € N*, u, = a, — %
1 1
(a) Montrer que pour tout n € N*, w9 = FUn+1 ~ 3gln:
Soit n € N*, on a :
14
Up = Qp 275
On en déduit :
14
Un+1 = An41 — %
2 + lb n 1 14 tion [
= - - —c, — — par ion
30n t 3bn + 5cn — oo par questio
2 1 1 14
= gan + §bn + 5(1 —ap —by) — = par question [4]
1 1b n 1 14
= —aQ. —_ —_
6" 6 2 25
1 ( N 14) 1b 3
= — U —_— [ — PR —
6\ " 25 6" 50
1 lb i 1
= =1 —_—— —_—
6 6" 30
On remarque au passage que cette égalité peut se réécrire :
1 1 1
_Ebn = Un+4l — glUn — %(*)
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On obtient finalement, pour w9 :

1 L N 1
Upt2 = =Upy1l — = =
n—+2 6 n+1 6 n+1 30
1 1 (1b N 1) N 1
= = — = — — -
6 "™ 6\6" " 6/) " 30
1 N 1 ( L ) 1 N 1
= —1U — — — —— _—
6 "6\ 6" 36 30
1 1 1 1 1
= gun_l,_]_ "‘ 6 un+1 e gun . % + @ par (*)
1 . 1 1 1 . 1
T Ut T gUntl T 3gUn T 700 T 180
1 1
= gun—I—l - %Un
1 1
donc on a montré 1’égalité | u, 10 = gun+1 — %un |

1 11 1\"
(b) En déduire que pour tout n € N*, u,, = (5n + 25) (6) )

La suite (uy,) est récurrente linéaire d’ordre 2.
— On résout 'équation caractéristique :
, 1 1

r —gr—l-%:O.

3
Le discriminant associé vaut : A = (—3) —4x1x—=

DO |col—
|

La racine double associée est donc xg =

— Ainsi, il existe (A4, B) € R? tel que :

1 n
Vn € N*, u, = (An + B) <6) :

— On détermine A et B en utilisant les premieres valeurs de la suite (uy,). On
a:

14 2 14 8
ME = — ==
1=M 95 73 25 75
4 7 14 7

12 =027 55 =15 7 55~ 300

On résout donc le systeme suivant :

A+ B 16
2A+B
2 36 25 +
21 1
A = ——725parL2—L1
— 7 6
B = —_A4
25
1
A E %
—
p - 1
25
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1 11 1

n
donc on a obtenu | u,, = <5n + 25) (6> |

(c) De quelle nature est la série de terme général u,, 7 En cas de convergence, déterminer
la valeur de sa somme.

n
Pour tout n € N*, on définit la somme partielle S,, = Z up. On a :

k=1
)0
SORENO)
n k— n k
AR EE )

On reconnait une somme partielle de série géométrique dérivée premiere et
une somme partielle de série géométrique de raison ¢ = 6 Comme —1 <

g < 1, ces sommes partielles sont convergentes, donc (.S,) converge, donc

la série de terme général u,, converge |.
De plus, on a :

+oo

Zuk— lim Sn
n—-+oo

k=0

30><25+5><25
36+ 11 x6

750
102

750
17

125

donc —iou —1—7
TR

7. Déduire de la question [6] 'expression de a,, en fonction de n € N*.

Soit 1 e 1 L1 (1 B 11) <1>”+ 14
1 1 —= — = — - — —
O TSI, OB A An = ln T or = A5 T 25) \6 2%

8. En déduire I'expression de ¢, en fonction de n € N*.
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D’aprés la question [} on a pour tout n € N* :

cn=1—a, —b,

1 <1 n 11> <1>” 14+ 1 (1)”1 1
_= —_ —N —_— —_ _—— _— —_ _——
5 25 6 25 30 \6 5

n

6 /1 11\ /1\" 1 /1
=25 (5”+ 25) (6) tE > (6)
6 (1 1 11> <1>”
=—+|=-—=n—— —
2% " \5 5" 25/)\6
6 1 6\ /1\"
_25+< 5" 25> <6>
6 (1 6\ /1\"
~ 25 (5"+25) (6)
o , 6 /1 6\ /1\"
Ainsi, on obtient |¢, = o% <5n+ 25) (6) A

. Déterminer les limites des suites (ay,), (bn) et (¢p). Interpréter le résultat.

1 . I\" . 2
Comme —1 < 6 < 1,on a hril () = 0. De plus, par croissances comparées, on a
n—-+0oo

1 n
lim n (6) = 0. On en déduit :

n—-+00

G Gn =op, Um bp =, lm e, =0,

Ainsi, pour un numéro de partie tres élevé, la probabilité pour Magnus de gagner sera

de %5 sa probabilité de perdre sera de 3 et sa probabilité de match nul sera de %5
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Partie II - Un deuxieéme tournoi d’échecs : probabilité de gagner toutes les
parties

Magnus vise maintenant un championnat spécial. Pour le remporter, il doit participer a un
tournoi dans lequel il ne joue une partie que s’il a remporté la précédente. Autrement dit, toute
défaite ou tout match nul entraine sa disqualification définitive. Pour tout n € N*, les situations
possibles sont :

— Gy, @ « Magnus joue le match numéro n et le gagne » de probabilité g,

— D, : « Magnus est disqualifé avant le match numéro n ou pendant le match numéro n » de
probabilité d,,.

Les perfomances de Magnus d’une partie a I'autre restent les mémes qu’au tournoi précédent,
son état d’esprit initial aussi.

2
10. (a) Montrer que pour tout n € N*, g, 11 = 39n-

Soit n € N*, on a d’aprés I’énoncé la situation suivante :

Gn—i—l

2/3

Gn

/
~

1/3

Dn+1

Dy

On consideére le systeme complet d’événements (G,,, D,,) et on applique la formule
des probabilités totales :

In+1 = P(Gn+1) = P(Gn-i-l N Gn) + P(Gn-H N Dn)
= P(Gn)Pg, (Gpt1) +0

par formule des probabilités composées et évenement impossible

2
:gnxg
2

= ggn

2
donc | gn4+1 = 39n |

(b) En déduire l'expression de g, en fonction de n € N*.

2
On a montré a la question précédente Vn € N*, g, 11 = 39n- La suite (gy,) est donc

Ao s . 2 . 2
géométrique de raison g = 3 et de premier terme g1 = 3’ donc :

2n—1 2\ "
VneN, go=q(2) =(2) |
neN gm=a(3) =(3)
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11. On suppose qu’un tres grand nombre de compétiteurs participe a ce championnat, tel-
lement grand qu’on va l’assimiler & I'infini. On cherche a déterminer la probabilité que
Magnus remporte ce championnat.

(a) Démontrer que la suite (G,,) est une suite décroissante d’évéenements.

On a pour tout n € N*, G,41 = G, N « Gagner le match numéro n + 1 » donc

[Gurr < Gl

(b) En déduire la probabilité que Magnus gagne ce championnat.

On applique le théoreme de la limite décroissante pour les probabilités :

+o00
P(Gs) =P (ﬁ Gn>
=1l

= lim
n—-+oo In

= lim (-
n—+oo \ 3

2
=0 car —1<§<1.

Ainsi, |la probabilité que Magnus gagne ce championnat est nulle |.

Partie III - Un dernier tournoi d’échecs : probabilité de gagner au moins une
partie
Magnus s’est entrainé et ne se laisse plus influencer par ses résultats aux partie précédentes.
2
Pour tous les matchs, sa probabilité de gagner vaut —. Il participe a un tournoi lors duquel

il enchaine les parties contre des adversaires différents, indépendamment de l'issue du match
précédent.

— G, @ « Magnus gagne le match numéro n » de probabilité p =

[SCRIN )

— V, : « Magnus gagne pour la premiere fois un match lors de la partie numéro n » de
probabilité v,.

— W, : « Magnus gagne au moins un match lors des n premieéres parties » de probabilité
Wy
12. Pour tout n € N*, exprimer V,, en fonction de Gy, ..., G, et leurs complémentaires.

Soit n € N*, V,, signifie que Magnus gagne pour la premiere fois au match numéro n,

donc Magnus a perdu ou fait match nul aux n — 1 premieres parties, puis il a gagné la
ni®Me partie :

Vo,=GiNGaN...NGp_1 NGyl

2 /1 n—1
13. En déduire que pour tout n € N*, v, = 3 (3) .
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Soit n € N*, on a :

N Qﬂ...ﬂanlﬂGn)

P(Gy) | x P(G,) par indépendance mutuelle des parties

92 1 n—1
donc |v, = = <> |

14. En déduire pour tout n € N*, I'expression de w,, en fonction de n.

15.

n

On a pour tout n € N*, W,, = U Vi. Les évenements Vi,...,V, étant disjoints, on
k=1

obtient :

t2 1\ R
= Z 3 () par la question précedente

- (5)

X ————— par somme des termes d’une suite géométrique

ol

1 n
d w=1—(=) |
onc | w (3)

(a) Montrer que (W,,) est une suite croissante d’évenements.

~ a'

n n+1
Soit n € N, on a montré que W,, = U Vi et Wyi1 = U V). donc
k=1 k=1

Wn+1 - Wn U Vn—l—l;

donc | W, C Wp41 | La suite (W,,) est donc une suite croissante d’évenements.

(b) En déduire la probabilité pour Magnus de gagner au moins une fois s’il joue une
infinité de parties.
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Par théoreme de la limite croissante des probabilités, on en déduit :

pov) = »(Um)
k=1

. \"
a kgr-i{loo L= (3)
=1

Ainsi, | Magnus est presque-stir de gagner au moins une fois lors de ce tournoi |
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Exercice 2.

Partie I - Un premier exemple

1
Dans cette partie, on pose a > 1 et pour tout n € N* : u,, = — une suite de réels.
On admet que la série de terme général u,, converge si et seulement si o > 1.

Si la série numérique de terme général u,, converge, on dit qu’elle converge a l'ordre 1 et on
note alors (R1 ), la suite des restes de cette série, autrement dit :

+oo
VneN, Rin= Y u,
k=n-+1
qui tend vers 0.

Si a nouveau la série de terme général Ri, converge, on dit que la série E Uy converge a

n=0
I'ordre 2 et on note (R24),-, la suite des restes de cette série, autrement dit :

+o00
VneN, Ron= > R,
k=n-+1
qui tend vers 0.
1. (a) Pour tout entier k > 2, justifier que :

k+1 k
dt < 1 < dt
te g S ) e

k k—1

Soit k > 2.

1
Pour tout t € [k,k + 1] on a t > k, d’olt, puisque a > 0, la fonction z + — est
T
décroissante donc ] ]
< —

to e
Par croissance de l'intégrale on en déduit :

k+1 1 k+1 1 k+1 1 1
/ —dtg/ —dt<:>/ —dt< —(k+1—-k)
k e k ke E e e

k+1 1 1
<= / —dt < —
k

1
De méme, pour t € [k — 1,k onat <k, dot — > —.

Par croissance de l'intégrale on en déduit :

ko1 L | ko1 1
/ —dt}/ —dt = / —dt > —
k—1 t¢ k—1 k* k—1t% ko

Finalement on a bien

k+1 1 1 k 1
/ —dt < — < / —dt
k to koe k1 to

(b) En déduire que pour tout entier k > 2, :

1 <1 1 ><1< 1 < 1 1>
a—1\ko1 (k+1)e1) T ko = aq—1\(k—1)"1 fo-l
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.

On calcule les intégrales :

k+1 1 k+1
/ —dt = / t—dt
k T k

t_a+1 k+1
—a+1 "
1 k+1
- {_ (o — 1)to 1],

-1 (@)

1 <1 1 )
Ca—1\k>1  (k+1)o!

De méme, en changeant les bornes d’intégration, on obtient :

ko1 1 ( 1 1 )
/ ~ dt = - .
h1te o a—1\(k—1)01 ko1

Ainsi, on a :

1(1_1)<1<1<1_1)
a—1\k*1 (k+1o1) k> " a—-1\(k-1)21 ko-lJ]

(c) Montrer que la série Z (

I 1
ko=t (k+1)-t

> converge et vaut
k>n+1

Soit N > n + 1, on pose la somme partielle :

k=n+1
i\’: L i\f: L 1 de 1
= — = ————— par linéarité de la somme
k=n+1 ket k=n+1 (k + 1)t
N 1 N+l
= Z To T Zﬁenposant€:k+1
k=n+1 l=n+2
1

= (s 1o — (Nt 1T par télescopage.

1
On remarque que N]irﬂm W = 0.

1 1
kol (k+1)at

On en déduit que |la série Z ( ) converge | et vaut

il LT T
o BT (R4 1)) T Moo (nk1)aT

(d) Montrer que la série Z (

1 _ 1
(k _ 1)0471 k;ozfl

) converge et vaut .
na—l1

k>n+1
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Soit N > n + 1, on pose la somme partielle :

5 iV: ( 1 1 )
N = a—1 La—1
k=n+1 (k—1) .
N 1 N
Z — - Z —— par linéarité de la somme
k:n+1(k__1) k:n+1k

1 Yoo
i Z a1 0 posant £ =k — 1
k=n+1

1 ,
s e par télescopage.

=i
_kz:;lf
o

1
O lim —— =0.
L
1 1
On en déduit que |la série Z ((k ~ Ty — ka_l) converge | et vaut
k>n+1
+oo
1 1 1
— = 1' S = .
2 (G ) s
2. En déduire que pour tout n > 1
1 1 1 1

. <Ry, < :
a—1 (n+1)o"t b =1 pot

En sommant les relations obtenues & la question[ID] toutes les séries étant convergentes,
on a alors :

1 1 <R < 1 1
a—1(n+1)e-t 7S

a—1no-l

3. En déduire que :

D’apres la relation précédente, on a, pour tout n > 1

a—1
n < Rl,n < 1
(TL"‘ 1)0(71 1

(a—1)na-1

n a—1 Rl,n
() e B e

a—1)no—1

C’est-a-dire

a—1
Or lim ( ) =1, ainsi, d’apres le théoreme des gendarmes
n—+oco \n + 1

. Ry
lim f,n =1
n—-+0o 7(0{71)”@71
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C’est-a-dire

1
Bun S (@ = Dne |

4. Sous quelle condition nécessaire et suffisante sur «, la série E u, converge-t-elle a ’ordre

27

n>1

Ainsi,

Pour n € N* on a Ry, > 0 en tant que somme de réels strictement positifs.
D’apres le théoreme des équivalents pour les séries a termes positifs, les séries de terme

général respectifs Ry, et ——————— sont de méme nature.

La série de terme général

a—1>1 <= a> 2.

(v — 1)no—1

W est une série qui converge si et seulement si
a—1)no—

la série g Uy, converge a 'ordre 2 si et seulement si a > 2|
n>1

Page 17



Partie II - Un deuxieme exemple

1
On considére dans cette partie pour tout n € N* : w,, = —-. Les nota
n

que dans la partie précédente.

tions sont les mémes

5. En comparant n” et n? pour n > 2, montrer que la série Z Uy, converge.

n>1

Pour n > 2 on a n™ > n? et donc

1
Vn'> 2a 0 < Un < 45
n

par décroissance de la fonction inverse sur R’ . La série de terme

série convergente, ainsi, d’apres le théoreme de comparaison pour
positifs, ’1& série de terme général u,, converge.

o1
général — est une
n

les séries a termes

1

6. (a) Montrer que, pour tout k > 3, uy < T

=

~

tielle sur R.
On obtient donc par décroissance de la fonction inverse sur R

1
Vk > 3, 0<Uk<37

Soit k > 3, on a alors kIn(k) > kIn(3), d’ott k¥ > 3* par croissance de 'exponen-

* .
I

(b) En déduire que, pour tout n > 2 :

1
()g-le,g 2.3n
On a montré :
1
Vk > 3, 0<Uk<37

lités obtenues on a alors, pour n € N

“+00 “+00 1
0< > ws< ) 5
k=n-+1 k=n+1
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Les séries de terme général respectifs uy et " convergent. En sommant les inéga-




Or

> =2 e

k=n+1 1=0

-7 (3)

11

=317 1
Gkl — 1
1 3

T 3ntlg
1

2.37

On pose le changement de variable i =k —n — 1

On a donc bien

1

()g-le/g 2. 3n

c¢) En déduire que la série u, converge a l'ordre 2 , et que, pour tout n > 1 :
g

n=1
0< Rop < !
X f2n X 4.3n
La série de terme général —— est convergente en tant que série géométrique

R
1
(multipliée par une constante) de raison — €] — 1,1[. Ainsi, d’apres le théoréme

de comparaison pour les séries a termes positifs, la série de terme général Ry,

la série E Uy converge a l'ordre 2.
n>1

De plus, en sommant les inégalités on a, pour n € N

converge. En d’autres termes,

—+00

= 11
Z Rl,kg Z 537

k=n+1 k=n+1

+o0 11 1
Z Rip=Ropet ) Sop = o0 Ainsi
k=n+1 k=n+1

1
Vn > 1 ()g-RQm,g 4.3n

Plus généralement, pour tout entier p >

dit que la série Z up, converge a l'ordre p et on note alors (]*219771)”20

n=0
série :
“+o00
Z Ry
k=n+1

7. Montrer que, pour tout p >
n=1

1
0< Rpn < 553
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2, si la série de terme général I, , converge, on

la suite des restes de cette

1, la série Z Uy, converge a ’ordre p et que pour tout n > 1 :



On va procéder par récurrence sur p. Plus précisément notons A(p) ’assertion

1
« La série Z uy, converge a 'ordre p et, pour tout n > 1, 0 < Ry, < ———- »

n>1 217.371
— Initialisation :
On a déja montré que ’assertion est vraie pour p =1 et p = 2.
— Hérédité :
Soit p € N*, on suppose que l'assertion A(p) est vraie.
On a alors ]
Vn € N*, U< By < oD

11
La série de terme général o0 3 est convergente en tant que série geomeétrique

1
(multipliée par une constante) de raison 3 €] — 1,1]. Ainsi, d’apres le théoréme

de comparaison pour les séries a termes positifs, la série E R, , converge. En

n=>1
d’autres termes la série Z Uy converge a l'ordre p + 1.
n>1
De plus, en sommant les inégalités on a, pour n € N
+00 +oo
11
2 Rpr< 2 o
k=n+1 k=n+1
+oo
11 1 1 1
Z Ry = Rpy1n et Z = onoan = soiian Ainsi
7 —+1
k=n+1 k=n+1 2p3 20 2.3" 2prign
> < 1
Vn > 1; 0 R p+1,n < W

Ce qui prouve 'assertion au rang n + 1.

— Conclusion :

Pour tout entier p > 1, la série Z Uy converge a l'ordre p et
n>1
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Exercice 3.

Partie I - Etude d’un systéme différentiel
Soient x : t — x(t) et y : t — y(t) deux fonctions dérivables sur R vérifiant le systéme
d’équations différentielles suivant :

a'(t) = x(t) + (t)+5t2
VEER, { () = 3y(t) — 2(t) + € sin(t). (5)

1. Démontrer que z est deux fois dérivable sur R et vérifie I’équation différentielle :

VteR, a(t) — 42/ (t) + 5x(t) = 10t — 15t% + 2e* sin(t). (E)

Soit t € R. D’apres la premiere équation de , on a:

2’ (t) = x(t) + 2y(t) + 5t°.

0 s . / . ;.
Puisque z et y sont dérivables sur R, z" est aussi dérivable sur R comme somme de
fonctions dérivables sur R. Donc x est deux fois dérivable sur R. De plus on a, toujours
d’apres la premiere équation de :

(«'(t) - =(t) - 5¢2)

donc  ¢/(t) = = (2" (t) — 2/ (t) — 10t) .

—

En réinjectant ces expressions dans la deuxieme équation de , on obtient :

1

5 (&/(0) = 2'(¢) — 10) = g (2/(6) — o(t) - 5¢°) — a(t) + X sin()

> 2"(t) — ' (t) — 10t = 32’ (t) — 3z(t) — 15t> — 22(t) + 2 sin(t)

| 2" (t) — 42’ (t) 4 5x(t) = 10t — 15t% + 2e¥ sin(t) |

On a bien trouvé .

2. Résoudre I'équation différentielle linéaire homogene associée a ().

On cherche a résoudre 1’équation différentielle linéaire homogene suivante :

vVt e R, 2(t) —42'(t) + 5x(t) = 0.

On reconnait une équation différentielle linéaire homogene d’ordre 2 a coefficients
constants. Son équation caractéristique d’inconnue r € C est :

r? —4r +5=0.
On reconnailt une équation du second degré a coefficients réels. Son discriminant est
égal a :
A=(—4)2-4x1x5=-4<0.

Donc I’équation caractéristique admet deux solutions complexes conjuguées que 1’on
note a £ i3 :

—(=4) +iv[ -4

51 =2+i et a—if=2—1.

a+if =
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On en déduit que les solutions de I’équation différentielle linéaire homogene associée a
sont de la forme :

eat(A cos(f8t) + Bsin(ft)) =|e* (A cos(t) + Bsin(t))

ou (A, B) € R? sont deux constantes réelles quelconques.

3. Chercher une solution particuliére polynomiale de degré 2, qu’on notera x1, de I’équation
différentielle :

Vvt e R, 2”(t) —4a’(t) + 5a(t) = 10t — 152, (E1)

On raisonne par analyse-synthese.
Analyse. On cherche une solution particuliére polynomiale de la forme :

1t at> + bt +c

ot (a,b,c) € R? sont trois constantes réelles & déterminer. La fonction z; est deux fois
dérivable sur R comme fonction usuelle et on a :

Tt 2at+b et 2t 2a.

En réinjectant ces expressions dans (E1f), on obtient d’apres le résultat de la question
m:
VtER, 2a—4(2at+b)+5 (at? + bt +c) = 10t — 15¢

< VteR, 5at®+ (—8a+ 5b)t + (2a — 4b+ 5¢) = —15t* + 10t + 0

En identifiant les coefficients de polynémes, on obtient le systeme linéaire suivant :

5a =-15 a =-15/5=—3
—8a+5b =10 <={ b =(10+8a)/5=—14/5
2a —4b+5¢c =0 ¢ =(—2a+4b)/5=—-26/25.

Synthese. On pose :

14 26
S s
S 5 25

D’apres les calculs de I'analyse, 1 est bien une solution particuliere de (E1]).

4. Dans cette question, on cherche une solution particuliere de ’équation différentielle :

Vte R, a”(t) —4a'(t) + ba(t) = 2e* sin(t). (E2)

de la forme x5 : t — €2 \(t) cos(t) ot A est une fonction & déterminer qu’on suppose deux
fois dérivable sur R.

(a) Montrer que X' est solution de I’équation différentielle linéaire d’ordre 1 suivante :

Vt € R, cos(t)z'(t) — 2sin(t)z(t) = 2sin(t).

La fonction xo est deux fois dérivable sur R comme produit de fonctions deux fois
dérivables sur R, et on a :
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xh ot 262N (t) cos(t) + e N (t) cos(t) — e \(t) sin(t)
=t ([2A(t) + N ()] cos(t) — A(t) sin(2))

et
zhy ot e ([2M(8) + N(t)] cos(t) — A(t) sin(t))
+ ezt( [2N'(t) + X'(t)] cos(t) — [2A(t) + X' (¢)] sin(t)
— N() sin(t) — A(t) cos(t))

( [AN(E) 4 2N () + 2N (t) + X" (£) — A(t)] cos(t) )
+ [=2A(t) — 2A(t) — N'(t) — N (¢)] sin(¢)

e ([BA(t) + 4N (t) + N'(t)] cos(t) + [—4A(t) — 2X ()] sin(t)) .

En réinjectant ces expressions dans (E2]), on obtient :

Vt e R, 2e¥sin(t) = zh(t) — 4xh(t) + Sxa(t)

ot [ [BA®E) + 4N () + N'(t) — 8A(t) — 4N (¢) + BA(E)] cos(t)
‘ + [—4A(E) — 2N (£) + 4A(t)] sin(t)

= e (\'(t) cos(t) — 2X(t) sin(t)) .

2t

En simplifiant par e*, on obtient que :

Vt R, cos(t)\(t) — 2sin(t) N (t) = 2sin(t).

Ainsi| N = z est solution de I’équation différentielle‘ suivante :

Vt € R, cos(t)2'(t) — 2sin(t)z(t) = 2sin(t) |

On reconnait bien une équation différentielle linéaire d’ordre 1.

. J

(b) Trouver une solution constante de 1’équation différentielle obtenue a la question pré-
cédente, et en déduire xs.

On remarque que est solution constante de I’équation différentielle

obtenue & la question précédente. En effet, si z : ¢t +— —1 alors 2’ : t — 0 et :

vVt € R, cos(t)i(/tl—Z sin(t)z\(/tl = 2sin(t).
=0 =1

11 suffit donc de choisir une primitive A de X' : ¢t — —1. Par exemple, \ : t — —t.
On en déduit que :

Tyt e2\(t) cos(t) = —te? cos(t)|.

5. Déduire des questions précédentes la forme de x, puis celle de y.
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D’apres le principe de superposition et le théoréme fondamental, on déduit des résultats
précédents que :

=z (t) + z1(t) + z2(t)

14 26
= e?!(Acos(t) + Bsin(t)) — 3t* — gt = te?t cos(t)
14 26
= th([A — t] cos(t) + Bsin(t)) — 32 — = . o

ot (A, B) € R? sont deux constantes réelles quelconques.
De plus, on a d’apres la premiere équation :

VieR, y(t)= % («'(t) - =(t) - 5¢2) = %m'(t) — %x(t) — gt%
Or :
z' 1t 2e?([A — t] cos(t) + Bsin(t)) + e*(— cos(t) — [A — t] sin(t)
+ Bcos(t)) — 6t — 1—;
— e%([24 — 2t — 1 + B]cos(t) + 2B — A + f] sin(t)) — 6t — %4
Donc :

1
[0 |5 e (124~ 2 — 1+ Bleos(t) + [2B — A+ f]sin(t)) — 8t - g

1, _ 3, 7. 13
— (A — B 2 a2
5¢ ([A —t]cos(t) + Bsin(t)) + 2t + 5t+ o
92
— 2
2
1
:§e2t([2A —2t—1+B— A+tlcos(t) + [2B — A+t — B]sin(t))
— 2 §t _ %
) 25
1 8 22
= §e2t([A + B —t —1]cos(t) + [B — A +t]sin(t)) — t2 — 57& ~ 5

Partie II - Une équation a coefficients non constants

Dans toute cette partie, les équations différentielles considérées seront résolues sur 'intervalle
10, +00[. Ceci signifie que I'on ne s’intéresse qu’aux fonctions solutions définies sur 0, +o00[ et &
valeurs réelles.

Soit v un nombre réel donné.

On considere les deux équations différentielles suivantes :

zy —ay=0 (F1)

22y +(1-2a)z -y +a’y=0 (F2)
ou y est 'application inconnue de la variable réelle x > 0 et a valeurs réelles.

6. Déterminer toutes les fonctions de classe C! sur 10, +00[ & valeurs réelles solutions de (F'1)).
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On écrit (F1]) sous la forme d’une équation différentielle linéaire d’ordre 1 homogene
normalisée en divisant par z, x # 0 :

[F1)) < o — %y =0 < y(z) = 2@ & y(z) = AeCY) o y(z) = Aa®

avec A € R.
Les solutions de ([F'1)) sont donc les fonctions du type ‘x — Az® avec A € R ‘

.

7. (a) Soit h :]0, 400 [— R une application quelconque de classe C2.
On définit alors une nouvelle application :

k:R—R
u+— h(e")

Justifier que k est de classe C? sur R.

La fonction exp est de classe C? sur R & valeurs dans ]0, +oo[ oil h est de classe

C2. Donc | k = h o exp est de classe C? sur R |.

Pour u € R, exprimer k'(u) et k”(u) a laide des dérivées premicre et seconde de h.

[De plus : Yu € R K (u) = e“h (e¥) et k" (u) = "I’ (e*) + *“h” (e¥) ]

(b) Montrer que h est solution de (F2)), c’est-a-dire :
Vo > 0,22 - h"(z) + (1 — 2a)z - W (z) + o®h(z) =0,
si et seulement si on a :

Vu € R, K" (u) — 20k’ (u) + o’k(u) =0

On suppose que h est solution de (F2)) :

Ve >0, z2-h'(z)+(1—2a)z-h(z)+a?h(z)=0<
Vu €R, €. h" (%) + (1 —2a)e - h' (%) + a’h(e*) =0
en évaluant I’équation en x = e*.
On reprend les calculs de la question précédente en isolant h'(e") et h”(e*). Pour
u € R, on a:
K'(u) = e"h (e*) < I (e") =K (u)e™
et k”(u) — Ul (eu) +62uh// (eu) — k”(u) _ k’(u) +62uh”( u)
— K (e*) = (K" (u) — k' (u))e 2*
On réinjecte dans I’équation :
Vu €R, €. h" (") +e%(1 —2a)-h () + a?h(e*) =0
& Vu € R, 62“(k (u) — k' (u))e 2" + (1 — 20)e¥k (u)e ™ + ak(u) = 0
s VueR, (K'(u) — k' (u) + (1 — 20)K (u) + o’k(u) =
sYueR, kE'(u)— 20k (u)+ o?k(u) =0
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(c) Déterminer 'expression de k(u) pour u € R lorsque h est solution de (F2]).

2" —202'+a*z = 0 est une équation différentielle linéaire du second ordre homogene
dont Iéquation caractéristique r? — 2ar + o = 0 a pour racine double r = a.

Dot : |3(4, B) € R%,Vu € R, k(u) = (Au + B)e®"

(d) En déduire que ’ensemble des solutions de est :

{z — p(In(z)) x =% avec p une fonction polynomiale de degré 1} .

On effectue le changement de variable :
r=¢e"<z=In(u)

avec (z,u) €]0,4oo[xR.
On obtient donc :

3(A, B) € R?, Yz > 0, h(z) = (Aln(z) + B)e*™® = (Aln(z) + B)z®|

L’ensemble des solutions de (F2) est donc bien
{z — p(In(z)) x % avec p une fonction polynomiale de degré 1}.
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