Lycée Louis Thuillier Année 2025-2026
BCPST2B

TD 8 Correction - Réduction d’un endomorphisme

Compétences a acquérir :
> C1 : Déterminer les valeurs propres, les sous-espaces propres d’une matrice, d’'un endo-
morphisme
> C2 : Etudier la diagonalisabilité d’une matrice, d'un endomorphisme
> C3 : Déterminer les puissances d’une matrice & partir de sa diagonalisation

Exercice 1 (C1-C2) 1. Etudier la diagonalisabilité de chacune des matrices suivantes.
Lorsque c’est possible diagonaliser la matrice.
-5 —4
@) A={¢ 5
Déterminons le spectre de A. Soit A € R. Alors :
55— —4
AESP(A) <= 1g(A—\L) <2 <= det(A— ;) =0 <= 6 5_)\:0
— (-5=XN(B—-)N)+24

— N =1
<= A=—-1louA=1

Donc|Sp(A) = {—1, 1} | Lamatrice A est d’ordre 2 et posséde deux valeurs propres dis-

tinctes donc ’A est diagonalisable | Déterminons maintenant les sous-espaces propres
E_;(A) et E;(A) associés.

e Soit (;) € My, (R). Alors :

(Z) EE_(A) «— (A+1D) (’y“"

= ()

et donc | E_1(A) = Vect ((_11» .




e Soit (;) € My (R). Alors :

@) € Ei(A) <= (A—1y) @) _ (8)

et donc | B (4) = Vect ((—g)) |
¢D= (0 (1)> etP:<—11 —?}/2)'

Ainsi, | A = PDP~! avec

4 —1
B B=1g 5

Déterminons le spectre de B. Soit A € R. Alors :

AESP(B) <= 1g(B—\Lh) <2 < det(B— ;) =0 < ‘45 _2_)\’
— d-=N(-2-)N+
= N -22+1=0
— A-12%*=0
— A\

Donc [Sp(B) = {1}|.
Si B était diagonalisable, alors B serait semblable a la matrice I, mais alors on aurait
B = PILP~!' = I, ce qui est absurde. Donc B n’est pas diagonalisable.




1 1 2
Déterminons le spectre de C. Soit A € R. Alors :

2—-A 1 1

AeSp(C) <= rg(C—-AL)<3 <= rg| 1 2-Xx 1 <3

1 1 2—A
1 1 2—-A

= 18 1 2—-A 1 <3 L1+ Ls
2—-A 1 1
1 1 2—A

— g0 1-2A —14+ A <3 Lo+ Ly— I
0 —1+X —A24+4X-3
1— A —14+x 0\

<:*d‘i‘t<—1+A —>\2+4>\—3>_0

= (1NN +4r=3)—(=1+N?*=0
— (1-)2*\—-4)=0

Donc |Sp(C) = {1,4}| Pour savoir si C' est diagonalisable, on doit déterminer les

dimensions des espaces propres associés.

x
e Soit |y | € R3. Alors
z
x x x
y| €EyC) <= Cly|=4|y
z z z
T 1
< |y | € Vect 1
z 1
1
et donc | E4(C') = Vect 1 . Ce vecteur est non nul donc il forme une base de
1
E4 et d1m<E4) = 1.
x
e Soit |y | € R3. Alors
z
x x x
y| €ebi(C) <= Cly]| = |y
z z z
< rv+y+z2=0
x -1 -1
< |y | € Vect 11,10
z 0 1



-1 -1

et donc | B (C) = Vect 11,10 . Ces deux vecteurs sont linéairement

0 1
indépendants donc ils forment une base de E; et dim(E;) = 2.

Ainsi, la somme des dimensions des sous-espaces propres vaut 3, et I'ordre de la matrice

1 00
C est 3, donc |la matrice C' est diagonalisable. ‘ Onpose D=0 1 0] et
0 0 4
-1 -1 1
P=|1 0 1], onaalors .
0 1 1
11 3
d D=0 1 -1
00 1

— Meéthode 1 : (la plus rapide)
La matrice D est triangulaire (supérieure) donc ses valeurs propres sont ses coeffi-
cients diagonaux. Le spectre de D est donc Sp(D) = {1}. Si D est diagonalisable,
alors il existe une matrice P € Mj3(R) inversible telle que D = PI3P~!, c’est-a-dire
D = I35 ce qui est absurde. Donc :

’13, matrice D n’est pas diagonalisable‘

— Meéthode 2 : (efficace aussi)
La matrice D est triangulaire (supérieure) donc ses valeurs propres sont ses coeffi-
cients diagonaux. Le spectre de D est donc Sp(D) = {1}. On a :

01 3
rg(D—13)=rg |0 0 —1] =2
00 O

D’aprés le théoréme du rang pour les matrices, on a :
dim(Ker(D — I3)) +rg(D — I3) =3 cest-a-dire dim(E{(D)) =1

ou E;(D) désigne le sous-espace propre de D associé¢ a la valeur propre 1. En
particulier, dim(E;(D)) # 3 (la taille de la matrice) donc :

’1& matrice D n’est pas diagonalisable‘




— Meéthode 3 : (la plus longue)
La matrice D est triangulaire (supérieure) donc ses valeurs propres sont ses coef-
ficients diagonaux. Le spectre de D est donc Sp(D) = {1}. Déterminons le sous-

x
espace propre E;(D) de D associé¢ a la valeur propre 1. Soit [y | € Ms5:(R).
z
Alors :
x T 0
v) erin) = 0-m(v) = (0] = {¥ T % ]
z z 0

1
Ainsi, Eq (D) = Vect 1 et donc dim(E;(D)) = 1. En effet,
1
base de E;(D) car ¢’en est une famille génératrice et libre (puisque constituée d'un
unique vecteur non nul). En particulier, dim(E; (D)) # 3 donc :

est une

—_

’1& matrice D n’est pas diagonalisable‘

1 10
2. Etudier la diagonalisabilité dans C de la matrice A = [ =1 2 1| et si c’est possible,
1 01

diagonaliser la matrice.
On trouve Sp(A) = {2,1 — 4,1 + i}. La matrice admet trois valeurs propres distinctes
dans M3(C) donc elle est diagonalisable. On a :

1 1 1
E5(A) = Vect 1 ,  Ep_i(A) = Vect —i ,  E1i(A) = Vect i
1 i —1
2 0 0 1 1 1
Onpose D=0 1—7¢ 0 et P=|1 —i 4 |,onobtient|A=PDP |
0 0 14 1 i —i

3. La fonction numpy.linalg.eig permet de calculer les valeurs propres et les vecteurs
propres d'une matrice, comme le montre I’exemple suivant :

import numpy.linalg as la
vap, vep = la.eig([[1,2],[3,4]])

Aprés cette suite d’instructions, la variable vap contient la liste des valeurs propres de

. 1 2 : :
la matrice (3 4> et la variable vep est une matrice dont les colonnes sont des vecteurs

propres de cette matrice.

Utiliser 'outil informatique pour déterminer les éléments propres de la matrice £ =
5 —1
3 1

diagonalisable ? Si oui, diagonaliser cette matrice.

On écrit le programme suivant :

. On vérifiera mathématiquement les résultats obtenus. Cette matrice est-elle



import numpy.linalg as la
vap, vep = la.eig([[5,-1],[3,1]11)

On affiche ensuite les valeurs de vap et vep :

>>> vap
array([4., 2.1)

>>> Vep

array([[0.70710678, ©.31622777],
(0.70710678, ©.0486833 1])

On trouver donc Spec(E) = {2,4}. On détermine a la main les espaces propres associés

et on obtient £y = Vect et &, = Vect

1
3

1
1

. La premiére colonne de vep est bien un

élément de E, et sa deuxiéme colonne un élément de Es.

. Etudier la diagonalisabilité des applications linéaires suivantes et diagonaliser 'applica-

tion le cas échéant.

R  — R3
() f:{ (x,y,2) — (yY+z,x+z,x+y)

Notons A la matrice de f exprimée dans la base canonique de R3. On a donc :

A:

e )
_ o

O ==

— Détermination des éléments propres de f.

Soit A € R. Alors :

A€ Sp(f) < rg(A—A13) <3

Or :
- 1 1 Ly
I'g(A — )\Ig) =T1g 1 —A 1 LQ
1 1 =)\ Ls

Donec :

:I‘g

1 1 - L1HL3
1 =X 1 Lo
- 1 1 Ly Ly
1 1 —A Ly
0 —A—1 14X Lg(—LQ—Ll
0 14X 1— )\ Lg(—Lg—f—)\Ll
1 1 —A Ly
0 —A—1 1+A Lo
0 0 —=XN4+A+2) Ly« Li+1L,

ANESP(f) &= —A—1=00u — AN +A+2=0 < A=—-lou\=2

Le spectre de A est donc Sp(f) = {—1

2},

— On détermine maintenant les sous-espaces propres associés.



e Soit (x,y,2) € R3. Alors :

X
(x,y,z>€E,1<f) <~ (A"—Ig) y =
Z
1 11 0
~— |1 1 1] =10
1 11 0

— rz+y+z2z=0

o O O

— (z,y,2) =y(—1,1,0) + 2(—1,0,1)

— (x,y,z

€ Vect((—1,1,0),(—1,0,1))

2)
Donc E_1(f) = Vect(( 1,1,0),(—1,0,1 ) Ce sous-espace propre est de dimen-
sion 2 car la famille ((—1,1, 0) ( 1,0,1)) en est une base (elle est génératrice
de E_1(f) et elle est libre car constituée de deux vecteurs non colinéaires).

e Soit (x,y,2) € R3. Alors :

(#,9,2) € Bo(f) &= (A=2L) |y | =

—2r + vy z
<= r - 2y Z
r 4+ vy 2z
—2r + vy 4+ =z
— -3y + 3z
3y — 3z

= r=y=2=1
< (z,y,2) € Vect((1,1,1))

0 Ly
0 Lo
0 Ls

0 L,
0 L2<—2L2—|—L1
0 L3<—2L3—|—L1

et donc Ey(f) = Vect((1,1,1)) et dim(Eo(f)) = 1 (une base de ce sous-espace
propre étant la famille constituée de I'unique vecteur non nul (1,1, 1)).

— Etude de la diagonalisabilité de f.
On remarque que :

dim(E_;(f)) + dim(Ez(f)) = 3 = dim(R?)

donc |’endomorphisme f de R3 est diagonalisable |.
— Lien matriciel. Si on note :

> D la matrice de f exprimée dans la base C = ((—1,1,0),(—1,0,1),(1,1,1)) de

R3, c’est-a-dire :

-1 0 0
D=0 —-10
0o 0 2
> P la matrice de passage de la base canonique de R? vers la base C, c¢’est-a-dire
-1 -1 1
P=11 0 1
0 1 1



On a alors I'égalité D = P~YAP, ce qui se réécrit A = PDP~L.
(b) g M,(C) — M,(C)
71V M — M
On considére la base suivante pour My (C) :

10 0 A 0 0 0 0
pe(o) =l 0) = (0) 2= (0)

On note G la matrice associée & l'endomorphisme ¢ dans cette base. On a G =
p g

1000
0010
0100
0001

Déterminons les valeurs propres de G.

A € Spec(G) <= rg(G — ) <4
0
1

1—X 0 0
0 =X 0 <4
Lo 1 =X 0
0 0 0 1-2AX
1-X 0 0 0
0 1 =X 0
— rg 0 N1 0 <4 L2 L3
0 0 0 1-—2AX
1—X 0 0 0
0 1 =X 0
<~ 1g 0 0 1—)2 0 <4 L3+ L3+ ALy

0 0 0 11—\
«— 1-A=0oul—-XN=2
e A=1loul=—-1

donc |Spec(G) = {—1,1}|
Pour savoir si G est diagonalisable, on détermine les espaces propres associés. On

1 0 0
0 1 0 . .
trouve F1(G) = Vect ol 11l Lol Ces vecteurs forment une famille libre
0 0 1
0
donc une base de F1(G), qui est donc de dimension 3. De plus, F_1(G) = Vect 1
0

et ce vecteur est non nul donc il forme une base de £_1(G) qui est de dimension 1.
Ainsi, la somme des dimensions des espaces propres est 4, donc GG est diagonalisable.

1 00 O 1 00 O

10 o) o 1010

On pose D = 001 0 et P= 010 —1 ,on a alors |G =PDP™"|
000 —1 001 0



(c) h: { RQI[DX] : XI]%[E(]P” Déterminons la matrice H canoniquement associée a

0 0 -2
h. On a h(1) = Ogyx), R(X) = X et h(X?) = 2X? =2 donc H = [0 1 0
0 0 2

La matrice H est triangulaire (supérieure) donc le spectre de h sont les coefficients
diagonaux de h. Le spectre de h est donc Sp(h) = {0, 1,2}. En particulier, h admet
trois valeurs propres et est un endomorphisme de Ry[X] qui est de dimension 3 donc :

‘l’application h est diagonalisable‘

On sait de plus que les sous-espaces propres de h sont des droites vectorielles. On
remarque que :

h(1) = Og,x) = 0x1, h(X)=X=1xX et  h(X?*-1)=h(X?*)—h(1) =2(X*-1)

en utilisant la linéarité de h. Ainsi, les vecteurs 1, X et X? — 1 (qui sont non nuls)
sont des vecteurs propres de h associés aux valeurs propres 0, 1 et 2 respectivement.
Comme Ey(h), E1(h) et Eo(h) sont des droites vectorielles, on a les égalités :

Eo(h) = Vect(1), E;(h) = Vect(X) et Ey(h) = Vect(X? — 1)

La famille B = (1, X, X? — 1), obtenue par juxtaposition des bases des sous-espaces
propres de h, est une base de Ry[X] (car h est diagonalisable) et :

000
la matrice de h dans la base B= (1, X, X2 —1)est [0 1 0
00 2

4 3 -3
Exercice 2 (C2) On considére la matrice A = | =3 =2 3 | € M3(R).
3 3 =2
1. Vérifier que A + A — 213 = Opqy(w)-
-2 -3 3
Oncalcule A2=| 3 4 —3| et on obtient A?> + A — 2[5 = Ort5(R) -
-3 -3 4

2. Montrer que A est inversible et exprimer A~! en fonction de A et I5.

1 1
On a A% + A = 215 donc 5(142 + A) = I3, ce qui se réécrit A[§ <A + ]3)} =13.0n a
1
aussi 3 (A + [3)14 = I3 donc :

1
la matrice A est inversible d’inverse A~ = 3 <A + 13) =

* % ¥
* % ¥
* % ¥

(a) Factoriser le polynome P(X) = X? + X — 2.
Les racines de P sont 1 et —2 (et son coefficient dominant vaut 1) donc

PX)=(X-1)(X+2)|

(b) Montrer que les valeurs propres A de A vérifient 'équation A\ + X — 2 = 0.
Soit A € Sp(A). Il existe X € M3 (R) tel que X # Opq,,w) et AX = AX. On a alors :

AX = AAX = AAX) = MX = A)X) = A?X

9



Comme A% + A — 23 = O pq,(r), On a (en multipliant par X) :
(A*+A—-20)X =0p,, 1) Clestra-dite  A°X + AX — 2X = Opy, w)

et donc M2 X+AX—-2X = 0M3,1(R)7 c’est-a-dire ()\2+)\—2)X = 0M3,1(R)‘ Or X # 0M3,1(R)
donc A\? + X\ — 2 = 0, c’est-dire P(\) = 0. Autrement dit, A =1 ou A = —2. On a donc
I'inclusion Sp(A) C {1, —2}.

(¢) En déduire le spectre de A.
On arg(A—1I3) =--- =1 < 3 tandis que rg(A + 2[3) = --- = 2 < 3. On a donc
(1,—2) € Sp(A)?, d’ou légalité | Sp(A) = {1, —2}|.

3. La matrice A est-elle diagonalisable 7

D’aprés le théoréme du rang, on a (en notant E1(A) et E_5(A) les sous-espaces propres
de A) :

dim(E;(A)) =3 —rg(A—1I3) =2 et dim(E_5(A)) =3 —rg(A+23) =1

En particulier, dim(E;(A)) +dim(E_2(A)) = 3, ce qui correspond a la taille de la matrice
A. On en déduit donc que ’1& matrice A est diagonalisable ‘

Exercice 3 (C2-C3) On considére une suite (u,),en définie par ses trois premiers termes
ug, u1 et uy et par la relation de récurrence suivante :

Vn € N7 Up43 = 2un+2 + Upt1 — 2uy,
2 1 -2 Uy
Onpose A=|1 0 0 | e M3(R) et X;, = | unt1 | € M31(R) pour tout entier naturel n.
01 0 Up,

1. Ecrire une fonction informatique qui prend en argument ug, u; et us et qui renvoie la liste
des 100 premiers termes de la suite (u,)nen-
On peut procéder par exemple comme suit en appelant cette fonction avec n = 100.

1 |def Suite(n,u0,ul,u2):

) L=[u0,ul,u2]

3 for k in range(3,n):

" L.append (2+L [k-1]+L[k-2]-2*L[k-3])
5 return L

2.(a) Montrer que Sp(A) = {—1,1,2}.

31
— On remarque que rg(A+I3) =rg|1l 1 0 < 3 car O] + C3 = (5, donc
01 1

—1 € Spec(A).
1 1 =2
— On remarque que rg(A —I3) =rg|1 -1 0 | <3 car —C, — Cy = C}, donc
0 1 -1
1 € Spec(A).
0O 1 =2
— On remarque que rg(A —23) =rg|1 -2 0 | < 3 car L; = Lz, donc 2 €
0O 1 =2
Spec(A).

10



On a montré que |Sp(A) = {—1, 1,2} |car A ne peut pas avoir plus de 3 valeurs propres

distinctes.
(b) La matrice A est-elle diagonalisable ? Préciser le cas échéant des matrices P inversible

et D diagonale d’ordre 3 telles que A = PDPL.
La matrice A posséde trois valeurs propres distinctes, | A est donc diagonalisable | On

-1 0 0
pose D = 0 1 0]. On détermine les espaces propres associés a chacune des
0 0 2
valeurs propres :
-1 1 4
E_ 1(A)=Vect | 1 |,Ei(A)=Vect | 1], E2(A) = Vect | 2
-1 1 1
-1 1 4
Onposealors P= | 1 1 2| et on obtient|A= PDP~!|
-1 11

3. Pour tout entier naturel n, exprimer X,, en fonction de A, n et Xj.
Montrons par récurrence que pour tout n € N, la propriété P(n) :« X, = A" Xy » est

vraie.

— Initialisation : Pour n = 0, on a A°X, = [3X, = Xy donc P(0) est vraie.

— Hérédité : Soit n € N tel que P(n) soit vraie. Montrons que P(n + 1) est vraie.
Par définition de la suite (u,), on a :

X1 =AxX,
= A x A" X, par hypothése de récurrence
= A" X,
donc P(n) est vraie.
— Conclusion : ‘Vn e NX, = A"Xo‘
4. Montrer qu’il existe (a,b,c) € R? tels que :

Vn €N, Up = a~+b(—1)" + 2"

On ne cherchera pas a expliciter les nombres a, b et c.
Montrons par récurrence que pour tout n € N, la propriété P(n) :« A" = PD"P~1 » est

vraie.
— Initialisation : Pour n = 0, on a A° = I3 et PD°P~! = P[,P~' = PP~! = [3 donc

P(0) est vraie.
— Hérédité : Soit n € N tel que P(n) soit vraie. Montrons que P(n + 1) est vraie.

On a:
A= A x A"
= A x PD"P~! par hypothése de récurrence
= PDP' x PD"P!
= PDL;D"P!
_ pprt+ip-1

donc P(n) est vraie.

11



— Conclusion : ‘Vn € NA" = pD"pP~!

(=)™ 0 0
Ainsi, Vn € NA" = P 0 1 0 | P! donc il existe (a,b,c) € R? tels que :
0 0o 27

Vn € N, Up = a+b(—1)" + 2",

12



Exercice 4 (C1-C2) Soit B = (ey, eq, €3) une base de R3. On considére I'application de
R? définie de la maniére suivante. Si u = ze; + yes + ze3 € R? (ol z,y et 2 sont trois nombres
réels), alors :

Flu) = (0 +2y — 2)er + (=20 — 3y + 32)es + (z +y — 22)es

1. Montrer que f est un endomorphisme de R3.
— Pour tout u € R3, on a f(u) € R? car f(u) est une combinaison linéaire des vecteurs
e1, ez et ez (par définition de f(u)). On a donc I'inclusion f(R?) C R3.
— Montrons que f est linéaire. Soit u = we; + yes + zes € R?, v = ae; + bey + ces € R3
et \e€R. Ona:

u+ A= (z + Aa)er + (y + Ab)ea + (2 + Ac)es
donc, par définition de f :

flu+ ) =[x+ Xa+2(y + Ab) — (2 + Ac)]er + [ — 2(z + Aa) — 3(y + Ab) + 3(2 + Ac)]es
+ [(z +Xa+y+Ab—2(z+ Ac)]es
=(r+2y—2z)es + Aa+2b—c)eg + (—22 — 3y + 32)ea + A(—2a — 3b+ 3c)eq
+(x+y—22)es+ Aa—+b—2c)es
= [(x 42y — 2)e1 + (=22 — 3y + 3z)ea + (z + y — 22)es]
+ A[(a+2b— c)es + (—2a — 3b+ 3c)es + (a + b — 2¢)es)
= [(u) + Af(v)

L’application f est donc linéaire.
Finalement :

f est un endomorphisme de R?

2. Donner la matrice M de f exprimée dans la base B de R3.
On a :

fler) = e — 2ey + €3, fles) =2e; — 3ey + e3 et f(es) = —eq + 3ex — 2e3

donc la matrice M de f exprimée dans la base B de R? est :

1 2 -1
M=1-2 -3 3
1 1 =2

13



3. Donner les éléments propres de f et montrer que f est diagonalisable.
Déterminons le spectre Sp(f) de f. Soit A € R. On a :

A€ Sp(f) < rg(M — \3) <3

Or :
1 1 —2—A LlHLg
I'g(M—/\Ig) =T1rg —2 —3—=A 3 L2
1—A 2 —1 Ly & 1Ly
1 1 —2—-A Ly
=T1g 0 —1-—2X —1 -2\ Lo+ Lo+2L4
1 1 —2-A Ly
=rg|0 —1—-X —1-2X\ Lo
0 0 -2 =3\ Ls + Ly + Lo
Ainsi :

ANESP(f) = —1-A=00u — N -3\=0 <= \ec{-3,-1,0}

On a donc I'égalité Sp(f) = {—3,—1,0}. Ainsi, f admet trois valeurs propres distinctes
et est un endomorphisme de R? qui est de dimension 3 donc :

’ f est diagonalisable‘

On remarque que :

1 1 3 0 3 3
Ml-1|=-(-1|, MmM|-1]=]0 et M|[-5|=-3]-5
0 0 1 0 2 2

ce qui se réécrit :
fler —e2) = —(e1 —ea), f(3er —ea +e3) = Ops
et f(3e1 — beg + 2e3) = —3(3e; — Hea + 2e3)

Les vecteurs e; — ey, 3e; — es + e3 et 3e; — bey + 2e3, qui sont non nuls (car la famille
(e1, €2, e3) est libre) sont donc des vecteurs propres de f associés aux valeurs propres —1,
0 et —3 respectivement. Les familles ((1,—1,0)), ((3, —1, 1)) et (3, —5,2)) sont libres
(car elles sont constituées d’un unique vecteur non nul) et les sous-espaces propres de f
sont des droites vectorielles donc :

E_1(f) = Vect(e; — e3), Eo(f) = Vect(3e; — e2 + €3)

et E_3(f) = Vect(3e; — Hea + 2e3)

4. Déterminer une base C de R? dans laquelle la matrice (notée D) de f est diagonale et
préciser le lien entre les matrices D et M.
Comme f est diagonalisable, la famille B = (e; —eq, 3e; — e+ €3, 3e; — bea +2e3), obtenue
par juxtaposition des bases des sous-espaces propres de R?, est une base de R?. De plus :

-1 0 O 1 3 3
enposant D= 0 0 O |etP= |1 —1 —5|,onalégalit¢c M = PDP!
0 0 =3 1 1 2

14



Exercice 5 (C1-C2) Soit n un entier naturel supérieur ou égal & 3. On note (eq, ..., e,)
la base canonique de R™. On considére I'endomorphisme v de R™ défini par :

1.(a)

u(er) = u(e,) = Zek et VEk € [2,n — 1], u(ey) = e,
k=1
Déterminer une base de Im(u). L’application u est-elle bijective ?
Comme (eq,...,e,) est une base de R”, on a :
Im(u) = Vect(u(er), u(e2), ..., u(e,)) = Vect(eg + - -+ + €5, €,)
d’apreés les données de 1'énoncé. Les vecteurs :
er+-te,=(1,1,...,1) et e, =(0,...,0,1)

ne sont pas colinéaires donc la famille (e; + -+ + €, e,,) est libre. Cette famille est de
plus génératrice de 'image de u d’apres I'égalité précédemment obtenue. Ainsi :

une base de Im(u) est (e; + -+ €,,€,)

La base obtenue est constituée de deux vecteurs donc dim(Im(u)) = 2. Comme n > 3,
on a en particulier dim(Im(u)) # dim(R") (la dimension de R™ étant égale a n). Ainsi,
I’application u n’est pas surjective, ce qui implique que :

‘u n’est pas bijective‘

Donner une base du sous-espace propre de u associé a la valeur propre 0.
Le sous-espace propre de u associé a la valeur propre 0 est le noyau de u. Comme R"™
est de dimension finie, on a d’aprés le théoréme du rang :

dim(R") = dim(Ker(u)) + dim(Im(u)) c’est-a-dire dim(Ker(u)) =n — 2

On sait que u(e;) = u(e,) donc, par linéarité de u, on a u(e; — e,) = Ogn. Le méme
raisonnement permet d’obtenir que u(ey — e3) = Ogn pour tout k € [3,n — 1]. Ainsi,
(61 — €n,€3 — €9,...,6,_1 — €2) est une famille d’éléments du noyau de u de cardinal
n — 2. Comme on sait de plus que dim(Ker(u)) = n — 2, il suffit d’établir la liberté de
cette famille pour prouver qu’elle constitue une base de Ker(u).

Soit (A1,..., Ay_2) € R"2 tel que :

)\1(61 - Gn) + A2(63 - 62) + -+ /\n—2(en—1 — 62) = ORn

Alors :
)\161 + (—)\2 — = >\n72)€2 + /\263 + )\364 + -+ )\nfgenfl — )\1€n = ORH
Or la famille (eq,...,e,) est libre (puisqu’il s’agit de la base canonique de R™) donc :
( )\1 = 0
S VR W
)\2 - 0
A3 =0 cest-a-dire  Vke[l,n—2], N =0
)\,172 - O
\ —)\1 - O
Ainsi, la famille (e; — ey, e3 — €2, ...,e,_1 — €3) est libre. Finalement :
une base de Ker(u) est (e — e,,e3 —€2,...,6,1 — €3)

15



2. Montrer que tout vecteur propre de u associé a une valeur propre non nulle appartient a
I'image de wu.
Soit x € R™\ {Ogn~} un vecteur propre de u associé a une valeur propre non nulle \ € R*.

On a donc u(x) = Az. Comme A # 0, on peut écrire que x = Xu(a:) soit encore (par

1
linéarité de u) = = u <X1‘> Le vecteur x appartient donc & I'image de u. Ainsi :

‘tout vecteur propre de u associé a une valeur propre non nulle appartient a I'image de u‘

3. En déduire les sous-espaces propres de u. L’endomorphisme u de R™ est-il diagonalisable 7
On sait que 0 est valeur propre de u et que le sous-espace propre associé est de dimension
n — 2 (d’aprés la question 1.(b)). Déterminons les valeurs propres non nulles de u. Soient
A€ R* et z € R". Alors x est un vecteur propre de u associé a la valeur propre \ si
et seulement si il existe (o, 3) € R?\ {(0,0)} tel que x = ale; + -+ + €,) + fe, avec
u(r) = Az. Soit (a, B) € R% Par linéarité de u, on a :

u(x) = Ar <= afu(er) + - +ule,)) + fule,) = Aaler + -+ en_1) + AMa + fe,,
— 2a+pB)(e1+--+en)+(n—2)ae, =Aa(er + -+ e,1) + AMa+ PBe,
= (2a+PBer+---+ 2a+ PBen—1 + (na+ Be, = Aafer + -+ e,-1)
+ Ma+ B)en

na+ = Na+f)

2-Na+8=0
— { (n—Na+(1-NB=0

= () 6)-0)

Ainsi, A est valeur propre de w si et seulement s’il existe («, ) # (0,0) vérifiant I’égalité

= { 2a+f=a (car la famille (eq,...,e,) est libre)

) . ) ) 2—A 1
précédente. Un tel vecteur existe si et seulement si la matrice N\ 1—2\ n’est pas
inversible c’est-a-dire si et seulement si le déterminant de cette matrice est nulle. Or :
2—A 1 9
n— 1_)\'—)\—2/\—1-2—71

Le discriminant de ce trindme du second degré vaut 4(n — 1) > 0 car n > 3. Ainsi, les
racines du trinome (et les valeurs propres non nulles de ) sont :

A=1—-+vn-1 et Ay =14++vVn-—1 (on a bien A\_ # 0 et Ay #0)
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En reprenant les notations et la chaine d’équivalence précédente, on a :

u(z) = Az (iii 1—1)\) (g) N (8)
(n ii\r/@—;il \/nl— 1) (g> N (8)
— { (n(itﬂ)a i \/% z 8 il

1+vn—1a + g =0 Ly
0 = 0 Lo+ Lo—+v/n—11L4

!

f=—-1+vn—-1a
x:a(el+---+en—(1+\/n—1)en)
x € Vect(ey + -+, — (1+vVn—1)e,)

rre e

Ainsi, le sous-espace propre de u associé a la valeur propre A_ est :
E, = Vect(el + - -+e,m1— VN — 1en)

La famille (61 4+ Fep1—vVn — 1en) est génératrice de E,_ et elle est libre car constituée
d’un unique vecteur non nul. Il s’agit donc d’'une base de E,_.
De la méme manieére, on a :

E\, = Vect(e; + -+ + ep1 + vV — ley)

et une base de E,, est (61 +--te,1+Vn— 1en).
On sait que u admet trois valeurs propres (distinctes) : 0, A_ et A,. On a de plus :

dim(Eg(u)) + dim(Ey_(u)) + dim(Ey, (v)) = (n —2) + 1+ 1 = n = dim(R")

Comme u est un endomorphisme de R™, on peut donc conclure que :

u est diagonalisable

Exercice 6 (C1-C2-C3) On considére les matrices :

-2 1 0 -1 1 0
A=1|-1 1 1 et b=10 -1 1
1 -2 =2 0O 0 -1

de Mg(R)

1. Montrer que Sp(A) = {—1} et déterminer le sous-espace propre associé.
On trouve que A admet —1 pour unique valeur propre et que le sous-espace propre associé
est B_1(A) = Vect((1,1, -1)).

2. Justifier que les matrices A et B sont semblables.
On note f 'endomorphisme de R? dont la matrice canoniquement associée est A. Alors
A et B sont semblables si et seulement s'il existe une base B = (u,v,w) de R? telle que
flu) = —u, f(v) =u—wvet flw) =v—w. Le vecteur u = (1,1, —1) convient d’aprés la
question 1. Ensuite, on cherche les vecteurs v et w en résolvant les systémes associés. On
trouve v = (0,1, —1) et w = (0,0, 1). On vérifie aussi que la famille (u, v, w) est bien une
base de R3.
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3. En déduire I'expression de la matrice A™ en fonction de n pour tout n € N.
On note P la matrice de passage de la base canonique vers la base B obtenue a la question
2:
10 0
pP=(11 1 0
-1 -1 1

D’aprés les formules de changement de base, on a 1'égalité A = PBP~1L.
Montrons par récurrence que pour tout n € N, la propriété P(n) :« A" = PB"P~1 » est
vraie.
— Initialisation : Pour n = 0, on a A° = I3 et PB°P~! = P3P~ = PP~! = I3 donc
P(0) est vraie.
— Hérédité : Soit n € N tel que P(n) soit vraie. Montrons que P(n + 1) est vraie.
On a:

ATl = A x A"
= A x PB"P~! par hypothése de récurrence
= PBP™' x PB"P"!
= PBL;B"P™!
_ pprtip-1

donc P(n) est vraie.

— Conclusion : |¥n € N, A" = PB"P~!

Il reste & calculer les puissances de B. On utilise la formule du binoéme de Newton avec
010

les matrices —I3 et N = |0 0 1], en remarquant que N*¥ = 0 Ms(R) pour tout entier
000

k > 3. On peut appliquer la formule du binéme de Newton puisque les matrices —1I3 et

N commutent. Soit n > 2, on a :

B" = (N — I)"
_ kz; (Z) N*(—I;)n*

=N+ (T) NY—I3)" ' + (g) N?(=13)""% + Opqy(ry car Vk >3, N¥ =0

=1 (™' ()22 1 (-1)"'m0 0 1)

Ainsi, |[Vn >2, B"= (1 (=1)"'n (=120 1 (=1)"'n0 0 1)|

Pour finir, il faut encore calculer P~1. On obtient

1 00
Pl=1-110
0 11

On calcule maintenant A = PB"P~1.
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Exercice 7 (C1-C2-C3) Soit m € R. On considére la matrice :

1 m m
A=1-1 1 -1 EMg(R)
1 0 2

Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur m pour que A soit diagonalisable dans
M;(R).
Soit m € R. Déterminons le spectre de A. Soit A € R. On a :

A€ Sp(A) < rg(A—\3) <3

Or :
1 0 2—A LIHLg
rg(A— M) =rg| -1 1-Xx -1 Lo
1—A m m L+ Ly
1 0 2—A Ly
=T1g 01—\ 1—A Lo+ Li+ Lo (1)
On a donc :

AMESP(A) <= 1-N)(-N+3A+m—-2)—(1-A\m=0
= (1-AN)(-A+31-2)=0
— (1-2)*A-2)=0

— Ne{l,2}
e On a donc d’aprés (1) :
1 0 O 1 0 O Ly
rg(A—2I)=rg|0 -1 1] =rg|0 -1 -1 Lo
0 m m 0 0 0 Ly < L3 +mLy

=2

Le théoréme du rang pour les matrices nous donne alors (en notant E;(A) et Eq(A) les
sous-espaces propres de A :

3 =rg(A—2I3) + dim(Es(A)) c’est-a-dire dim(Es(A)) =1

e En utilisant & nouveau (1), on a :

1 0 1
rg(A—1I3)=rg|(0 0 0] = 9 «imeR
0 m

{1 sim=20
m

Le théoréme du rang pour les matrices nous donne donc :

. 2 sim=0
am@ () ={ 5 S

La somme des dimensions des sous-espaces propres de A vaut donc :

3 sim=20

dim(E;(A4)) + dim(E(A)) = { 2 simeR*

Or A est diagonalisable si et seulement si la somme de ses sous-espaces propres est égale
a 3 (la taille de A). Finalement :
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‘la matrice A est diagonalisable si et seulement si m = 0. ‘

Exercice 8 (C1-C2) Pour tout nombre réel z, on pose :
h@)=e® @) =e,  f@)=sin@) et fux) = cos(a)

On pose B = Vect(f1, fo, f3, f1)-
1. Montrer que la famille B = (fi, fo, f3, f4) est une base de E.

Par définition, la famille B est génératrice de E. Montrons que c¢’est une famille libre. Soit
(A1, A2, Az, \y) € R tel que

Afi+ Xafo+ Asfs + Mafa = 0g. (2)

On évalue en x = 0 I’équation (2) et ses dérivées premiére, deuxiéme et troisiéme (toutes
ces fonctions sont C*(R) comme fonctions usuelles). On obtient le systéme suivant :

AM+X+N = 0 ( Ayo= 4N
3\ —A+XA3 = 0 A3 = 8\
N Fh—N = 0 e = —5\
2T\ — A — X = 0 [ 27— X=X = 0

(N = 0
e s =0
)\2 = O
\)\1 — O

donc la famille B est libre, ¢’est donc une base de E.

2. Soit h € R\ 7Z. On définit l'application T, qui & f € E associe I'application g définie
par :
Vz € R, g(x) = f(z+h)

Montrer que 7}, est un endomorphisme de E et donner sa matrice M dans la base B.
Soit h € R\ 7nZ fixé. On pose f € E et on explicite Ty, (f).
Soit (A1, A2, A3, Ay) € R? tel que

J=Afi+Xafo+ Asfs + Aufa.
On obtient :

Th(f) = Th(Mf1 + Xafo + A3 fs + Aafa)
= (z = Mfi(z + k) + Xafo( + h) + A3 fa(z + h) + Aafa(z + h))
= (z = Me™ fi(z) + doe " fo(x) + As(cos(h) f3(x) + sin(h) fa(z))
+ As(cos(h) fa(z) — sin(h) f3(z)))
= (1 Me™ o) £ e ) + (g cos(h) — Aesin(B)) )
+ (Agsin(h) + Mg cos(h)) fa(z))

donc T),(f) € E. On montre simplement que 7}, est un endomorphisme de E. Sa matrice
associée dans la base B est la suivante :

et 0 0 0
0 e* 0 0
0 0 cos(h) —sin(h)
0 0 sin(h) cos(h)
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3. Donner les valeurs propres de T} et étudier sa diagonalisabilité dans R.

On détermine les valeurs propres de T},.

A€ Sp(Ty) <= rg(M — M) <4

e3h — )\ 0 0 0
=T 0 et = A 0 0 <4
& 0 0 cos(h) — A —sin(h)
0 0 sin(h) cos(h) - A
s _ cos(h) — —sin(h) \
<= A=¢e¢"oul=¢e¢ "ou det( sm(h cos(h) — A =0

= A= ou A =e" ou (cos(h) — \)* +sin(h)* = 0

= A=c"oul=c"ou A —2\cos(h) +1=0
or le discriminant du polynéme X2 —2cos(h)X + 1 vaut A = 4(cos(h)? —1) = 4(cos(h) —
1)(cos(h) +1) <0 (car h € R\ 7Z) donc la derniére équation n’a pas de solution réelle.
Ainsi,|Sp(T},) = {e*", e "} |,

On déterminer ensuite les espaces propres associés. On trouve

Egsn = Vect(f1) et E,—n = Vect(f2)

donc la somme des dimensions des espaces propres vaut 2 alors que la taille de la matrice
M est 4, c’est que I'endomorphisme ‘Th n’est pas diagonaliable.‘

1 -2
1 4

Exercice 9 (C1-C2) 1. On considére la matrice A = ( ) € My(R). Montrer

qu’il existe des matrices P et D de My(R) (a expliciter) telles que A = PDP~!.
On cherche a diagonaliser A. On commence par déterminer ses valeurs propres.

A€ Sp(A) <~ det(A - AIQ) =0
=7 ‘

<:><1—>< \) +2=
<— A=2o0ulA=3

donc |Sp(A) = {2,3} |. A est donc une matrice de taille 2 qui admet deux valeurs propres

distinctes, c’est donc que A est diagonalisable.
On détermine les espaces propres associés :

FEy = Vect (_12) FE5 = Vect (_11)

(20 (=2 1 B .
D—(O 3),P—(1 _1>,onaA—PDP i

et on pose donc
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On suppose qu'il existe deux fonctions f et g de classe C! sur R (que I'on cherche a déter-
miner) telles que :

f@&) = f@) — 29(t)
wer {0 200 0 )
et pour tout nombre réel ¢, on pose X (t) = (i;((g) et X'(t) = (‘5,,((2)

2. Traduire matriciellement le systéme (S).
On remarque que | X € § <= Vt e R, X'(t) = AX(?) |

3. Soit t € R. On pose Y (t) = P71 X(t). Que vaut Y'(¢)?
Soit t € R, on a :

Y't)=P ' X'(t) =P 'AX(t) = D P 'X(t) = DY ().
~—— N ——
Ax() ~ bpPT! Y (t)

donc |Y'(t) = DY (¢) |

4. Donner un systéeme différentiel vérifié par la fonction Y. En déduire les fonctions f et g.

On note Y (t) = (ggjl 8) Comme Y'(t) = DY (t), on obtient le systéme différentiel :
2

() = 2m()
vieR, {im ~ i)

Ainsi, il existe (C},Cy) € R? tel que pour tout t € R, y;(t) = Cre? et yo(t) = Coe®.
Or Y(t) = P7'X(t), donc X (t) = PY(t), d’ou

vVt € R, X(t):(

—201€2t + C’ge?’t
01€2t _ 02631&
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Exercice 10 (C1-C2) On consideére les fonctions de classe C*° sur R suivantes :
t 3 t 3
fit—se, g:t—>e" 2 cos (%t) et h:t—— e 2 sin (%t)

On note F le sous-espace vectoriel de C*°(R, R) engendré par la famille B = (f, g, h).

1. Montrer que la dimension de F est égale a 3.
Par définition de F, la famille B est une famille génératrice de F. Montrons que cette
famille est libre. Soit (a, 3,7) € R3 tel que af + Bg + vh = Op. On a donc :

VteER,  af(t)+Bg(t)+yh(t) =0

c’est-a-dire :
t 3 t 3
vVt € R, ae’+ e 2 cos (L—t) +ve 2 sin<\/_t> =0

ce que l'on peut réécrire :

3t 3t
vVt e R, a+ e 2 cos <\/—§t> +7ve” 2 sin (?t) =0 (3)

V3 3t 3t 3 3t
Pour tout t € R, on a —1 < cos Tt <ldonce 2 <e 2 cos Tt <e 2.0r

. st .8t V3 :
lim e 2 =0, on a également lim e 2 cos | —¢ | = 0. Le méme raisonnement avec
t—+00 t—+00 2
: . . _8 3 .
le sinus permet d’obtenir que lim e 2 sin Tt = 0. En faisant tendre ¢ vers +oo
t—+00

3
dans (3), on obtient @ = 0. En reprenant (3) et en divisant par e” 2 # 0, on a :

vVt € R, [ cos (?t) + 7 sin (?t) =0

™

V3

donc libre. Finalement :

la famille B est une base de F et donc dim(F) = card(B) = 3

Les choix t =0 et t = fournissent respectivement 5 = 0 et v = 0. La famille B est
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2. On considére l'opérateur D de dérivation sur F défini par D(u) = «’ pour tout u € F.
Justifier que D est un endomorphisme de F et déterminer la matrice A de D dans la base
B. L’application D est-elle diagonalisable dans R 7 dans C?

On sait que 'opérateur de dérivation est linéaire. Montrons que D(F) C F. Soit y € F. I
existe alors (o, 3,7) € R3 tel que y = a.f + Bg + ~vh. Par linéarité de D, on a donc :

D(y) = aD(f)+ BD(g) +vD(h) = af' + Bg + I

c’est-a-dire, pour tout £ € R :

D(y)(t) = ae’ — ge_% coS (%gt) — ﬂ\/Tg e_% sin (?t) _ %e_% sin (%ﬁ )
+7\/7§ e_% cos (?t)
=af(t) + (7\/75 — g) g(t) + (—% — 5?) h(t)

Autrement dit :

D(y) = af + <7§—§)g+ (—%—6\/75)h

Comme D(y) s’exprime comme combinaison linéaire de f, g et h, on a D(y) € F. On a
donc bien l'inclusion D(F) C F. Finalement :

‘D est un endomorphisme de F‘

On a D(f) = f (en choisissant &« = 1 et § = v = 0) dans le calcul précédent et, en
procédant de la méme maniére, on trouve que :

1 \/§ \/§ 1
D(g) = ——g — X2 D(h) = Y2, _ 2
(9) 59— 5 h et (h) 59 h

Ainsi :

0

1

NS

2
_ V3

2

w

1
la matrice A de D exprimée dans la base Bde Fest A= |0 —
0

N | +—=
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Déterminons le spectre réel de D. Pour tout A € R, on a :

1oy 0B

AeSp(D) <= 1g(D—\5) <3 <= A=1ou | ’ 2 =0
—f -f-a
1 23

A=1 ) 2=

— 0u<2 >+4 0

e A=louXN+A+1=0

= A=1
car le trinome X2 + X + 1 n’admet pas de racine réelle. Le spectre réel de D est donc
Sp(D) = {1}. Un calcul immédiat fournit rg(D — Idgs) = rg(A — I3) = 2. On peut
appliquer le théoréme du rang puisque F est de dimension finie (égale & 3) et on a (en
notant E;(D) le sous-espace propre de D associé a la valeur propre 1) :

dim(F) = dim(E, (D)) + rg(D — Idgs) c’est-a-dire dim(E(D)) =1

En particulier, dim(E;(D)) # dim(F) donc D n’est pas diagonalisable dans R.
i3

—1
Les racines du trinome X2 4+ X + 1 sont — donc le spectre complexe de D est,

d’aprés ce qui précede :

—1—iV3 —1+iV3
Sp(D) = {1, 5 , 5 }

En particulier, D admet trois valeurs propres différentes et est un endomorphisme de
I’espace vectoriel F' qui est de dimension 3 donc D est diagonalisable dans C.

. Déterminer une base de Ker(D? + D + Idp). En déduire que D? + D est diagonalisable.
On a:
Ker(D*+ D +1dp) = {u € F |u" + v +u=0p}

Le noyau de D? + D + Idp est donc l'ensemble des éléments de F qui sont solution de
I’équation différentielle linéaire du second ordre homogéne v’ + v’ + u = 0. L’équation

—1+iV/3

caractéristique associée 22 + x + 1 = 0 admet pour racines (réelles distinctes) 5

Ainsi :
t ¢
Ker(D?* + D +1Idg) = {t — Ae 2 cos (?t) + Be 2 sin (%gt) ‘ (A, B) € RQ} NF

={Ag+ Bh|(A,B) e R®*} NF
= {Ag+ Bh| (A, B) € R?*}

car g et h sont des éléments de F et F est un espace vectoriel donc {Ag + Bh | (A,B) €
R?} C F. La famille (g, h) est génératrice de Ker(D? + D + Idy) et elle est libre car elle
est une sous-famille de la famille libre B.

Déterminons la matrice de 'endomorphisme Ker(D? + D + Idg) (noté A) dans la base B
de F. On sait que A(g) = A(h) = Op. De plus, D(f) = f donc A(f) = 3f. La matrice
cherchée est donc :

MatB,B(A) =

o O W
o OO
o O O

La matrice obtenue est diagonale donc :
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I'endomorphisme A de F est diagonalisable (dans la base B

Exercice 11 (C1-C2) On considére la matrice :

0 2 1
J=10 -1 2 EMg(R)
0 1 0

et on note f 'endomorphisme de R? dont la matrice est J dans la base canonique de R3.

1. Déterminer les valeurs propres de f et les sous-espaces propres correspondants. Montrer
que f est diagonalisable. On déterminera une base de vecteurs propres de f dans laquelle
la matrice de f est diagonale.

Apreés calcul, on trouve |Sp(J) = {—2,0,1} | J est une matrice de taille 3 et posséde 3

valeurs propres distinctes donc J est diagonalisable. Les espaces propres correspondants
sont

-3 1 3
Eo=Vect| 4 |, Eg=Vect | 0], F4y =Vect | 1
—2 0 1
3
Ces espaces propres nous donne la base de diagonalisation de f, on note ¢y = | 4 |,
—2
1 3
co=10)etes=11
0 1

On considére dans la suite une base C = (¢, ¢g, ¢3) formée de vecteurs propres de f.

2. On suppose qu’il existe un endomorphisme g de R? tel que g*> = f (on dit que g est une
racine carrée de f).
(a) Montrer que go f = fog.
Onagof=gog?=g’=g°cg=fogy.
(b) Soit i € {1,2,3}. Montrer que si ¢; € Ey,(f) alors g(¢;) € E\,(f). En déduire que g(c;)
et ¢; sont colinéaires.
Soit i € [[1,3], on a :

fg(ci)) = fogle) =go fle) = g(Aei) = Ag(ci)

donc | g(c;) € Ex(f) |
Comme F),(f) = Vect(c;), on a donc g(¢;) colinéaire a ¢; : |Ju; € R, g(¢;) = pic; |

(c¢) En déduire que g est diagonalisable dans la base C.

pr 00
La matrice de ¢ dans la base C est donc la suivante : | 0 e 0 |, donc
0 0 us

’ g est diagonalisable dans la base C.
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(d) Existe-t-il une matrice M de M3(R) vérifiant M? = J? Expliquer comment trouver
une matrice M de M;(C) vérifiant M? = J.
Dans la base C, puisque ¢g? = f on aurait
2

w00 -2 0 0 (1)? = =2
0 py O = 0 00 <~ (,UQ)Q =0
0 0 pus 0 01 (h3)? = 1

mais la premiére équation n’a pas de solution réelle. C’est donc qu’il n’existe pas
d’endomorphisme ¢ tel que g = f, et donc pas de matrice M de Mj3(R) vérifiant
M?=].

Exercice 12 (C1-C2) Soit A = (_1125 _1?3> € M3(R).

1. Montrer que A est diagonalisable et diagonaliser A. On notera dans la suite A = PDP~1
la diagonalisation obtenue.

Apreés calcul, on trouve |Sp(J) = {—3,2}| A est une matrice de taille 2 et posséde 2

valeurs propres distinctes donc A est diagonalisable. Les espaces propres correspondants

sont
-2 1
E_3 = Vect ( 3 ) , Fy = Vect (_1> .

On note donc D = (_03 g) et P = <_32 _11> et on obtient | A = PDP~1|

2. On cherche maintenant le commutant de A (noté C(A)), c’est-a-dire I'ensemble des ma-
trices de Ms(R) qui commutent avec A :

C(A) = {B € My(R)| AB = BA}

(a) Soit M € My(R). Montrer que M appartient & C(A) si et seulement si les matrices
N = P 'MP et D commutent.

On a:

MecC(A) — AM =MA
< PDP'M = MPDP™!
< P 'PDP'M =P 'MPDP™!
< DP'M =P 'MPDP!
< DP'MP=P'MPDP'P
<= DP'MP=P'MPD
<= DN = ND.

(b) Montrer qu’une matrice de My(R) commute avec D si et seulement si elle est diagonale.

Soit M = (m“ m“) € My(R). On a :

ma1 M22

MD = DM «— (—3m1,1 2m1,2) _ (—3m1,1 —3m172)

—3m271 2m272 2m271 2m272

{ mio = 0
e ’
ma1 = 0

<= M est diagonale.
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(c¢) En déduire C(A).
N est une matrice qui commute avec D, donc N est une matrice diagonale :

2 _ (i O
H(MlaMQ)ERaN_(O M?)

On aalors N = P'!MP <= M = PNP™!, donc:

C(A) = {P (’61 52) PY (o) € RQ} :

Exercice 13 (C1-C2) Soit n € N*. On considére I'application ® définie par :
VP € R,[X], ®(P)=(X-X?)P'+(1-2X)P

1. Montrer que ® est un endomorphisme de R,,[X]. Déterminer sa matrice M exprimée dans
la base canonique de R, [X].

— Soit P € R,[X], on a deg(P”) < deg(P) — 2, donc deg((X — X?)P") < deg(P), de
plus deg(P’) < deg(P) — —1, donc deg((1 — 2X)P") < deg(P), et donc par somme
deg(f(P)) < deg(P), donc f(P) € R,[X].

— Montrons que ® est une application linéaire. Soient (p, Q) € (R,[X])? et (A, u) € R?,
calculons

FOP +pQ) = (X = X*)(AP + pQ)" + (1 = 2X)(AP + Q)’

= (X — XHAP" + Q") + (1 — 2X)(AP' + uQ') par linéarité de la dérivation

=AM(X = X)P"+ (1 -2X)P') + p((X - X*)Q" + (1 — 2X)Q")
= Af(P) +1f(Q)
Ainsi ® est un endomorphisme de R, [X].

Déterminons sa matrice dans la base canonique de R,[X]. On calcule les images des
vecteurs de base :

f(1)=0
f(X)=1-2X
f(X?) =4X — 6X?
Vk >3, f(XF) = E2XF — k(k+ 1) X"

01 0 0

0 -2 4 0
0 -6 9 0
A= 0 ~12 16
0 0 —20
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2. Déterminer les valeurs propres de .
On remarque que la matrice A est triangulaire supérieure donc ses valeurs propres sont

ses coefficients diagonaux. On a | Sp(®) = {—k(k+ 1), k € [0,n] |

3. L’application ¢ est-elle diagonalisable ? bijective 7 Justifier.
L’application ® posséde n + 1 valeurs propres distinctes dans un espace de dimension
n + 1, donc ® est diagonalisable.
Comme 0 € Sp(®), 'application ® n’est pas bijective.

Exercice 14 (C1-C2) Soit n un entier naturel supérieur ou égal & 3. On note F 'espace
vectoriel R, [X]. Pour tout P € F, on pose :

f(P)=(X*+1)P"—2XP

1. Montrer que f est un endomorphisme de E et déterminer sa matrice dans la base cano-
nique de E.
La méme méthode que celle utilisée dans 1’exercice 13 permet d’obtenir que f est un
endomorphisme de E.
Pour tout k € [0,n], on a :

FX?) = (X2 4+ DE(k — DX = 2XEXF = k(b — 3)XF + k(k — 1) X2
La matrice M de f dans la base canonique (1, X,..., X™) de E est donc :

o o0 2 0 ... ... 0
M=|0 -2 0 :

2. Déterminer I’ensemble des valeurs propres de f.
La matrice M est triangulaire (supérieure) donc les valeurs propres de f sont les coeffi-
cients diagonaux de M. Le spectre de f est donc :

Sp(f) = {k* =3k |k € [0,n]}
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3. Résoudre 'équation différentielle (22 + 1)y’ — 2zy = 0 dans R et en déduire une base de

Ker(f).
On a :

2x
1+ 22

Cette équation différentielle, notée (€) est linéaire, du premier ordre et homogéne. Une

VeeR, (2°+ 1)y —22y =0 <= Vo €R, ¢/ — y=0 (car 1+2°+#0)

sur R est z — —In(1+2?). L’ensemble

primitive de la fonction continue x — — T2
x
des solutions de (£) sur R est donc :

{x — C e+ ’ Ce R} = {x — O(1+ 2?)

CeR}

Soit P € E. Alors :

P e Ker(f) < f(P) =0 <= P’ est solution de (£) sur R
< JOER, P =C(1+ X?

3
< 3(C,D) € R?, P—C(X+X?)+D

XS
< P € Vect <X—|—?,1)

Le noyau de f est donc :

Ker(f) = Vect(3X + X3 1)
La famille (3X + X3 1) est donc génératrice de Ker(f) et elle est libre car constituée de
deux polynémes de degrés différents. Ainsi :

(3X + X3,1) est une base de Ker(f)

4. Montrer que Ker(f +2Idg) C Ry[X] et en déduire Ker(f + 21dg).
— Montrons que Ker(f + 21dg) C Ry[X] en raisonnant par I’absurde.
On suppose qu’il existe un polynéome P de E de degré d supérieur ou égal a 3 apparte-
nant a Ker(f+21Idg). Il existe alors (ag, . . ., aq) € R4 tel que P = ag X%+ - -+a; X +ag
avec ag # 0 (et d > 3). L’égalité f(P) = —2P nous méne alors en identifiant les termes
en X34

—2aq = d(d — 3)aq,
or d(d—3) >0 car d > 3, et ag # 0, donc on obtient une contradiction.
Ainsi, on a montré que |Ker(f + 21dg) C Ry[X] |
— Soit P € Ker(f + 2Idg), on sait que P € Ry[X], donc on pose (a,b,c) € R3 tels que
P =aX?+ bX + c. On obtient alors :
f(P)=—-2P < (X*+1)P"—2XP = -2P
(X?+1)2a — 2X(2aX +b) = —2(aX*+bX +c)
—2aX” — 2bX 4 2a = —2aX* — 2bX — 2c

—
—
<~ a4 = —c¢C

& P=—-cX*+bX+c
& P=c(-X*+1)+bX
<= P ¢ Vect(—X*+1,X)

donc Ker(f +21dg) = Vect(—X?+ 1, X). Ces polynomes sont de degré distincts donc
forment une famille libre, donc une base de Ker(f + 21dg).
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5. Conclure quant a la diagonalisabilité de f.
On a montré que Sp(f) = {k:2 — 3k ’ k € o, n]]} On se demande si ces valeurs propres
sont distinctes. Soit (k,1) € [0, n] avec k # [ tel que

kK —3k=10-3l < k> —1*=3k—3l
— (k—U)k+1)=3k—-1)
<~ (k+1)=3cark#I

donc les seuls cas d’égalité entre deux valeurs propres sont

— k =0etl = 3, qui correspondent & k* — 3k = 0. L’espace propre associé¢ est de
dimension 2, comme nous ’avons montré en question 3.

— k =1et !l =2, qui correspondent & k? — 3k = —2. L’espace propre associé est de
dimension 2, comme nous ’avons montré en question 4.

Pour tous les autres cas, les valeurs propres sont distinctes, ce qui nous fait n — 3 valeurs

propres en plus de 0 et —2. Les espaces propres associés sont de dimension au moins 1,

et n—3+2+2=n+1=dim(R,[X]), donc f est diagonalisable.

Exercice 15 (C2) Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit f un endomor-
phisme de E tel que :

fPrf-2ldp=0ym), f#-2lds, f#Idg

1. Déterminer les valeurs propres possibles de f.
Soit A € K une valeur propre de f. Notons x # Og un vecteur propre associé. On a
f(x) = Az et f2(x) = Nz, donc

)+ fx)—22=05 <= Nz+Ar—-22=0p < N +)1-2=0

car  # Op. Les racines du polynéme Y2 +Y — 2 sont 1 et —2, donc
‘si A est valeur propre de f alors A =1ou A = —2.‘

2.(a) Montrer que Im(f + 2Idg) C Ker(f — Idg).
Soit x € Im(f + 2Idg), il existe u € E tel que

(f +2ldp)(u) =2 <= f(u)+2u = x.
On a donc

f(x) = f(f(u) + 2u)
= f*(u) + 2f(u) par linéarité de f
= —f(u) + 2u+2f(u) car f* = —f + 2ldg
= f(u) +2u

=T

et ainsi x € Ker(f —Idg). On a prouvé que | Im(f + 2Idg) C Ker(f —Idg) |

(b) Montrer que Im(f + 2Idg) # {0g}.
Comme f # —2Idg, il existe z € E tel que f(z) # —2z, et donc tel que f(x)+2z # Og.
Cela signifie que Im(f + 21dg) # {0g}.

(¢) En déduire que 1 est valeur propre de f.
On a montré que Im(f + 21dg) # {0g} et que Im(f + 2Idg) C Ker(f — Idg), on en
déduit que Ker(f —Idg) # {0g}, et donc que ‘ 1 est valeur propre de f ‘
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3. Montrer de méme que —2 est bien valeur propre de f.

— Soit € Im(f — Idg), il existe u € E tel que
(f —Idg)(u) =2 <= f(u) —u=x.
On a donc
f(x) = f(f(u) —u)
= f*(u) — f(u) par linéarité de f
= —f(u) +2u — f(u) car f* = —f + 2Idg

= —2f(u) 4+ 2u
= -2

et ainsi x € Ker(f + 2Idg). On a prouvé que | Im(f — Idg) C Ker(f + 2Idg) |.
— Comme f # Idg, il existe x € E tel que f(z) # z, et donc tel que f(z) —z # 0p. Cela
signifie que Im(f — Idg) # {0g}.
— On a montré que Im(f — Idg) # {0g} et que Im(f — Idg) C Ker(f + 2Idg), on en
déduit que Ker(f 4 2Idg) # {0g}, et donc que ‘—2 est valeur propre de f‘

4. Montrer que f est diagonalisable.
On a montré :
o Im(f +2ldg) C Ker(f —Idg) donc on a rg(f + 2Idg) < dim(E£})
o Im(f —Idg) C Ker(f + 2Idg) donc on a rg(f — Idg) < dim(E_»)
On obtient donc

dim(E) + dim(E_5) > rg(f — Idg) + rg(f + 2Idg).

De plus, par théoréme du rang, on a :

e dim(F) = dim(F;) +rg(f — Idg) donc on a rg(f — Idg) = dim(£) — dim(E))

o dim(F) = dim(E_5) + rg(f + 2Idg) donc on a rg(f + 2ldg) = dim(F) — dim(F_»)
Ainsi, on obtient :

dim(E))+dim(FE_5) > 2dim(E)—dim(E;)—dim(F_,) < dim(F;)+dim(E_5) > dim(FE).
On a toujours dim(E;) + dim(E_5) < dim(F), donc on vient de prouver que

dim(F,) + dim(E_5) = dim(FE),

autrement dit que ‘ f est diagonalisable ‘
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Exercice 16 (C2) Soient £ un R-espace vectoriel, f € L(E) et A € R.

1. Montrer que si A\? est valeur propre de f?, alors A ou —\ est valeur propre de f.
Supposons que A? soit une valeur propre de f2. Il existe alors x € E \ {0g} tel que

f?(x) = \?z. On a alors :
(f* — Aldg)(x) = 0g ce qui se réécrit (f = AMde)((f + Adg)(x)) =0g

Ainsi, (f + Mdg)(x) € Ker(f — A1dg). On distingue alors deux cas.
e Premier cas : on suppose que Ker(f — Aldg) = {0g}.
Dans ce cas, A est valeur propre de f.

e Deuxiéme cas : on suppose que Ker(f — Aldg) # {0g}.
Alors (f + A1dg)(z) = Op, c’est-a-dire f(z) = —Az. Comme x # Og, on en déduit que
—\ est une valeur propre de f (et x en est un vecteur propre associé).

Finalement :

si A% est valeur propre de f2, alors —\ ou A est valeur propre de f

2. ii f:f e?t bijectif et si A et valeur propre de f, montrer que A # 0 et que % est valeur propre
e f7h
Supposons que f soit bijectif et que A soit une valeur propre de f. Comme f est bijectif,
f est en particulier injectif et donc 0 n’est pas valeur propre de f. Ainsi, A # 0. On sait
qu’il existe z € £\ {0g} tel que f(z) = Az. Comme f est bijective, on peut appliquer la
fonction f~! dans cette égalité et on obtient, puisque f~! est linéaire :

@) = 0a)  Cestandire @ =1dg(x) = Af 7 (a)

1
soit encore f~1(z) = 3F car A # 0. Comme x # 0, on peut conclure que :

1
3 est une valeur propre de f~!
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Exercice 17 (C1-C2, oral Agro-Véto 2017) Pour les programmes python, on pourra
utiliser la fonction 1inalg.matrix_rank() du module numpy, qui permet de déterminer le rang
d’une famille de vecteurs.

Exemple d’utilisation de cette fonction :

import numpy as np
V = np.array([[1,2,1] , [2,3,2]])
print(np.linalg.matrix_rank(V))

La valeur renvoyée par python est alors : 2.

-4 -3 -3
On considére lamatrice A= | 0 2 0 | € M3(R) et f 'endomorphisme de R? représenté
6 3 5

dans la base canonique par la matrice A.

1.(a) Ecrire une fonction python prenant en arguments deux vecteurs de taille 3 et renvoyant
un booléen (True ou False) indiquant s’ils sont colinéaires.
On pourra représenter les vecteurs par des listes.
On utilise la fonction linalg.matrix_rang() du module numpy suggérée dans I’énoncé
et on obtient la fonction suivante :

1 |import numpy as np

» |def colineaires(u,v)

s M = np.array([u,v])

4 r = np.linalg.matrix_rank(M)

5 if (r == 2) : #la famille (u,v) est libre
6 return False

7 else :

8 return True

COMMENTAIRE ]

Une famille de vecteurs est libre si et seulement si le rang de la famille coincide avec le
nombre de vecteurs qui la compose.
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1.(b) Ecrire une fonction python prenant en argument un vecteur de taille 3 et renvoyant
un booléen indiquant s’il est vecteur propre de A ou non.
Soit U € M31(C) tel que U # Oy, (c)- On sait que U est un vecteur propre de la
matrice A si et seulement s’il existe A\ € C tel que AU = AU, ce qui équivaut a la
colinéarité des matrices colonnes AU et U. On écrit une fonction vecteurpropre qui
calcule dans un premier temps le vecteur correspondant au produit produit matriciel

AU.
1 |def valeurpropre(u)
2 if (u == [0,0,0])
3 return False
4 else :
5 v = [-4xul[0]-3*ul[1]-3*ul[2],2*ul1],6*%u[0]+3*ul[1]+5*u[2]]
6 if (colineaires(u,v) == True)
7 return True
8 else :
9 return False

COMMENTAIRE ]

Il ne faut pas oublier de traiter le cas ou le vecteur entré dans la fonction est nul.

2.(a) Vérifier que les vecteurs (1,—2,0), (0,1, —1) et (1,0,—1) sont des vecteurs propres de f
et préciser pour chacun la valeur propre associée.

1 2 0 0 1 —1
Al -2 =1|-4 et Al 1 | =12 et A O ]=1020
0 0 -1 -2 -1 1

et donc :
f(1,-2,0) =2(1,—-2,0) et f(0,1,—-1)=2(0,1,—1) et f(1,0,—1)=—(1,0,-1)

On en déduit donc que :

les vecteurs (1, —2,0) et (0, 1, —1) sont des vecteurs propres de f associés
a la valeur propre 2 tandis que (1,0, —1) est un vecteur propre de f
associé a la valeur propre —1

COMMENTAIRE ]

Cette question, qui ne pose aucun probléme, est surtout ’occasion de controler que la
fonction établie a la question 1.(b) est juste. Il est d’ailleurs opportun de mettre en ceuvre
cette fonction ici.
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2.(b) ’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

Posons v = (1,-2,0), v = (0,1,—1) et w = (1,0, —1). En notant respectivement Eo(f) et
E_1(f) les sous-espaces propres de f associés aux valeurs propres 2 et —1 respectivement, on a
les inclusions suivantes (d’aprés la question 2.(a)) :

Vect(u,v) C Ey(f) et Vect(w) C E_1(f)

Les vecteurs u et v ne sont pas colinéaires donc rg(u,v) = 2 et le vecteur w est non nul donc
rg(w) = 1. On déduit donc des inclusions précédentes que :

2 <dim(Eq(f)) et 1< dim(E_1(f))
Ainsi :
3 < dim(textrmEy(f)) +dim(E_;(f)) <3

car la somme des dimensions des sous-espaces propres de f est inférieure ou égale a la dimension
de R3. Finalement :
dim(Ey(f)) + dim(E_;(f)) = 3 = dim(R?)

et donc :

’endomorphisme f de R3 est diagonalisable

,_( COMMENTAIRE ]

— Il n’est pas nécessaire utile de rechercher les sous-espaces propres de f. On rappelle
quun endomorphisme f d’un espace vectoriel £ de dimension n € N* est diagonali-
sable si et seulement si la somme des dimensions des sous-espaces propres de f est
égale a n.

— Nous pouvons également déduire du raisonnement précédent que :

dim(Eo(f)) =2 et dim(E_y(f)) =1

\.

3.(a)Ecrire un programme python permettant de déterminer le nombre de vecteurs propres de
A dont les coefficients sont des entiers compris entre —10 et 10 (bornes incluses).
Avec le script suivant, on dénombre 240 vecteurs propres de f dans 'ensemble [—10, 10]? :

nb =0
for i in range(-10,11)
for j in range(-10,11)
for k in range(-10,11)
if (valeurpropre([i,j,k]) == True)

nb = nb+1
print (nb)
COMMENTAIRE ]
Il est inutile de rajouter une condition du type [i,j,k] !'= [0,0,0] car le vecteur nul a

déja été pris en considération dans la fonction valeurpropre de la question 1.(b).
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3.(b) Pour un entier naturel N non nul, calculer le nombre de vecteurs propres de A dont les
coefficients sont des entiers compris entre —N et N (bornes incluses).
On a vu a la question 2.(b) que les sous-espaces propres de f sont :

Es(f) = Vect((1,-2,0),(0,1,-1)) et E_;(f) = Vect((1,0,-1))

Soit N € N*. Notons Vi I'ensemble des vecteurs propres de f appartenant a [—N, N]?. Notons
encore V5 y l'ensemble des vecteurs propres (non nuls donc) de f associés a la valeur propre 2
dont les coordonnées appartiennent a [—N, N], c¢’est-a-dire :

VQ,N = E2(f) N ([[—N, N]]3 \ {(07070)})

et, de la méme maniére, posons :

V—LN = E—l(f) n ([[_N> N]]S \ {(07 0, O)})

On a alors I'égalité Viy = Vo v U V_; n. On sait de plus que Eo(f) NE_1(f) = {Ogs} et Von C
Eg(f) et V,LN C E,1<f) donc :
Von NV_1n = {Os}

Par conséquent :

card(Vy) = card (Vo ) + card (V_q n)
Il reste donc a dénombre les ensembles V5 y et V_; y. Par définition :
Vo ={(a.0,—a)[a € R} N ([-N, N*\ {(0,0,0)})
= {(a,O, —a) } a € [-N,NJ\ {O}}
On en déduit donc que :
card (V_y y) = card ([-N,N]\ {0}) = (2N +1) =1 =2N (1)
Dénombrons maintenant 1’ensemble V5 . Tout d’abord :

Eao(f) = {(@, —2a 4 8, -B) | (v, B) € R}
Ainsi, pour tout (o, 3) € R* on a :

—-N<a<N
—-N<2a+F<N
_N<—-B<N

[ (@ B) #(0,0)

—N<a<N
~N<BEN
20— N <[ <2a+ N

\ (ar, B) # (0,0)

—-N<a< N
< ¢ max(—N,—N +2a) < f < min(N, N + 2a)
(o, 8) # (0,0

(a,=2a+ B, —f) € Vany —

En posant, pour tout a € [N, N] :
W, = {(o, =2+ B, —B) | max(—N, =N + 2a) < f < min(N, N + 2a) et (o, 8) # (0,0)}

alors on a I'égalité :

N
Von=|J Wa

a=—N
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Les ensembles intervenant dans cette réunion sont deux a deux disjoints donc :

card(Vo y) = JXV: card(W,,) (2)

a=—N
On dénombre les ensembles W, en distinguant trois cas (remarquons que la condition (o, ) #
(0,0) n’est importante que si & = 0). Soit a € [N, NJ.

— Premier cas : o < 0.
Alors :

card(W,) = card ([max(—N, =N + 2a), min(N, N + 2a)])
= card ([-N, N + 2a])
=2N +2a+1
— Deuxiéme cas : a = 0.
On a ici :
card(Wy) = card ([-N, N] \ {0}) = 2N
— Troisiéme cas : a > 0.
On a enfin :
card(W,,) = card ([max(—N, —N + 2«), min(N, N + 2a)])
= card ([-N + 2a, NJ)
=2N - 2a+1

D’aprés (2), on a donc :

-1 N
card(Von) = >, (2N+2a+1)+ > (2N —2a+1)+2N
a=—N a=1

M=

=23 (2N —20+41) + 2N

14

Il
i

en utilisant le changement d’indice ¢ = —a dans la premiére somme. La linéarité de la somme
et le changement d’indice K = N — ¢ fournit :

N-1 N-1
card(Voy) =4 > k+2 > 1+2N
k=0 k=0

— 9N(N — 1) + 4N
En reprenant le dénombrement (1) de I’ensemble V_; y, il vient finalement :
card(Vyy) = 2N(N — 1) + 6N = 2N (N + 2)

On peut donc conclure que :

pour tout entier naturel N non nul, le nombre de vecteurs propres de
A appartenant a 'ensemble [—N, N|? est 2N (N + 2)
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— Le plus difficile dans cette question est d’écrire proprement les choses afin d’utiliser
la formule donnant le cardinal d’une réunion disjointe d’ensembles finis.

— Il est bon de remarquer que 1’'on retrouve le résultat obtenu avec 1’outil informatique
a la question 3.(a).

— On rappelle que si a et b sont des entiers tels que a < b, alors :

b
card([a,b]) = Y. 1=b—a+1
k=a

\. J

4. Soit N un entier naturel non nul. Une expérience consiste & choisir au hasard de maniére
indépendante N vecteurs a coefficients entiers dans [—N, N]3.

(a) Quelle est la probabilité py d’obtenir au moins un vecteur propre parmi ces N vecteurs ?
Soit N € N*. On a noté Vi I'ensemble des vecteurs propres de f appartenant a [—N, N]3. On
consideére les événements :

F': « au moins I'un des vecteurs parmi les N choisis est un vecteur propre de A »
et, pour tout k € [1, N,
Fy @ «le k° vecteur choisi est un vecteur propre de A »

Alors on a les égalité :
N
pyv=P(F) et F=|]JF
k=1

De plus, d’apres la formule de De Morgan

N
F-(F
k=1
Comme les N vecteurs sont choisis de maniére indépendante, les événements F}, ..., Fy sont
indépendants et on a :
- N N
1 — PN = P (F) = k];IIP (Fk) = Pt (1 — P(Fk))

Soit k € [1, N]. Le k° vecteur est choisi au hasard dans 'univers Q = [—N, N]? donc P est la
probabilité uniforme. Ainsi :

card(Fy)  2N(N +2)

P(Fi) = card(Q) (2N +1)3

car Fy, = Vy et d’aprés le dénombrement de Viy obtenu a la question 3.(b). Finalement :

2N(N+2)>N

VN € N* —1-(1-
e Py ( (2N + 1)
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— La difficulté réside une nouvelle fois dans la mise en place du calcul de probabilité de
maniére & faire apparaitre I'indépendance dans le calcul ainsi que 1’équiprobabilité.

— On rappelle les formules de De Morgan. Si E est un ensemble (quelconque) et si A
et B sont deux parties de E, alors :

AUB=ANB e ANB=AUB
Ici, si X € P(E), alors X désigne le complémentaire de X dans E, c’est-a-dire :
X={r€FE|z¢ X}

o 2N (N +2)
4. 11 la1 NIn({1l— ———+
(b) Quelle est la limite de N In ( N 1)

En déduire la limite de py quand N tend vers +oo.

) quand N tend vers o0 ?

D'apres | et los équivalent 2N (N +2) 1 d I 2N (N +2)
aprés les propriétés sur les équivalents, ona ——— - ~ ——donc lim — | =
P prop 4 NN T 1) Mot AN OO N T 2N 1 1)
0 et alors :
(1 2N(N +2) 2N(N + 2) 1
n _—_— ~ _ ~J _—
(ZN + 1)3 N—+00 (QN -+ 1)3 N—ioco 4N

Par produit, il vient :
2N
Nln (1 _ M) ~ L
N—+00

(2N +1)3 4
Finalement :
. 2N (N + 2) 1
wn Ao (1 - m) ~

Or on sait d’aprés la question 4.(a) que :

VN eN*, pyv=1- eN“‘(l_ (2N+1)3

et, par composition des limites :

On conclut donc que :
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— Si on a compris comment mener le calcul de probabilité a la question 4.(a), cette
question permet de vérifier que 'on a trouvé le bon résultat a la question 3.(b), ou
le cardinal de Vy apparait dans le logarithme.

— 1 était ici suggérer de calculer la limite en écrivant 1 — py sous forme exponentielle.
On est souvent amené a le faire pour des suites avec une expression de la forme ;"
conduisant (par exemple) a la forme indéterminée « 1°° ». Il est par exemple trés

classique de montrer que :
1 n
lim (1 + —> =e
n—+00 n

Ajoutons qu’il n’est pas licite de composer les équivalents. On cherche d’abord la
limite de v, In(u,) (en utilisant ’équivalent usuel du logarithme) puis on compose
les limites.
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