Chapitre 3
Variables aléatoires réelles discretes

1 Variables aléatoires réelles

1.1 Définition d’une variable aléatoire réelle

Définition 1.1.1. Soit (£2,7) est un espace probabilisable.
Si X est une application de 2 dans R telle que

VaeR, {X <a}={weQ, X(w)<a}eT

alors on dit que X est une variable aléatoire réelle (abrégé var).

Proposition 1.1.1. Soit (€2, 7) est un espace probabilisable.
Si X est une variable aléatoire réelle alors pour tout intervalle I C R, on a

{Xell={we, X(wel}eT.

1.2 Loi d’une variable aléatoire réelle discrete

Définition 1.2.1. Soit X une variable aléatoire réelle. On appelle univers image ou support
de X, noté X (€2), 'ensemble des valeurs prises par X, c’est-a-dire :

X(9) = {X(w) |w € 2}

Définition 1.2.2. Une variable aléatoire X est dite discrete si son univers image s’écrit sous
la forme

X () ={zp,n € I} ou I est une partie finie ou infinie de N.

Exemple 1.2.1. Déterminer le support d’une var X suivant loi binomiale de parametres n et p.

Définition 1.2.3. La loi d’une var discrete X est donnée par
o X(02)
o Vk e X(Q), P(X =k).

Exemple 1.2.2. Une suite d’épreuves de Bernoulli indépendantes et de méme parametre p est répétée
jusqu’a obtention de 2 succes. On note X le nombre d’essais. Déterminer la loi de X.



Définition 1.2.4. Soit X une variable aléatoire discrete.
Le systéme complet d’évenements associé a X est la famille

(X =k),k € X(£)).

Exemple 1.2.3. Donner le systeme complet d’évenements associé a une var X de loi binomiale de
parametres n et p.

2 Fonction de répartition d’une variable aléatoire réelle discrete

Dans toute cette section, X désigne une variable aléatoire réelle discrete.

Définition 2.0.1. Soit X une variable alétoire.
La fonction de répartition de X est définie par

Fx :R - [0,1]
r— P(X < x).

Méthode 2.1. Pour tout x € R, on a Fx(z) = >, P(X =u) (on cumule les probabilités).
<o
Si par exemple X () = N, alors pour tout 2 € R, on a :
e Fx(x)=0sixz<0;
e Fx(x)=P(X =0)sizel0,1];
e Fx(z)=P(X=0)+P(X =1)size[l,2[;

Exemple 2.0.1. Soit X — B (4, %) Déterminer la fonction de répartition de X et la représenter
graphiquement.



Proposition 2.0.1.
Toute fonction de répartition Fx a les

propriétés suivantes :

1. Fx est croissante sur R
. 1
2. xglzloo Fx(z)=0 . C
3. lim Fx(z)=1 (
T—r—+00 . 0
4. La fonction Fx est une fonction -

en escalier (continue par mor-
ceaux)

Démonstration. On démontre uniquement le point 1

Proposition 2.0.2. Soit X une variable alétoire de fonction de répartition Fy.
Pour tout couple (a,b) € R? avec a < b, on a

P(a< X <b) = Fx(b) — Fx(a),




Proposition 2.0.3. La fonction de répartition d’une variable aléatoire réelle X détermine
complétement la loi de X.
Soit X une variable aléatoire d’'univers image X(Q) = {x,|n € N*} on 21 < 22 < 23 < ....
Alors :

o P(X =x1) = Fx(x1);

e pour tout n € N\ {0,1}, P(X = x,) = Fx(z,) — Fx(zn-1)-

Exemple 2.0.2. Soit n € N\ {0,1}. Une urne contient n boules numérotées de 1 a n. On tire
simultanément deux boules de I'urne.

1. On note Y la variable aléatoire réelle correspondant au plus grand des deux numéros obtenus.
Déterminer I'univers image de Y.

2. Pour tout entier k € Y (Q2), calculer P(Y < k).

3. Déterminer la loi de probabilité de Y.



3 Espérance et variance d’une variable aléatoire discrete

3.1 Espérance d’une variable aléatoire discrete

Définition 3.1.1. La var discrete X admet une espérance si et seulement si la série

Y kP(X =k)

kEX (Q)

est absolument convergente.
Dans ce cas,
E(X)= Y, kP(X=k).
kEX ()

Remarque 3.1.1. Il n’y a aucun probléme de convergence si X (€2) est fini. On dira simplement que
I'espérance existe car 'univers image de la variable aléatoire est fini.

Exemple 3.1.1. Calculer 'espérance de la var X de I’exemple 1.2.2.



Proposition 3.1.1. 1. Linéarité de D’espérance : Soient X et Y deux variables aléatoires
admettant une espérance. Alors pour tout (a,b) € R?, la variable aléatoire aX 4 bY admet
une espérance qui vaut :

E(aX +bY)=aE(X)+bE(Y)

2. Positivité de ’espérance : Si X admet une espérance et X > 0, alors E(X) > 0.

3. Croissance de l’espérance : Soient X et Y deux variables aléatoires admettant une
espérance, si X <Y, alors E(X) <E(Y).

4. Théoréme de transfert : soit f : X(Q2) — R une fonction. La variable aléatoire f(X)

admet une espérance si et seulement si la série > f(k)P(X = k) est absolument
kEX ()
convergente et, dans ce cas, on a 1’égalité :

Exemple 3.1.2. Soit X une variable aléatoire d’univers image X (2) = N* telle que :

12
(k+1)(k+2)(k+3)

Vk € N, P(X =k)=

1. Démontrer que la variable aléatoire X + 3 admet une espérance que 1’on déterminera.



2. En déduire 'espérance de X.

Exemple 3.1.3. Soient p €]0, 1] et Y la variable aléatoire d’univers image N telle que :
Vn € N, P(Y =n) =pq" (ol g=1-—p)

La variable aléatoire Y2 admet-elle une espérance ? Si oui, la calculer.



Théoréme 3.1.2 (Inégalité de Markov).
Soit X > 0 une var admettant une espérance. On a, pour a > 0 :

P(X >a) < (11 E(X).

Exemple 3.1.4. Soit X < B(n,p), écrire 'inégalité de Markov pour X.

3.2 Variance et moments d’une variable aléatoire discreéte

Définition 3.2.1. Une variable aléatoire discréte X admet une variance si (X — E(X))? admet
une espérance. Alors la variance de X est V(X) = E([X — E(X)]?).

Théoréme 3.2.1. Formule de Konig-Huygens
Si X et X? admettent une espérance, alors X admet une variance et

V(X) = E(X?) — (B(X))*.

Démonstration.



Exemple 3.2.1. Calculer, si elle existe, la variance de la variable aléatoire Y de I'exemple 3.1.3.



Proposition 3.2.2. Soit X une variable aléatoire admettant une variance. Alors :
1. V(X) > 0;
2. V(X) = 0 si et seulement si X est presque surement constante ;

3. pour tout (a,b) € R?, la variable aléatoire aX + b admet une variance qui vaut

V(aX +b) = a? V(X).

Exemple 3.2.2. Soit X une var qui compte le nombre de 1 obtenus en langant 10 fois de maniere
indépendante un dé a 6 faces équilibré. On pose Y = 2X + 1. Déterminer I’espérance et la variance de
Y.

Définition 3.2.2. Le moment d’ordre r d’une var X est défini par

me(X) = E(X").

Remarque 3.2.1.
e Une variable aléatoire discrete finie admet des moments a tout ordre.
e Pour une variable aléatoire discrete infinie, il faut prouver la convergence absolue de la série.
e L[’espérance correspond au moment d’ordre 1.
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Exemple 3.2.3. Calculer le moment d’ordre 3 associé a la variable aléatoire Y de ’exemple 3.1.3.
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3.3 Inégalité de Bienaymé-Tchebichev

Théoréme 3.3.1 (Inégalité de Bienaymé-Tchebichev).
Soit X une var admettant des moments d’ordre 1 et 2.

On a, pour tout € > 0 :
Var(X
P(X - B(X)| > ¢) < V25 X).

Exemple 3.3.1. Soit X une va suivant une loi binomiale de parametres (n,p), avec n € N* et
0<p<l.

Montrer que P(|X — np| > np) <

(1-p)
np

3.4 Variable aléatoire centrée-réduite

Définition 3.4.1.
e Une variable aléatoire discrete de variance égale a 1 est dite réduite.
e Une variable aléatoire discrete de variance égale a 1 et d’espérance égale a 0 est dite
centrée réduite.
e [’écart-type d’une variable aléatoire possédant une variance vaut :

o(X) = V/V(X).

Proposition 3.4.1. Soit X une variable aléatoire possédant une espérance et une variance, de
variance non nulle. Alors la var discrete

. X -E(X)
X=X

est centrée réduite.
C’est la variable aléatoire centrée réduite associée a X.

Exemple 3.4.1. Donner la var centrée réduite associée a une var X qui suit une loi B(n, p).
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4 Indépendance de variables aléatoires

4.1 Indépendance de deux variables aléatoires

Définition 4.1.1. Soient X et Y deux variables aléatoires réelles. Ces variables sont
indépendantes si pour tous intervalles I et J on a :

PH{XeI}n{yeJ})=P{X eI})PH{Y € J}).

Remarque 4.1.1. S'il existe (z,y) € X () x Y (Q) tel que P(X = z,Y =y) =0, alors X et Y ne
sont pas indépendantes (puisque, par contre, P(X = z) # 0 et P(Y =y) # 0).

Exemple 4.1.1. Soit n € N\ {0,1,2}. Une urne contient n boules numérotées de 1 & n. On préleve
simultanément deux jetons et on note X le plus petit des numéros obtenus et Y le plus grand.
Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ?

Proposition 4.1.1. Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes et f et g
deux fonctions, alors f(X) et g(Y') sont des variables aléatoires indépendantes.

Exemple 4.1.2. Supposons que X et Y soient des variables aléatoires indépendantes. Alors les va-
riables aléatoires e* et sin(Y') sont indépendantes.

4.2 Indépendance de n variables aléatoires discretes

Définition 4.2.1. Soient n € N\ {0,1} et Xi,..., X, des variables aléatoires discrétes. On dit
que les variables aléatoires X1,..., X, sont deux a deux indépendantes si :

V(Z,j) € HLnﬂQa Z%L v<mi7xj) € XZ(Q) X X](Q)a

P((Xi = z;) N (X; = z;)) = P(X; = ;) P(X; = z;).

Définition 4.2.2. Soient n € N\ {0,1} et X1,..., X, des variables aléatoires discrétes. On dit
que les variables aléatoires Xi,..., X, sont mutuellement indépendantes si :

VJ C [[1,71]], J = {jl,...,jp}, V(xl,...,xp) S XJI(Q) X ... X ij(Q),

P((Xj, =z1)N...N(X;, =) = [[ P(Xj, = z3)

=1
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Exemple 4.2.1. Soient n € N\{0, 1} et X1, ..., X,, des variables aléatoires mutuellement indépendantes
de méme loi de Bernoulli de parametre p €]0,1][.

1. Déterminer la loi de la variable aléatoire m,, = max(X1,..., X,).

2. Que valent I'espérance et la variance de m,, ?

Proposition 4.2.1. On suppose que les variables aléatoires X1i,..., X, sont mutuellement
indépendantes.
1. Toute sous-famille de (Xj,...,X,) est constituée de variables aléatoires mutuellement
indépendantes.

2. Si (i,j) € [1,n]* est tel que i # 4, les variables aléatoires X; et X; sont
indépendantes. L’indépendance mutuelle d’une famille de variables aléatoires implique
donc l'indépendance deux a deux de cette famille.

3. 81 wup,...,u, sont des fonctions, alors wui(Xi),...,un(X,) sont mutuellement
indépendantes.

4. Lemme des coalitions : Soient p € N*, ©: RP — R et v : R"? — R deux fonctions.
Les variables aléatoires u(X1,..., Xp) et v(X,41,...,X,) sont indépendantes.

4.3 Indépendance d’une suite de variables aléatoires discretes

Définition 4.3.1. On dit que (X,),>1 est une suite de variables aléatoires indépendantes si pour
tout n € N*, les variables aléatoires X7y, ..., X, sont mutuellement indépendantes.
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4.4 Espérance, variance et indépendance de variables aléatoires

Proposition 4.4.1. Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes admettant une
espérance, alors XY admet une espérance et

E(XY) = E(X)E(Y).

Proposition 4.4.2. Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes admettant une
variance, alors X + Y admet une variance et :

V(X 4+Y)=V(X)+ V().

Proposition 4.4.3. Si (Xi,...,X,,) sont des variables aléatoires mutuellement indépendantes
n

admettant une variance, alors Y X} admet une variance et :
k=1

A% (Z Xk> =) V(Xy).
k=1 k=1

5 Variables aléatoires discrétes finies usuelles (rappel)

Loi de X | Notation | Situation concréte Loi Esp et var
certaine On considére une expérience | X(Q2) =z E(X)==x
égale a aléatoire qui n’a qu'une seule | P(X =z) =1 V(X)=0

T issue possible : z.

uniforme | U([1,n]) | On consideére une expérience | X(Q2) = [1,n]

sur aléatoire équiprobable & Vk € [1,n], E(X) =28
[1,n] n issues : [1,n] PX=k) =1
Bernoulli B(1,p) | On considere une expérience | X(Q) = {0,1}
de aléatoire a deux issues (succes | P(X =0) =g¢q E(X)=p
parametre et échec) et de probabilité de | P(X =1)=p V(X) = pq
P succes p. X vaut 0 en cas avecq=1—p
d’échec et 1 en cas de succes
binomiale | B(n,p) | On considere une expérience | X(2) = [0,n]
de de Bernoulli de parameétre p VEk € [0,n], E(X)=np
parametres répétée n fois de maniere P(X =k)= (Z) pFg"F | V(X) = npq

(n,p) indépendante. X compte le avecqg=1—7p
nombre de succes.
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Variables aléatoires discretes infinies usuelles

Loi géométrique sur N*

Définition 6.1.1. On répete une expérience de Bernoulli de probabilité de succes p de maniere
indépendante et on appelle X le nombre d’étapes nécessaires a 1’obtention du premier succes.

On a alors, si p est la probabilité de succeset g =1—p :
e X(02) =N~
e VkE € N*, P(X = k) = q* 1p.
On dit que X suit une loi géométrique de parametre p et a valeurs dans N*, et on note :

X — G(p)

Exemple 6.1.1. On lance une infinité de fois une piece équilibrée et on note X la variable aléatoire
qui donne le numéro du lancer correspondant au premier face.

1. Donner la loi de X.

2. Que vaut P(X =5).

Théoréme 6.1.1. Soit X une variable suivant une loi géométrique de parametre p €]0, 1]. Cette
variable possede une espérance et une variance :

g

B(X)=L V(X)= ]
p p

Démonstration.
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O]

Proposition 6.1.2. La fonction de répartition de X est une fonction en escalier, dont les sauts
sont portés par N*, et de plus :

Vn e N*, Fx(n)=1-¢"

Démonstration.

O]

Proposition 6.1.3. La loi géométrique est sans mémoire. Soient p €]0,1[ et X — G(p). Alors :

V(m,n) € (N)2,  P(X >m+n|X >m)=P(X >n)

Démonstration.
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6.2 Loi de Poisson.

Définition 6.2.1. On dit que X suit une loi de Poisson de parametre A € RY si et seulement
si:

e X(2) =N
)\k
e VEEN,P(X =k) = e‘Ay
Exemple 6.2.1. 1. Nombre de bateaux qui arrivent dans un port

2. Quatre clients arrivent en moyenne par minute dans un laps de temps de 10 minutes. Si on
note X le nombre de clients qui arrivent dans le magasin dans un intervalle de 10 minutes, on
peut modéliser la loi de X par une loi de Poisson de parametre A = 4 x 10 = 40.

Théoréme 6.2.1. Si X — P(A), alors :

E(X) = A V(X) = A

Démonstration.
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O]

Proposition 6.2.2 (Approximation de la loi binomiale par la loi de Poisson). Soit
(n,p) € N*x]0, 1], soit X < B(n,p). On suppose que :

n > 30 et p<0,1 et np(l — p) < 10,

alors on peut approcher X par une va Y telle que Y < P(np).

Intérét : on dispose de tables de valeurs pour la loi de Poisson.

Exemple 6.2.2. Dans une chaine de fabrication, 5% des pieces sont défectueuses. On préleve une
piece, on examine si elle est défectueuse et on la replace parmi toutes les autres. On répete 120 fois
cette expérience. On désigne par X la variable aléatoire qui compte le nombre de pieces défectueuses.

1. Déterminer la loi de X puis calculer la probabilité d’obtenir exactement 5 pieces défectueuses.

2. Une approximation Poissonnienne est-elle adaptée ? Le vérifier numériquement en utilisant les
tables de valeurs fournies.

Théoréme 6.2.3 (Somme de lois de Poisson indépendantes).
— Soient X et Y deux variables indépendantes, X < P(A) et Y — P(u), alors

X+Y < PA+p).

— Soit n € N*, soient X7, ..., X, des variables aléatoires mutuellement indépendantes
n

suivant des lois Poisson de parameétres respectifs A1, ..., A\, alors Z,, = > X} suit une
k=1

n
loi de Poisson de parametre > A.
k=1
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7 Méthodes classiques de détermination de loi d’une var discrete

7.1 Loi d’une somme de variables aléatoires discretes indépendantes

de X et de Y, avec X et Y indépendantes, on applique la méthode suivante :
1. On détermine le support (X + Y)(Q) a partir de ceux de X et Y.

2. On considere le systeme complet d’évenements associé a X : (X =n),n € X(Q)).

totales :
P(X+Y =k = > PX+Y=knX=n)
neXx(Q)
= Y PY=k-nnX=n)
neXx(Q)
4. On réduit alors la somme en trouvant les conditions sur n pour que k —n € Y (Q).
5. On utilise I'indépendance des va X et Y pour se ramener a

P(X+Y =k) =) PY =k-n)P(X =n).

ne??

6. On remplace les probabilités par leurs valeurs et on calcule la somme.

Méthode 7.1. Pour déterminer la loi de la va X 4+ Y quand on connalit les lois discretes

3. Pour k € (X+Y)(Q), on détermine P(X+Y = k) en appliquant la formule des probabilités

Exemple 7.1.1. Soient X et Y deux variables indépendantes suivant des lois Poisson de parametres

respectifs A et p, alors X + Y suit une loi de Poisson de parametre A + p.
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n
Méthode 7.2. Pour déterminer la loi de la va Z,, = Y X} quand on connait les lois
k=1
discretes des X, avec (X7i,...,X,) mutuellement indépendantes, on procéde par récurrence :
1. On initialise grace a la loi de X7 car Z1 = X;.

2. On fixe n € N* tel que la loi de Z,, soit celle annoncée. On écrit alors :

n+1 n
D1 = ZXk = ZXk +Xny1 = Zn + Xpga.
k=1 k=1

Par hypothese de récurrence, on connait la loi de Z,, et d’apres ’énoncé, on connait la loi
de X, 11, donc on applique la méthode précédente pour déterminer la loi d’une somme de
deux variables aléatoires discretes.

Exemple 7.1.2. Soit n € N*, soient X1, ..., X, des variables aléatoires mutuellement indépendantes
n
suivant des lois Poisson de parametres respectifs A1, ..., A,. Montrer que Z, = > X} suit une loi
k=1

n
de Poisson de parametre Y A.
k=1
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7.2 Lol d’une variable aléatoire discréte définie conditionnellement & une autre

6.

Méthode 7.3. Pour déterminer la loi d’une va Y dont on connait la loi conditionnel-
lement 4 une va X, on applique la méthode suivante :

1.

On détermine le support Y (§2) a partir de celui de X et de la loi de Y conditionnellement
aX.

On considere le systéeme complet d’éveénements associé a X : ((X =n),n € X(Q)).

Pour k € Y(Q), on détermine P(Y = k) en appliquant la formule des probabilités totales :

P(Y=k)= Y PY=knX=n).
neX(Q)

On réduit alors la somme en trouvant les conditions sur n pour que les évéenements Y = k
et X = n ne soient pas incompatibles.

On applique la formule des probabilités composées :

P(Y =k)= Y _ P(X =n)Px_n(Y =k).

On remplace les probabilités par leurs valeurs et on calcule la somme.

Exemple 7.2.1. Supposons que X suive une loi de Poisson de parametre A et que la loi conditionnelle
de Y sachant X = n soit B(n, p), alors Y suit une loi de Poisson de parametre Ap.
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7.3 Loi du min ou du max de variables aléatoires discretes indépendantes

Méthode 7.4. Pour déterminer la loi du min ou du max de variables aléatoires
discrétes indépendantes, on applique la méthode suivante :

1. On détermine la fonction de répartition du min ou du max.

2. On en déduit la loi du min ou du max grace a la relation :

Vk €N, P(X =k) = Fx(k) — Fx(k—1).

Exemple 7.3.1 (Loi d’un maximum).
On considere deux variables aléatoires X et Y indépendantes suivant la méme loi géométrique de
parametre p. On pose M = max(X,Y).

1. Pour tout entier n € N*, déterminer P(M < n).

2. En déduire la loi de probabilité de M.

23



Exemple 7.3.2 (Loi d’un minimum).
Soient n € N\ {0,1} et Xq,...,X,, des variables aléatoires mutuellement indépendantes de méme loi
géométrique de parametre p €]0, 1].

1. Pour tout entier k£ € N*, déterminer P(m,, < k).

2. En déduire la loi de probabilité de m,,.

3. Justifier que la loi obtenue est usuelle. Que valent 'espérance et la variance de my, ?
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