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Fiche de révision 7 - Correction
Fonctions de deux variables

1 Compétences et notions & maitriser

> C1 : Déterminer le domaine de définition d’une fonction de classe C', sa représentation graphique dans

le plan

> C2 : Maitriser la notion intuitive de fonction de plusieurs variables de classe C!, opérations sur les
fonctions de classe C*

> C3 : Calculer les dérivées partielles d’une fonction de plusieurs variables

> C4 : Manipuler une surface représentative, un plan tangent, des lignes de niveau

> C5 : Déterminer la dérivabilité et la dérivée d’une fonction composée de la forme ¢ — f(x(¢), y(¢))

> C6 : Déterminer un gradient et connaitre lien avec la notion d’extremum

> C7 : Déterminer des dérivées partielles d’ordre deux, utiliser le théoréme de symétrie de Schwartz

> C8 : Résoudre une équation aux dérivées partielles & plusieurs variables

2 Correction des exercices

Exercice 1 (C1-C2-C3-C7) (J 1. Pour chacune des fonctions f d’expressions suivantes :
e préciser le domaine de définition Dy et le représenter dans le plan (sauf pour la question (d));
e calculer, aux points ou elles existent, les dérivées partielles.

(a) f(z,y) =y®—3zy
La fonction f est polynomiale donc elle est définie et de classe C* sur Dy = R? et :
of of

V(:Evy) € sz %(‘Lvy) = _3y et ?y(“Lay) = 5y4 — 3z

T

(b) flx,y) = v

Le dénominateur s’annule pour y = 0. La fonction f est donc définie et de classe C! sur Dy = R x R*
comme quotient de fonctions polynomiales et :

« o 9f _1 of _
V(z,y) € R x R", a:L,(Jc,y)—y et ay(:c,y)—

L’axe des abscisses n’appartient pas au domaine de définition de f.



(c) f(z,y) =2¥
L’expression de f est f(z,y) = e¥™(®). Le domaine de définition de f est D; = R x R et la fonction
[ est de classe C! sur Dy par produit et composition de fonctions de classe C! et :
of

* af o y—1 ~J o y
V(z,y) € R} xR, D (z,y) = yx et By (z,y) = In(x)z

I’axe des ordonnées n’appartient pas au domaine de définition de f.

(d) f(z,y,2) =ae® +ay® —e "%z
Par produit et composition (de polynémes et d’exponentielles), la fonction f est définie et de classe
C! sur R? et, pour tout (z,y,2) € R3, on a :

of _ of
%(xvyaz):2m6Z+y2+226 a:z, @(f,y,Z):me
et :
ai(iE’y’Z) =2%e* faze % —e "
z

x
e T = arctan | ——
© f.y) =
La fonction arctan est définie et de classe C* sur R donc, par composition et quotient de fonctions de
classe C', la fonction f est définie et de classe C! sur :

Dy =R*\ {(z,y) eR? |z =y}

Pour tout (z,y) € Dy, on a :

et

La premiére bissectrice (i.e. la droite d’équation y = x) ne fait pas partie du domaine de définition
de f.
(F) flz.y) = (@ +1)e "
Par produit et composition, la fonction f est définie et de classe C! sur R? et, pour tout (x,y) € R?,
on a :
of of

5 (@y) = ~2ey(2® +1) eV 420 Y et By (z,y) = —a?(@? + 1)e "



2. Calculer les dérivées partielles secondes des fonctions f des questions 1.(a) et 1.(c) aux points ou elles
existent. Que remarque-t-on 7 Cette observation est-elle surprenante ?
e Pour la fonction f de la question 1.(a).
Les dérivées partielles obtenues sont polynomiales donc de classe C! sur R? et, pour tout (x,y) € R?,
ona:
2 2 2 2
e =0 ey -wd Sl =3 e Sy =3

e Pour la fonction f de la question 1.(c).
Les dérivées partielles obtenues sont de classe C! sur Dy par somme, produit et composition et, pour
tout (x,y) € Dy, on a :

02 _ 0? 0? _ y—
Té(m,y) =y(y — 1)a¥ 2, a—y];(a:,y) = In(x)%zY, ayafx (z,y) = 2¥" ' +yln(z)a??
et :
*f 1 -1 1 -1 -1
920y (x,y) = e 2 yln(z)z?™ =2V 4 yln(x)zY

Dans les deux cas, on obtient donc :

P10 = Loy
0x0y HY= Oyox oY

V(z,y) € Dy,

Ce résultat n’est pas surprenant car ces fonctions f sont de classe C? sur leurs domaines de définitions
respectifs. Le théoréeme de symétrie de Schwartz assure sous cette condition I’égalité des dérivées croisées.

Exercice 2 (C1-C2-C3-C4-C8) On note n(z,t) la densité linéaire de particules (en mole par métre) a
Iinstant ¢ au point d’abscisse x. Ces particules diffusent en obéissant a la loi de Fick, avec un coefficient de
diffusion D. On montre que la fonction n est solution de I’équation suivante sur R x R} :

on 9n
ot~ Poz (E)

A =
1. Soit A € R. Montrer que pour tout A € R, la fonction n : (z,t) — % e 4Dt est bien solution de (E).

A
Soit A € R. La fonction t — — est de classe C? sur R* et la fonction exponentielle est de classe C? sur

Vi
22

R. De plus, la fonction (z,t) — ~ 1D est de classe C? sur R x R* (donc sur R x R% ) comme quotient

de fonction polynomiales (le dénominateur ne s’annulant pas. Par composition et produit, la fonction f
est donc de classe C? sur R x R? . De plus, pour tout (z,t) € R xR}, on a :

Bn( " A 4LD2t Ax? 4%‘
—(z,t) = —=—== e — ———e4Dt
ot 2t3/2 4Dt2\/t
et :
Bn( 9 Az 4L1; . 8271( 9 A 4%2)& N Ax? 4%21&
—(z,t) = ———=e uis —(r,t) = ——e ———e
dx 2DtV P 022 2Divi 1D/
et donc : o2 y ) A ) p
n z? x ® n
—-D—(z,t) = ———e¢4 — ———e 4Dt = —(x,t
8x2( ) 2t\/t 4Dt2\/t ot (@)
puisque t3/2 = ty/t. Donc :
0 0?
on a légalité a—? = —Da—ag sur R x R donc n est solution de (E)




2. On considére ici la fonction n de la question 1 pour A= D = 1.

0
(z,t) et —n(x,t) en précisant leurs signes.

(a) Pour tout (z,t) € R x R%, calculer on 5

Ox
Pour tout (z,t) €e R x R%, on a:

ﬁn( " 1 % 22 % <0
—(z,t) = — €4t — e
ot 2t3/2 442/t -
et : )

an( " x %

—(x,t) = e

ox 2\t

qui est du signe de =x.
b) Sur un méme dessin, proposer sur R, des représentations graphique de :
+

ny :x— n(x,ty) et ng : x — n(z,ta)

pour 0 < t1 < to.
Soit (t1,t2) € (R%)? tel que ¢1 < t5. On a vu & la question 2a que :

V(z,t) € Ry x R?, %;L(z,t) <0

Cela signifie que, pour x € Ry fixé, la fonction t — n(x,t) est décroissante sur R . Par conséquent,
le graphe de la fonction n; : @ — n(x,t1) est au-dessus de celui de la fonction ng : & — n(z,ts)
(puisque t1 < t9). Par ailleurs, on sait aussi (cf. question 2a) que :

on
V(z,t) € Ry x R, —(z,t) 20
ox
donc les fonctions ny et ng sont croissante sur R .
Ch,
1 Cny
Vi
_1
Vs




Exercice 3 (C4) [ Soit la fonction f d’expression f(z,y) = ze®Y.

1. Déterminer 1’équation du plan tangent & la surface représentative de f au point (1,0).
Les fonctions (z,y) — zy et (r,y) — x sont polynomiales donc de classe C! sur R? et comme la
fonction exponentielle est de classe C! sur R, on obtient par composition et produit que la fonction f est
de classe C! sur R%. En particulier, elle est de classe C* au point (1,0). La surface représentative S de f
présente donc au point de coordonnées (1,0) un plan tangent P. Celui-ci a pour équation :

of of
P 1,0 —(1,0 —(1,0
— 11,0+ S L0 - 1)+ L0
Or: 5 5
V(z,y) € R? a—i(@y):emy—i—xye”‘y et 83];(90 y) =a%e™
et donc : of of
—(1,0) =1 t —(1,0) =
sao-1 e« ao
2. En déduire une valeur approchée de f(1,1;—0,1).
Le point (1,1; —0; 1) est proche du p01n (1,0). Une approximation de f(1,1;—0,1) est donc donnée par
la cote du point de coordonnées (1, 1; —0, 1) sur le plan tangent P. Donc :
‘une approximation de f(l,l, —0,1) est f(1,1;-0,1) =~ 1,1+ (-0,1) = 1‘

Exercice 4 (C5) Dans chacun des cas, calculer la dérivée de la fonction g en précisant 'intervalle de

dérivabilité.
L f(z,y) = e et g(t) = f(cos(t),t’)
La fonction (x,y) — x+2y est de classe C! sur R? (car polynomiale) tandis que la fonction exponentielle
est de classe C! sur R. Par composition, la fonction f est donc de classe C! sur R2. De plus, les fonctions
t — cos(t) et t — t3 sont de classe C! sur R (et on a (cos(t),t3) € R? pour tout ¢t € R) donc, par
composition, la fonction g est de classe C' (et donc dérivable) sur R et :

of of

VteR,  g(t) =5 (cos(t),£*) sin(t) + 37 (cos(t), £*)t* = —sin(t) oS +21° | 42 g cos(t)+2t°
€ Y

F[ COMMENTAIRE ]

On rappelle le théoréme de dérivabilité d’une composée a partir d’'une fonction de deux variables. Soient :
1. f est une fonction de classe C' sur un sous-ensemble D de R?;
2. z et y deux fonctions de classe C! sur un intervalle I de R ;
3. on suppose de plus que pour tout t € I, on a (z(t),y(t)) € D (hypothése de composition).

Alors la fonction (d'une seule variable) g : t — f(z(t),y(t)) est de classe C (donc dérivable sur I) et

of

vtel, g t) = D

== (@(8),y(0)2'(t) + o= (2(8), y(8)y' (t)

Ce théoréme a surtout un intérét si la fonction de deux variables f n’est pas explicite. Dans le cas contraire,
on peut effectivement considérer directement la fonction d’une seule variable. En effet, on a dans cette
question :

g:it— ecos(iﬁ)Jth3

Cette fonction est clairement dérivable sur R par composition et on peut calculer facilement sa dérivée.
Pour la question 4., il faut appliquer le théoréme ci-dessus.

Dans le corrigé de cet exercice, on applique a chaque fois le théoréme (essentiellement pour le mettre en
ceuvre) mais on peut faire I'autre méthode évoquée ci-dessus.




2. f(z,y) = In(1+zy) et g(t) = f(VL, %)
Le domaine de définition de f est Dy = {(w,y) € R? ‘ Ty > —1}. La fonction f est de classe C! sur Dy
par composition. De plus, les fonctions t — /t et t — ¢ sont de classe C! sur R et, pour tout ¢ € R7,
on a (Vt,t?) € Dy puisque Vit? > 0 > —1. Par composition, la fonction g est donc de classe C' (donc
dérivable) sur R et :

t2 2t3/2
SN RN RN

. 19

2 of 2y _
(Vt,t )+2ta—y(\/i,t ) =

3. fla,y) =22 +e¥ +ayet gt) = flel,sin(t))
En procédant comme dans la question 1., on obtient que g est dérivable sur R et :

Vt € R, g'(t) = (2et +sin(t)) e’ + (e5® +e?) cos(t)

4. f est une fonction de classe C' sur R% x R et g(t) = f(et, —t?)
La fonction f est de classe C' sur R*% x R par hypothése et les fonction ¢ — et et t — —t2 sont de
classe C! sur R. De plus, pour tout t € R, on a (e, —t?) € R* x R. Par composition, la fonction g est
donc de classe C' sur R et :
of

of
1y — ot o 42\ to_ 42
vVt € R, gt)=e ax(e’ t*) Qtay(e, t*)

Exercice 5 (C1-C4) On considére les fonctions :

Y

. 2 .
fil@y)—m@®-y) ot g:@y)— Gy

1. Déterminer et représenter dans le plan les domaines de définition de f et de g.
La fonction In est définie sur R* donc le domaine de définition de f est :
Dy ={(z,y) € R? ’y < 332}

Graphiquement, Dy est la région du plan situé strictement en dessous de la parabole d’équation y = z2.

Mais pas la

0
La

Notons D, le domaine de définition de g. Soit (z,y) € R?. Alors :
(z,y) €D, <= 2* +y*> #1 <= M(x,y) n’appartient pas au cercle trigonométrique

Donc D, = {(m, y) € R? ! 22 +y? # 1} ce qui correspond géométriquement & 'intérieur et & l'extérieur
du cercle trigonométrique. Autrement dit, D, est R? privé de ce cercle.



2. Soit k € R. Déterminer la courbe (ou « ligne ») de niveau k de f et en proposer une représentation
graphique. Méme question pour la fonction g.
Soit £ € R. On note Ly la ligne de niveau k de f. Il s’agit de I'intersection de la surface représentative
de f (ou de g) avec le plan horizontal d’équation z = k.

e Lignes de niveaux de la fonction f.
Soit (z,y) € Dy. En utilisant la stricte croissance de la fonction exponentielle sur R, on a :

flz,y) =k <= 22 —y=e® —= y=22—-¢*

Donc :
L= {(z,y) eR*|y=2®—e"}

On obtient la représentation graphique suivante :

Ly,

N

—e

e Lignes de niveaux de la fonction g.
Soit (z,y) € Dy. Alors :

(z,y) €Ly == k(@ +y* —1)=y < ke’ +hky>  —y—k=0
On distingue deux cas. Si k = 0, alors :
(r,y) € Ly <= y=0

et donc Lo = {(z,y) € R? |y = 0}. Autrement dit, Lo est I'axe des abscisses (faire le dessin).
On suppose que k #£ 0. Alors :

(z,y) €Ly <= k(@* 4+ —1)=y <= ke’ +hky’ —y—k=0

= z2+y27%71:0
2
1 1
2
[ — —_— — 1 =
— "+ (y 2k> 2 0
2
1 4k* +1
2 _ — =
= 7"+ (y 2k> 152
4k* +1 _ _ 1
Comme 2 > 0, la ligne de niveau L est donc le cercle de centre € | 0, o et de rayon
VA4k? +1
2k

Graphiquement, le centre du cercle peut-étre en dessous ou au dessus de l'axe des abscisses (suivant
le signe de k). Dans les deux cas, le cercle peut bien stir couper 'axe des abscisses et/ou I'axe des
ordonnées.



Exercice 6 (C2-C6) Les questions 1. et 2. sont indépendantes.
1. On considére la fonction :
fol@y)—a® +y* — 20— 4y

(a) Déterminer le gradient de f.
La fonction f est polynomiale donc elle est de classe C! sur R et :
V(z,y) € R?, g(m,y) =2r —2 et ?
Y

9 (z,y) =2y —4

Donc le gradient de f est défini par :

Y(z,y) € R?, gr?if(amy) = (22 — 2,2y — 4)

(b) En quel point la fonction f peut-elle admettre un extremum ?
On sait que si la fonction f présente un extremum en un point, alors le gradient de f est nul en ce
point. Déterminons donc le ou les éventuels points d’annulation du gradient de f. Clairement :

V(e,y) € B2, grad fla,y) = (0,0) <= z=1lety=2

Donc :

‘si f présente un extremum, alors celui-ci est atteint au point de coordonnées (1,2) ‘

(c) Montrer que pour tout (x,y) € R?, on a f(x,y) > —5 et conclure.
On a f(1,2) = —5. De plus :

V(,y) €R?, floy) = (2-1)°-1+(y=2)*~4 = (2-1)°+(y-2)°-5> =5 car (z-1)*+(y=2)* > 0

On a donc :
V(z,y) eR?,  f(z,y) > f(1,2)

Finalement :

‘la fonction f présente un minimum au point de coordonnées (1,2) qui vaut —5

2. La fonction f : x — 2% + 22y admet-elle un extremum ? Justifier.
La fonction f est de classe C' sur R? car elle est polynomiale. De plus :
of of

2 9] — 42 aj _ .2
V(z,y) € R, aI(ﬂmy) 4z et ay(ﬂc,y) T

et donc le gradient de f s’annule si et seulement si z = 0. Si f présente un extremum, alors il est atteint

en un point dont les coordonnées sont de la forme (0,yp) ot yo € R.

Soit yo € R. Alors f(0,y0) = 0. On distingue trois cas :

* Premier cas : yp = 0.
On a f(1,0) =1 > f(0,0) donc f ne présente pas de maximum en (0,0) et f(—1,0) = —1 < f(0,0)
donc f ne présente pas de minimum en (0, 0).

* Deuxiéme cas : yg > 0.
On a f(yo,0) = y3 et f(—yo,0) = —yg donc f(—vo,0) < f(0,50) < f(v0,0). La fonction f ne présente
ni minimum, ni maximum en (0, yo).

x Troisiéme cas : yg < 0.
On a cette fois f(y0,0) = y3 < 0 et f(—yo,0) = —y§ > 0 donc la fonction f ne présente ni minimum,
ni maximum en (0, yo).

Finalement :

‘la fonction f ne présente pas d’extremum sur R2.




Yy

L+a22 492

1. Déterminer le gradient de f et préciser les points critiques de cette fonction.
La fonction f est de classe C' sur R? et :

of —2zy of _ 42?4y —yx2y 14—y

Exercice 7 (C2-C6) On consideére la fonction f : (z,y) — définie sur R?.

R? = = = = =
v(@y) €R, Ox (@y) (1422 +y2)? ot oy (@y) (1422 +y2)? (1422 +y2)?

donc :

—2xy 14 22 — g2
v R? d =
(55711/) € ’ gra f(x7y) <(1 —|—.Z‘2 _|_y2)2’ (1 —l—l‘Q +y2)2

Soit (z,y) € R2. On résout :

—22y =0

= =+ = 2 - _
14222 =0 <~ (x=0ety==*1)ou (y=0et x 1)

gradf(z,y) = (0,0) <= {

impossible

Ainsi :

‘les points critiques de f sont (0,—1) et (0,1) ‘

2. Montrer que :
V(xv y) € RQ» -

DN =

< flz,y) <

DO =

Soit (x,y) € R2. Alors :

1 1 2y + 1422 +42 +1)% + 22
f(l‘»y)+*:%+*: g 29: 2y = ly )2 932 >0
2 1422492 2 2(1+a%2+y?) 2(1+ 22 +y?)

La deuxiéme inégalité se démontre de la méme maniére. Ainsi :

DN | =

< flo,y) <

N |

V(Z’,y) € R27 -

3. Conclure quant a l'existence d’extremums pour la fonction f.

1 1
On remarque que f(0,1) = 3 et f(0,—1) = —5 L’inégalité obtenue a la question 2. se réécrit donc :

Ainsi :

la fonction f présente un minimum au point (0, —1) et un maximum au point (0, 1) ‘




Exercice 8 (C1-C2-C6) Pour tout (z,y) € R?, on pose :

9(@,y) = (v +y)e )

1. Calculer le gradient de g. Quelles sont les valeurs de (x,y) susceptibles d’étre des extremums pour g ?
Les fonctions (z,y) — 22 + 4% et (z,y) — x + y sont polynomiales donc de classe C* sur R2. De plus,
la fonction exponentielle est de classe C' sur R. Par composition et produit, la fonction g est donc de
classe C! sur R? et :

99 9y

V(z,y) € R? 6—(35,3/) = (1 - 227 — 2zy) e~ (@ +v%) et a—(w,y) = (1—2zy — 2¢%) e~ (@)
€L Y

Donc le gradient de f est défini par :

Y(z,y) € R? gr;ig(x,y) = ((1 — 222 — 2ay) (3*(‘7‘/’2“42)7 (1—2zy — 2y2) 67(12“42))

Soit (z,y) € R%. On sait que si la fonction g présente un extremum en (z,y), alors graé g(z,y) = (0,0).
On résout donc :

- 2 — 2 _
arad g(z,y) = (0,0) { 20 +2xy =1 14 { 2x° +2xy =1 Ly

2oy +2y2 =1 Lo 2 —y)(z+y) =0 Lo+ L;—Ly
2 _ 2 _
20° 4+ 2zxy =1 o { 20° 4+ 2xy =1

y=—c
=+1 =1
T 3 ou { 0

= (z,y) = <;;> ou (z,y) = (;;)

car le second systéme n’admet pas de solution. On en déduit que :

[

. . 1 1 11
les points en lesquels la fonction g peut admettre un extremum sont 373 et 23

2. Soit r € R4. Quels sont les maximum M (r) et minimum m(r) de g sur le cercle C, de centre O(0,0) et
de rayon r 7
On rappelle qu’un point M du plan (rapporté a un repére orthogonal (O, ;;)) est caractérisé de maniére

unique par ses coordonnées polaires (r,0) ot r = OM et 0 = (;, 57\7) mod 27.
Soit r € Ry. Si M (z,y) appartient au cercle de centre O et de rayon r, alors son affixe est de la forme
relthel® — pcos(h) + irsin(f)
pour un certain nombre réel 6. Autrement dit :
Y(z,y) € R? M(z,y) €C,. < IO €R, (z,y) = (rcos(h),rsin(f))

Ainsi, recherche les minimum et maximum de g sur le cercle C, revient a cherche les minimum et maximum
de la fonction 6 — g(r cos(f),rsin(0)) sur R. Soit 6 € R. Alors :

2

g(rcos(),rsin(6)) = r(cos(f) + sin(6)) e —r*(cos(6)*+sin(6)*) r(cos() + sin(f)) e ™"

Or:
cos(9) +sin(9) = V2 (COSW)? + sin(ﬁ)?)
=2 (cos(@) cos (%) + sin(0) sin (%))
= V2cos (9 - 2)
Finalement :

2

Vo € R, g(rcos(6),rsin(0)) = V2 cos (9 _ Z) re—T

10



Comme v/2re~"" > 0, pour minimiser et maximiser ’expression précédente, il suffit de minimiser maxi-

. ™ . .. . om .
miser cos (9 — Z) Or ce cosinus vaut au minimum —1 par exemple si § = T et au maximum 1 par

7T
exemple si 0 = 1 On en conclut donc que (avec les notations de I’énoncé) :

m(r) = —Vore " et M(r) = Vore™

. Etudier les variations de M et de m sur R.
Etudions les variations de M sur Ry. Cette fonction est dérivable sur Ry (sur R méme) par produit et
composition de fonction dérivables et :

vm e Ry, M'(r) =V2(1 - 21"2)(3#2 = \/5(1 fr\/§> (1 +T\/§) e

On en déduit le tableau de signes de M et de variations de m et M suivants :

r 0 ? oo
M'(r) + 0 -
e—1/2

MO/\O
mo\/o

_e—1/2

. En déduire que g admet un maximum et un minimum global sur R2.

2
Posons M =e~1/2 Alors M = M ({) D’aprés la question 2., M est le maximum de la fonction g

11
sur le cercle C 5 /2 Remarquons qu’il est atteint au point (27 2). D’aprés la question 3., on sait aussi
que :

11
Vre Ry, M = M(r) ¢’est-a-dire f (2, 2) > M(r)

Comme la réunion des cercles de centre O et de rayon r (ot 7 € R ) forme une partition de R?, c’est-a-dire
R? = U C,, I'inégalité précédente se réécrit :
r=0

11

e e R f(503) > )

De la méme maniére :

V(z,y) € R? f (—

Finalement :

11
f présente un maximum (respectivement minimum) sur R? en (2, 2> (respectivement

27 2

1 1
< )) qui vaut e ~1/2 (respectivement —e ~1/2)

11



Exercice 9 (C1-C2-C8) Notons (E) chacune des équations aux dérivées partielles proposées et Sg son
ensemble de solution. Si D est un sous-ensemble de R, on notera F(D,R) l'ensemble des fonctions définies sur
D.

1. Déterminer les fonctions f de classe C! sur R? telles que :

V(z,y) € R2, g—z(x,y) = sin(y)2 +x

D’aprés la formule de duplication du cosinus, on sait que :

1 2
Yy € R, sin(y)? = = — cos(2y)
2 2
Pour toute fonction f: R? — R, on a :
of 1 cos(2y)
2 9J _ L
f €Sy < V(z,y) e R?, 8y(an‘,y) 5 5 +x
in(2
— g FRE), Yoy) B fwy) =L - B oy i)
Donc :
in(2
Sg = {(x,y) €eR? — % — smi y) +ay+g(z)|ge f(R,R)}
2. Déterminer les fonctions f de classe C' sur R? telles que :
0
V(z,y) € R, afi(%y) = cos(z) + 2y

Pour toute fonction f: R? — R, on a :
fE€SE < Fgc FR,R), Y(z,y) € R f(x,y) =sin(z) + 22y + g(y)

et donc :

Sg = {(a@y) € R? — sin(x) 4 22y + g(y) ’g € ]-'(R,R)}

3. Déterminer les fonctions f de classe C* sur (R%)? telles que :

Wy e ®L?, oL i or

8z ™ Y) = N oy

(m,y) = Y

Va2 +y?
Soit f: (Ry)? — R. Alors :

V(ey) € ®2)? 2L

X
8x(x’y)_ \/TTyQ

et, pour une fonction de cette forme :

< dg¢€ Cl(RiaR)v V(m,y) € (Ri)za f(CC,y) =V x2 +y2 +g(y)

* 6 *
W(o) € (R, 5 (.0) = T WEEL () =0

<= ¢ :R+—— R est une fonction constante

Ainsi :

SE:{(x,y)eRz»—>\/x2+y2+C‘C€R}
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4. Déterminer les fonctions f de classe C? sur R? telles que :

9% f

RQ
Y(z,y) € R, 920y

(z,y) =2 +¢°

Pour toute fonction f:R? — R, on a :

3

0 x
fese < 3 FRE), Vo) € B, Flon) = 41+ o)

) 2 2y oy

Donc :

x3y ysx
55 = {e) € R s L LT gly) 4 0()| 0.1 € CURR) < FRR)

5. Déterminer les fonctions f de classe C% sur R? telles que :

0*f

2
V(m,y)ER ) ain(xay):O
Pour toute fonction f: R? — R, on a :
2 Of
feSp < Jge F(RR), V(z,y) € R%, @(w,y) =g(z)

> 3(g,h) € F(R,R), V(z,y) € R?, f(z,y) = g(x)y + h(z)

Donc :

Sg = {(m,y) € R? — g(2)y + h(z) | (g,h) € F(R, R)Q}

6. Déterminer les fonctions f de classe C' sur R? telles que :

V(z,y) € B2, g—;(w,w—ﬂx,y):x ot f@0)=1-z

Soit f : R? — R une fonction de classe C'. Alors :

L)~ fag) =a

flz,0)=1—x

f€8Sg < pour tout x € R, f est solution du probléme de Cauchy C, :

Fixons 2 € R et résolvons le probléme de Cauchy C,. L’équation différentielle (en y) est linéaire du
premier ordre & coefficients constants. Son ensemble de solutions est :

{y s O(z)e¥ —z|C e ]-'(R,R)}
Déterminons la fonction C' répondant au probléme de Cauchy. Soient C' € F(R,R) et f : (z,y) —

C(x)e¥ —z. Alors :
f(z,0)=1—2 <= Cax)—2x=1—2 <= Cx)=1

Donc

Se = {(x,y) —e¥ —a}
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Exercice 10 (C1-C2-C6) Soit k € N*. On considére la fonction f; définie par :
V(w,y) €01, file,y) =2ty —ay*

De plus, gi et ¢y désignent les fonctions définies par :

g (z,y) = fu(@.y) et or(x) = gp(z,1 —x)
r—y
1. Représenter a 'aide d’un schéma ’ensemble de définition de g noté D; puis déterminer I'ensemble de
définition de ¢y noté Ds.
La fonction fi est polynomiale donc elle est définie sur R? et donc sur ]0, 1[2. Par quotient, le domaine
de définition de g, est donc :

Dy = {(z,y) € R? |z £y}

Les bords du carrés, ainsi que la diagonale principale, ne font pas partie de D;.

I

Soit (x,y) € R2. Alors :

(,y) €Dy <= (z,1—2) €Dy < x€]0,1], 1l —xz€]0,l[etx#1—x

<= eolull
x 72 27

1 1
D Dy = = =, 11|
onc | Dy }0,2{U]2, [

1
2. On cherche la limite de la fonction ¢y en 3
(a) Calculer les dérivées partielles de fi en tout (z,y) €]0,1[> (on admet que fi est de classe C! sur
]0,1[%) et en déduire le nombre dérivé de  — fi(x,1 — x) au point 3
Soit (z,y) €]0,1[%. Alors :

of _ k-1 k of _ Lk k—1
al,]c(x,y)—kfaf y—y et 8y(:c,y)—x — kxy

Les fonctions # — = et 2 — 1 — z sont de classe C* sur ]0, 1] et la fonction f, est de classe C! sur
10,1 (cela est indiqué dans 1’énoncé méme si on le sait que fi est polynomiale). De plus, pour tout
x €]0,1[, on a (z,1 — ) €]0,1[%. D’aprés la théoréme de composition, la fonction z — fi (2,1 — ),
notée h, est donc de classe C! sur ]0,1[ et on a :

v €]0,1], h'(z) = %(x,l —x)x 1+ %(x, 1—2)x(-1)

1
En particulier, h est donc dérivable en B et (en remplagant) :
k
1 1 k—1
Mlz)=2k-1)(=) =—=—
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(b) En déduire que :

Soit x € Dsy. Alors :

Cheiow b 1 h@)-h(})
Cz—(1—-2) 22-1 2 x—

or(r) = ge(z,1—x)

k k
1 1 1 1
puisque h (2> = <2> — <2> = 0. Or la fonction A est dérivable en 3 dont le taux d’accroissement

1
précédent admet pour limite h’ 3 et donc :

1 1 1 kE—1
la fonction ¢ admet une limite en 3 qui vaut §h’ <2) = 5
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