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| Dénombrement et combinatoire

1. Propriétés des cardinaux

Définition 1 Un ensemble E est fini si, et seulement s’il existe un entier p > 0 et une bijection de |[1,p]| sur E.
E peut alors s’écrire sous la forme E = {x, | n € |[1,p]|} ou les x, sont des éléments deux a deux
distincts. L’entier p est le cardinal de E et on note card £ = p

Par convention, card & = 0.
Remarque Sia et b sont deux entiers, ’ensemble |[a, b]| est fini de cardinal b —a + 1

Définition 2 Un ensemble E est dénombrable si, et seulement s’il existe une bijection de N sur E.
E peut alors s’écrire sous la forme E = {x, | n € N} ou les x,, sont des éléments deux a deux
distincts.
On peut alors énumérer les éléments sous la forme d’une suite.

Proposition 1 Soit E un ensemble et F un ensemble fini de cardinal p.
S’il existe une bijection f de E vers F alors E est fini et card E = p.

Preuve Puisque F est fini de cardinal p, il existe une bijection ¢ de |[1,p]| sur F.

Comme f est une bijection de E vers F, f~! est une bijection de F vers E et ¢ o f~! est une bijection
de |[1,p]| sur E.

Proposition 2 Résumé des propriétés sur les cardinaux vues en premiere année.
Soit A et B deux ensembles finis et (A,-),-E|[1,,,]| une famille d’ensembles finis.

(1) Si A et B sont disjoints alors card (A U B) =card A + card B
(2) card (A\ B) =card A —card (A N B)
en particulier si B < A alors card (A\ B) =card A —card B
(3) Si E est un ensemble fini et A une partie de E alors card (A) = card E — card A
(4) A x B est un ensemble fini et card (A X B) =card A x card B
Pour tout entier k > 0, card (A¥) = <card A) g
(5) card (A U B) =card A +card B —card (A N B)
(6) Formule du crible de Poincaré

card(UA,-) =Y (-)*! > card(A;, N - NAL)
i=1 k=1 1<i < <ig<n
(7) Utilisation d’un recouvrement disjoint d’un ensemble E

Soit £ un ensemble fini et (Al-),-e|[1,n]| une famille de parties de E telle que :

UAl- =EetV(i)) € |[1,n]|2, i+j=>AiNA; = Jalorscard E = anrdA,-

i=1 i-1
En particulier, si Vi € |[1,n]| card A; = c alors card E = nc.

2. p-listes d’un ensemble a n éléments

Définition 3 Soit £ un ensemble et p un entier strictement positif.
Une p-liste ou un p-uplet d’éléments de E est un élément du produit cartésien E?.

Une p-liste est notée (x1, -+, Xp).
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Proposition 3 Soit E un ensemble fini de cardinal n et p un entier strictement positif.
Le nombre de p-listes d’élements de E est n”.

Preuve D’apres la propriété (7) précédente, card (E?) = (card E)p =n?

Conséquence - Soit E et F' deux ensembles finis tels que cardE = p et cardF = n.
Le nombre d’applications de E vers F n”.

- Le nombre de tirages successifs et avec remise de p boules d’une urne qui contient n boules
discernables est n”.

Preuve - Soit E = {ey,---,e,} alors une application f est entierement déterminée par la donnée d’une
p-liste (f(e1),---,f(ep)) d’éléments de F

- Un tirage de p boules successivement et avec remise dans une urne est une p-liste de boules de
I’urne (on tient compte de 1’ordre et il y a répétition)

3. p-arrangements et permutations d’un ensemble a n éléments

Définition 4 Soit E un ensemble et p un entier strictement positif.
Un p-arrangement d’éléments de E est une p-liste d’éléments deux a deux distincts de E.

Proposition 4 Soit E un ensemble fini de cardinal n et p un entier strictement positif.
Le nombre de p-arrangements d’éléments de E, noté A%, est égal a :
! .
nn—1)--(n-p+1)=—L—sip<n
b (n=1)-(n-p+1) G-yt 8PS
n

0 sip>n

Preuve On a n choix pour la premiére composante. Pour chacun de ces choix, on a (n — 1) choix pour la
seconde composante, puis (n — 2) pour la suivante, et ainsi de suite.

Si p > n alors pour la (n + 1)-ieme composante, il n’y a plus aucun choix.
Si p < n alors pour la p-ieme composante, il restera (n — p + 1) choix.

Conséquence - Le nombre d’applications injectives d’un ensemble E a p éléments vers un ensemble F a n
éléments est A}

- Le nombre de tirages successifs et sans remise de p boules d’une urne qui contient n boules
discernables est A?%.

Preuve - Soit E = {ey,---,e,} alors une application injective f est entierement déterminée par la donnée
d’une p-liste (f(e1),---,f(ep)) d’éléments deux a deux distincts de F

- Un tirage de p boules successivement et sans remise dans une urne est un p-arrangement de
boules de I’urne(on tient compte de ’ordre et il n’y a pas répétition).

Définition 5 Soit £ un ensemble fini de cardinal n > 0.
Une permutation de E est un n-arrangement des éléments de E.

Proposition 5 Le nombre de permutations des éléments de E est n!.

Conséquence - Le nombre d’applications bijectives d’un ensemble E a n éléments vers un ensemble F a n
éléments est n!.

- Le nombre de tirages successifs et sans remise de n boules d’une urne qui contient n boules
discernables est n!.

Preuve C’est le cas particulier ou n = p.
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4. p-combinaisons d’un ensemble a n éléments

Définition 6 Soit £ un ensemble fini de cardinal n > 0 et soit p un entier naturel.
Une p-combinaison d’élements de E est une partie a p éléments de E.
On note P,(E) I’ensemble des parties a p éléments de E.
Une p-combinaison d’élements de E est un élément de P,(E).
On les note {x1,-,x,} ol xy,---,x, sont p éléments deux a deux distincts de E.

Proposition 6 Soit E un ensemble fini de cardinal n > 0 et soit p un entier naturel.
Le nombre de p-combinaisons d’élements de E, not€ ( , ) (ou Ch), estégal a:

k — 1) (n —
AL nn=DeeGoprl) g,
(p)= p: P! p!(n—p)!
0 Ssip>n

Preuve Comme E contient n éléments, si p > n alors il n’y a aucune partie a p éléments distincts de E.
Sip < n alors, a toute partie de P,(E) correspondent p! arrangements de p éléments de E.

Al

p!

Comme il y a A} p-arrangements d’éléments de E, il y a parties a p éléments de E.

Proposition 7 - Le nombre de tirages simultanés de p boules dans une urne qui contient n boules discernables
est (, ) (on ne tient pas compte de I’ordre et il n’y a pas répétition)

- Le nombre de suites strictement croissantes de p entiers compris entre 1 et nest (5, ).

Preuve - Effectuer un tirage simultané de p boules dans une urne qui en contient n, c¢’est chosir p éléments
dans un ensemble qui en contient 7.

- Une suite strictement croissante de p entiers compris entre 1 et n est un n-uplet (x1, ---,x,) tel que
I <xi < <xp<n.

A toute partie de p éléments deux a deux distincts de |[1,n]| correspond une et une seule (il y a
bijection) suite strictement croissante de p entiers compris entre 1 et n.

En effet, il y a une seule maniere de les ranger dans 1’ordre croissant et ils sont deux a deux
distincts donc la suite obtenue est strictement croissante.

Proposition 8 Propriétés principales des coefficients binomiaux. Soit n et p deux entiers naturels.
M) () =1
(2) Formule d’Euler p( ) = n( Z:i )
(3) Formule de Pascal (Z:i ) =(p)+ (pil )
(4) Formule du bind6me de Newton

Y(a,b) € C?, (a+b)" = Z(; )a’b" P = Z(Z)a"‘pbp
p=0 p=0

n

En particulier : Vx € C, (1+x)" = > (#)xPet,pourx = 1, D> () = 2"
p=0 p=0

Yn > O,Z(;)(—l)p =0
p=0
(5) Formule de Vandermonde

n
V(a,b,n) € N°, D (4)(,2,) = >, (a)h) =(4")
p=0 (.9)eN? | p+g=n
Preuve i faire en exercice

F.Macé 2024-2025 BCPST 2C Cours Chapitre 5 page 4/12



Il Probabilités

1. Expérience aléatoire et événements li€s a cette expérience

Définition 7 - Une expérience aléatoire ou une épreuve aléatoire est une expérience dont le résultat ne peut pas
étre prévu de maniere certaine.
- L’ensemble des résultats possibles d’une expérience est appelé univers et noté Q.

« Un élément o de Q est appelé une éventualité, un possible ou un événement élémentaire.

« Un événement est une propriété lie a I’expérience qui peut étre réalisée ou non.

On identifie un événement au sous ensemble de O constitué des résultats pour lesquels la
propriété est vérifiée.
+ Q est I’événement certain et J est I’événement impossible

+ Soit A et B deux événements
-A < Bou A = B signifie que si A est réalisé alors B est réalisé aussi
-A N B est ’événement "A et B".
Il est réalisé si, et seulement si, A et B sont réalisés simultanémént
-A U B est I’événement "A ou B".
Il est réalisé si, et seulement si, A est réalisé ou B est réalisé ou les deux sont réalisés.
-Si AN B = J alors A et B sont incompatibles
-A est I’événement contraire de A. A est rélaisé si, et seulement si, A n’est pas réalisé
-AUB=ANBetANB=AUB

Exemple On lance une piece de monnaie et on s’arréte dés que 1’on obtient pile pour la 1ere fois.

Si on obtient pile au n-ieme lancer le résultat obtenu peut s’écrire : @, =(F,---,F,P), n > 0.
\ﬂ_l

n termes

L’événement "I’expérience s’ arréte avant le quatrieme lancer" est
A = {(P)’(F’P)’(F’F’P)’(F’F’F’P)}

+00
L’événement "I’expérience s’arréte apres le n-ieme lancer” est A, = | J {os).
k=n+1

C’est une réunion dénombrable d’éventualités.

Remarque 1l faut supposer que I’ensemble des événements soit stable par réunion dénombrable, c¢’est-a-dire
que, si (A,) ey est une suite d’événements alors U A, est un événement.

neN
Définition 8 On appelle tribu (ou c-algebre) sur Q, une partie 7 de P(Q) telle que :

-QeT
- Test stable par passage au complémentaire (A € 7 = A € 7)

- Test stable pour la réunion (pour toute suite (A, ),y d’événements, (U A,,) eT
neN

Définition 9 Soit une expérience d’univers Q.
L’ensemble des événements liés a cette expérience est une tribu 7.
«Si Q est fini ou dénombrable, toute partie de Q2 est un événement et 7 = P(Q).
«Si Q est infini dénombrable, 7 est une partie stricte de P(Q)
Le couple (€2, 7) est appelé un espace probabilisable.
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2. Définition et premieres propritétés d’une probabilité

Définition 10 Soit une expérience d’univers Q.
On appelle probabilité sur Q toute application P de 7 dans R vérifiant :
VA eT PA) >0
«P(QQ) =1

- Pour toute suite (A,)en € 7 d’événements deux a deux incompatibles, la série D_ P(A,) (2
+00

termes positifs) est convergente de somme égale a D P(A,) = P UA.
n=0 neN

Le triplet (€2, 7, P) est alors appelé un espace probabilisé et, pour tout A de 7,

le réel positif P(A) est appelé la probabilité de I’événement A.

Définition 11 Soit (QQ, 7, P) un espace probabilisé.
- Soit A € 7. On dit que A est un événement négligeable ou quasi-impossible si A + J et

P(A) = 0.
- Soit A € 7. On dit que A est un événement presque certain ou quasi-certain si A # Q et
PA) = 1.

‘Toute propriété vérifiée sur un ensemble de probabilité 1 est dite presque siire ou
vraie presque partout.

Exemple Expérience : on lance une piece de monnaie bien équilibrée et on s’arréte des que 1’on obtient pile
pour la lere fois.

Soit A I’évenement : "on n’obtient jamais pile".

Il est clair que A + <.

On note F,, I’événement "le n-ieme lancer a donné face",
OnaalorsA = (| F.etVn € N¥ P(F,) = P(F,) = %

neN*

N
Soit N € N*etAy = [ Fpalors A < Ay donc 0 < P(A) < P(Aw).
n=1

N
Comme P(Ay) = (%) , }ir&P(AN) = 0 et, par encadrement, P(A) = 0.

L’événement A est quasi-impossible.

Proposition 9 Soit une expérience d’univers Q et P une probabilité définie sur 7.
«P(J)=0
+S0it Ay, --,A, n événements deux a deux incompatibles, P(UA,-) = ZP(A,-)
i=1 i=1
En particulier, V(A,B) € P(Q)?, siANB = @alors P(A UB) = P(A) + P(B)
- Pour tout événement A de P(Q2), 0 < P(A) < 1 et P(A) = 1 - P(A)
« Pour tout couple (A, B) d’événements de P(Q), P(A\B) = P(A) - P(ANB)
En particulier, si B < A alors P(A\ B) = P(A) — P(B) et donc P(B) < P(A)
« Formule du crible (de Poincaré) : pour tous événements Ay, ---,A, de P(Q2),

P(QM)zXn}[(—l)k-l > P(rk]A,-m):|

k=1 1<i <+ <ig<n m=1
En particulier, P(A UB) = P(AUB) = P(A) + P(B) - P(ANB),
PAAUBUC) =PA)+PB)+P(C)—(PANB)+PANC)+PBNC))+P(ANBNC)
On déduit des propriétés précédentes que, pour tout événement B de 7,
- si A est un événement alors P(B) = P(ANB) + P(ANB)
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3. Systemes complets et quasi-complets d’événements

Définition 12 Soit une expérience d’univers Q.
Soit (A;)ier une suite d’événements de P(Q) avec I < N.
« (A}) e est un systeme complet d’événements si, et seulement si :
V(l,J) el | i #+], AiﬂAj = @etUA,- = Q.
iel
« (A}) e est un systeme quasi-complet d’événements si, et seulement si :
Vi, j)el | i+j,AiNA; = @etP(UA,-) =1.

il

Proposition 10 Soit une expérience d’univers Q.
- VA € 7, le couple (A,A) est un systtme complet d’événements.
«SiQ={w, -, 0, alors le n-uplet ({@},---,{w,}) est un systtme complet d’événements.
+Si Q = {w;,i € N} alors la famille ({®;})ien est un systeme complet d’événements.

Proposition 11 Soit une expérience d’univers Q.
«si(Ay,---,A,) estun systeme complet fini d’événements alors Xn:P(B NA;) = P(B)
« si (A)nen est un systeme complet infini dénombrables d’événel;llqents alors la série >_P(BN A,)
est convegrente de somme égale a +i;P(B NA,) = P(B).

4. Caractérisation d’une probabilité

a. Cas d’un univers fini :

soit Q = {®, --,,} alors I’ensemble des événements P(Q) est fini et card P(QQ) = 2".
Proposition 12 Soit (p,---,pn) € R". Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) il existe une probabilité P sur (Q,P(QQ)) telle que Vi € |[1,n]|, P({wi}) = pi
(i) Vi € |[[1,n]], pi > 0et > p; = 1.
i1

Quand elle existe, la probabilité P est unique et VA € P(QQ), P(A) = > pi
i€|[1,n]|| ;€A

Définition 13 La probabilité uniforme sur Q est définie par : Vi € |[1,n]|, P({wi}) = %

Proposition 13 Si P est la probabilité uniforme sur Q alors VA € P(Q),

card A card A nombre cas favorables a la réalisation de A
P(A) = m = = : .
card Q nombre cas possibles

b. Cas d’un univers infini dénombrable :

Soit Q = {w,,n € N}

Proposition 14 Soit (p,) une suite de nombres réels. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) il existe une probabilité P sur (Q,7) qui vérifie Vi € N, P({w,}) = pa
+00
(i) Vn € N, p, > 0 et la série Y_ p, est convergente de somme égale 3 > _p, = 1.
n=0
Quand elle existe, la probabilité P est unique et, pour tout événement A de 7, P(A) = Z Da.

neN|w,€A
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gt tan L Q - [0,1
Définition 14 L’application P : [0.1] ou p, = P({w,}) est appelée une
Op 2 Pn

distribution de probabilité sur Q associée a la probabilité P.

Exercice 1 Soit (p,),.y une suite vérifiant : Vi € N, 5pu2 = 6past — pa.

Montrer qu’il existe une unique probabilité P sur N telle que : Vi € N, P({n}) = pa.

lll Conditionnement - Indépendance

Soit une expérience d’univers (2 et P une probabilité définie sur 7.

1. Probabilités conditonnelles

Définition 15 Pour tout événement A non négligeable (ie P(A) = 0) de 7,

T > R
I’application Py : B P(ANB) estune probabilité sur Q
T P@

appelée probabilité conditionnelle sachant A.

On note indifféremment P4(B) = P(B | A) la probabilité de B sachant A.

On en déduit que : V(A,B) € 72, P(AN B) = P(A)P4(B).

Comme P4 est une probabilité, elle possede toutes les propriétés d’une probabilité.

En particulier V(B,C) € 72, PA(BUC) = Po(B) + PAo(C) — PA(BN C), Po(B) = 1 — PA(B)

Exercice 2 Deux urnes, U et V contiennent chacune quatre boules blanches et huit boules noires.
+ On tire au hasard une boule dans I'urne U. On note sa couleur et on la met dans I'urne V
+ On tire au hasard une boule dans I’urne V et on note sa couleur.
On note B; (rep. ;) "on tire une boule blanche (noire) au i-ieme tirage", i = 1,2.
Calculer P(B;), P(N1),P(B>) et P(N>).

2. Indépendance de deux événements

Définition 16 Soit (A,B) € 77 un couple d’événements.
A et B sont indépendants pour la probabilité P si, et seulement si, P(A N B) = P(A)P(B).

Proposition 15 Soit (A, B) € 72 un couple d’événements tel que P(A) # 0.
A et B sont indépendants pour la probabilité P si, et seulement si, P4(B) = P(B).

Remarque Si A et B sont incompatibles et P(A)P(B) + 0 alors A et B ne sont pas indépendants.

Proposition 16 Si A et B sont indépendants pour la probabilité P alors les événements A et B (resp. A et B,
resp. A et B) sont indépendants pour la probabilité P.

Exercice 3 On tire au hasard successivement deux boules d’une urne contenant 5 blanches et 2 noires.
On note B; (rep. N;) I’événement "on tire une boule blanche (resp. noire) au i-ieme tirage",
i=1,2.

B et B, sont-ils indépendants si on fait les tirages avec remise ? sans remise ?
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3. Indépendance d’une famille d’événements

a. Cas d’une famille finie d’événements :

Définition 17 SoitA,,---,A, n événements de 7~
«Aj,---,A, sont deux a deux indépendants pour la probabilité P si, et seulement si :
V(i,j) € |[1,n]]* | i #j, P(AiNA;) = P(A)P(A)).
«Ay,---,A, sont (mutuellement) indépendants pour la probabilité P si, et seulement si :

i€l

iel

Proposition 17 SiAj,---,A, sont mutuellement indépendants alors ils sont deux a deux indépendants.
Preuve Il suffit de choisir pour sous ensemble I, toutes les parties a deux indices de |[1,7]|.
Remarque La réciproque de cette proposition est fausse.
Exercice 4 On lance deux fois un dé équilibré et on note les événement A; : "le premier jet donne un n° pair",
A, : "les deux n° obtenus sont de parité différente”, A3 : "le deuxieme jet donne un n°® impair".

Etudier I’indépendance des événements A, A, et As.

b. Cas d’une famille infinie dénombrable d’événements :

Définition 18 Soit (A,),cn une suite d’événements de 7.
Les événements A,, n € N, sont (mutellement) indépendants pour la probabilité P si, et seulement

si, pour toute partie finie I de N, P(nAl) =[]PA)

el iel

ou, de maniére équivalente, Vn € N, P(nAl) =[] P(A).
0 i=0

Proposition 18 Soit (A,) ey une suite d’événements de 7 indépendants pour la probabilité P.
Alors (A))en 0l Vi € N, A}, = A, ou A, est une suite d’événements de 7 indépendants pour P.

IV Les formules du calcul des probabilités

Soit une expérience d’univers Q et P une probabilité définie sur 7.

1. Formule des probabilités composées

Elle est utilisée dans le cas d’épreuves successives non indépendantes pour calculer la probabilité du
bout d’une branche dans un arbre de probabilité.

Définition 19 Soit n événements Ay, ---,A, de 7 tels que P(A1 N - NA,-1) = 0.
Alors P(A1 N -~ NA,) = P(A1)Pa,(A2)Pa, 4, (A3)-Panna,, (An)

Preuve En exercice par récurrence a partir de n = 2.

Exercice 5 Une urne contient 4 boules blanches et 3 boules noires.
On tire au hasard successivement et sans remise quatre boules dans cette urne.
Calculer la probabilité d’obtenir deux blanches puis deux noires dans cet ordre.
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2. Formule des probabilités totales

La formule des probabilités totales est utilisée dans la gestion des choix multiples lorsque la réalisation
d’un événement dépend de la réalisation d’autres événements.

Proposition 19 - Soit (A;)ic;, ot I < N, un systéme quasi-complet d’événements de 7 tels que Vi € 1,
P(A,) + 0.

400
VB € 7T, la série Y P(A;)Pa,(B) est convergente de somme égale 2 Y P(A;)P4,(B) = P(B).
=0

- En particulier, soit A un événement de 7 tel que 0 < p(A) < 1 alors
P(B) = P(A)PA(B) + P(A)P(B)

Preuve B est la réunion disjointe des événements (A; N B);; donc
P(B) = >_P(A;NB) = >_P(A;)P4,(B).

i€l i€l

Exercice 6 Soit une urne blanche et une urne rouge contenant des boules blanches et des boules rouges.
Soit (b,r) e R*telque 0 < b < let0 < r < 1.

L’urne blanche contient une proportion b de boules blanches et I’urne rouge, une proportion r de
boules rouges.

On choisit une urne. La probabilité de choisir I’urne blanche est p, p €]0, 1[.

On tire une boule au hasard de cette urne.

Si la boule tirée est de la méme couleur que 1’urne, on tire a nouveau une boule de cette urne.
Sinon, on tire une boule dans 1I’autre urne.

On poursuit ainsi ces tirages avec remise :

la n-ieme boule est tirée dans 1’urne dont la couleur est celle de la (n — 1)-ieme boule tirée.
Soit b, et r, les probabilités que la n-ieme boule tirée soit blanche ou rouge respectivement.
1- Calculer b; et r; puis trouver une relation de récurrence entre b, et b,.

2- En déduire I’expression de b, en fonction de b, r et n.

3- quelle est la limite de b, quand n tend vers +oo ?

3. Formule de Bayes ou formule de probabilité des causes

Formule utilisée dans un cas de choix multiples quand, connaissant I’issue, on veut connaitre la cause.

s P(A,) + 0.
P(Ai)P4,(B)

> P(Ai)Pa,(B) |
k=1

P(A)PA(B)
P(B)

Proposition 20 Soit (A, ---,A,) un systtme complets d’événements de 7 tel que Vi € |[1,n]

Alors, pour tout événement non négligeable B de 7, Vi € |[1,n]|, Pp(A;) =

En particulier, soit A et B deux événements tels que P(A)P(B) + 0 alors Pg(A) =

Preuve Simple application de la probabilité conditionnelle et de la formule des probabilités totales.

Exercice 7 Un magasin M qui vend des ordinateurs se fournit auprés de deux entreprises A et B.
40% des appareils commandés par M proviennent de A.

On constate que parmi les ordinateurs livrés 5% (resp. 3%) de ceux fabriqués par A (resp. B) sont
défectueux.

Un technicien prend au hasard un ordinateur qui vient d’€tre livré, le teste et constate qu’il présente
un défaut.

Quelle est la probabilité que cet ordinateur provienne de 1’entreprise A ?
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V Variables aléatoires réelles

Soit une expérience d’univers Q et P une probabilité définie sur 7.

1. Définition et premicres propriétés

Définition 20 Une variable aléatoire réelle sur Q est une application X de Q dans R.

Le sous-ensemble de R : X(QQ) = {X(w) | ® € Q} est appelé I'univers image.

Proposition 21 L’ensemble des variables aléatoires réelles est un espace vectoriel.

Ainsi, si X et Y sont deux variables aléatoires réelles sur Q2 alors, pour tous réels A et y, AX + uY
est une variable aléatoire réelle sur Q2.

Notation Pour tout réel x, les événements liés a X sont :
X=x=X"{x}) ={0eQ | X() =x}
X<x]=X"1(] —0,x]) ={weQ | X() < x}
X > x] = X '(Jx,+0[}) =40 e Q| X(0) > x}
X<x]=X<x]U[X=x]=4w e Q| X(w) < x}
Xz2x]=[X>x]U[X=x] =4w € Q | X(w) > x}
Pour tousréelsaeth, [a < X < b] = X '([a,,b]) =40 € Q | a < X(w) < b}.

Définition 21 Soit X une variable aléatoire réelle définie sur Q.
On dit que :
« X est discrete lorsque X(Q2) = {x, | n € I} ou I est une partie de N
c’est-a-dire X(QQ) = {x1,---,x,}

« X est a densité lorsque X(Q) est un intervalle (ou une réunion d’intervalles) non réduit a un point

- X est discrete finie lorsqu’il existe n € N* tel que I = |[1,7]

Proposition 22 Soit I < N et X une variable aléatoire réelle discrete d’univers image X(Q) = {x, | n € I}.
La famille ([X = x,]), est un systtme complet d’événements.
En particulier :

si X(Q) = {x1, -, x,p alors D P(X = xx) = 1
k=1

+o0
$i X(Q) = {x, | n € N} alors la série Y_ P(X = x,) est convergente et Y P(X = x,) = 1.
n=0
Onaaussi: VAcC R, P(X€A) = Y, PX=ux).
xXeANX(Q)

Exercice 8 On lance deux dés classiques et on note X la variable aléatoire égale a la somme des deux dés.
1) Déterminer son univers image X(Q) et donner le systeme complet d’événement liés a X.
2) Déterminer les événements [X < 4], [X > 1], "X est pair".

2. Fonction de répartition d’une variable aléatoire réelle

Définition 22 Soit X une variable aléatoire réelle sur Q.
On appelle fonction de répartition de X, et on note Fy, I’application définie sur R par :

R - R
FX: .
x » PX<x)
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Exercice 9 Déterminer la fonction de répartition F de la variable aléatoire de 1’exercice 8.
Représenter la fonction F.

Proposition 23 Soit Fy la fonction de répartition de X alors
«Vx € R, Fx(x) € [0,1]
« Fx est une fonction croissante sur R
«lim Fx(x) = Oet lim Fx(x) = 1

Preuve -Pour tout x réel, Fx(x) = P(X < x) € [0,1]
-Pour tous x et y réels tels que x < y alors | —o0,x] <] —oo,y] donc [X < x] < [X < y]et
P(X <x) < P(X < y).
On aalors x <y = Fx(x) < Fx(y) et Fx est croissante.
- lim Fx(x) = lim Fx(-n) = lim P(X < -n) = 0.

- lim Fx(x) = lim Fx(n) = lim P(X <n) = 1 - lim P(X > n) = L.

Proposition 24 Soit Fy la fonction de répartition de X alors
« Fx est continue a droite en tout point de R (Vx € R, }ing Fx(t) = Fx(x))

«Vx € R, }ganx(t) = Fx(x) - P(X = x) = P(X < x).

Proposition admise.

Conséquence pour tout réel a, Fx est continue en a si, et seulement si, P(X = a) = 0.
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