1.

Corrigé DM4

a. On utilise la formule de récurrence qui définit la suite (u,), :

def u(n):
u=1
for _ in range(n):
u = u/(1+u**2)
return u

b. On initialise une liste avec la valeur de So = uo = 1 puis on utilise une boucle for :

def liste S(n):
L = [1]
for k in range(1,n+l1):
L.append(L[-1]+u(k))
return L

On construit la liste [10So, -+, u,S, ] et on import le module matplotlib.pyplot :

import matplotlib.pyplot as plt

n = 200
Ln = list(range(n+1l))

plt.plot(Ln,LuS,"'.")
plt.show()

LuS = [u(k)*S(k) for k in Ln] T

. On utilise une boucle while:

def f(M):
n==~0
while S(n) <= M:
n += 1
return n

. D’apres ce qui précede, on conjecture que :

,,15}30 up =0, (UnSy),y €5t croissante, r}grrolou,,S,, =1let ,,llﬂlr}oS" = +o0|.

. On montre par récurrence que : Vn € N, u, > 0.

Initialisation pour n = 0 : up = 1 donc up > 0. La propriété est vérifiée au rang 0.
Hérédité : supposons que u, > 0 et montrons que u,+; = 0.

Un

1+u?

Conclusion: |Vn e N, u, > 0|.

Orup = donc u,.; > 0 et la propriété est héréditaire.

Comme Vn € N, S,11 =S, = upn1 = 0, |la suite (S,), est croissante |.

Un _ur31

. Pour tout entier naturel n, u,.1 —u, = —2— —u, = < 0d’apres 1.

1+ u’ " 1+ u’ h
On en déduit que la suite (u,),_, est décroissante, étant minorée (par 0 d’apres 1.),

la suite (u, ),y st convergente |.

Soit { = lim u,. Comme Vn € N, u,, =
n—+0

0 _ _ 1
L e l=0oul=—lg

Lz, en passant a la limite, on obtient [ =
1+ u;

< [ =0, onconclut que | limu, = 0]

n—>+0

Comme ( =

1402



. Montrons par récurrence que : Vn € N, 1 =1+S81.

_'1_1+u0_1 B _ B
Initialisation pourn = 1 : Ur T Tue - T mg TUo = 2orl1+So=14+up =2
On a bien u% = 1+ Sy et la propriété est initialisée.
(s ez . 1 _ 1
Hérédité : supposons qzue T 1+S,- T 1+S,.
1 l+u, 1 _
Or TP ETP = T tun = 1+S,-1 +up.
1

Or S,-1 + u, = S, donc on a bien = 1+, et la propriété est héréditaire.

Un+l

Conclusion : | Vi € N*, u%l =1+95.]|

. D’apres3a.,Vn e N, §, = u,}“ —letdapres 1. et 2., }iﬁl}o”“l = 0",

On en déduit que rllll;r% S, = +oo donc | la suite (S,), .y est divergente |.

Par ailleurs, Vn € N, 71— = 1+, = Vn € N*, 1 = ttp1 + ttp1Si.

Comme lim Uny1 = 0, lim Une1S, = 1. Enfin, comme Vn € N, u,. = Un = ML’;“ = 1 >
1+ u; n 1+ u;
De lim u, = 0, on déduit que hm u = letdonc lim uns1Sy = lim u,Sh.

On a bien ,111?}0””5” =1

. Soitn € N.
Sn+1 S% = (Sn+l - Sn)(Sn+1 +Sn) = un+1(un+1 + 2Sn) car Sn+1 = Sn + Unp+1
u, +2un1 Sy = u2,; +2(1 — u,y ) d’apres un calcul dans 3b.

Onabien:|Vn e N, S2., - 52 =2+ up 1 (uns1 —2) |

n—-1 n—1
A I’aide de 1’égalité précédente, on obtient : D (S7,; — S7) = D2 + ttns1 (Uns1 — 2))
=0 5=0

n—1

et, par télescopage, S2 — S = 2n + D_ w1 (Up1 — 2).
J=0

n—-1

Comme Sp = 1, onabien:|Vn € N, 82 = 2n+ 1+ D upe1 (a1 — 2) |
pry

e
Soitn € Neta, = D g1 (a1 — 2).
k=0

Par I’inégalité triangulaire, on a |a,| < D |uke1 (i1 — 2)|-
k=0

Or la suite (u,),y est décroissante et minorée par 0 donc Vk € N, 0 < w1 < uo.

Comme ug = 1, 0 < ury1 < 1 etdonc |uk+1(uk+1 — 2)| = U+l (2 — uk+1) < U
n—1 n—1
Ainsi, |a,| < ZZukH Par changement d’indice, ZZukH = ZZuk

Comme ug > 0, Z”k Zuk etdonc | Vn € N, |a,| < 25, |.
pary

| 2uzS,.
D’apres 3b., }ig}ounS,, = 1 donc }gl}ouﬁS" = }lﬂ%”” =0.

Ainsi, par encadrement nllgrgo anuz =0|.

. D’apres4b.,Vn € N, S2 = 2n+1+a, donc Vn € N, u2S2 = 2n+ 1)u2 + a,u’.
De lim u,S, = 1, on déduit que lim ((2n + D)u; + anuy) = 1

et comme hm anus =0, ona hm (2n + Du; = 1.

Enfin, comme 21 + 1 ~ 2n, lim 2nu’ = 1etdonc |u2 ~ )

2n

Finalement, comme u, > 0, u, ~ 1 et, puisque nlgrrolounS,, =1, 8, ~ u%, et donc

J2n

Sp ~ J2n |




