1 Exercices d'application directe du cours

Quels sont les espaces vectoriels parmi les ensembles suivants ?

1. FEj ensemble des couples de réels (z,y) tels que x = y.

2. E5 ensemble des polynomes P € R[X] tel que deg P > 2.
3. Fj3 ensemble des solutions de ’équation différentielle —22 y" + (z + 1)y —4y =0
4. Ej4 ensemble des solutions de I'équation différentielle —z%y” + (x + 1)y’ — 4y =sinz

1. Déterminer une base des espaces vectoriels suivants :
o E={(z,y,2) €ER% 2z —y+z=0et z+y+2z =0},
o F={(z,y,2) € R% 2z —y +32 =0},
o G={(z,y,2,t) €RY 22—y +32=0}.
2. Déterminer des équations du sous-espace vectoriel de R* défini par : H = Vect ((-1,2,1,-1),(3,1,0,-1)).

Soit (u,v,w) une base d'un espace vectoriel E. Déterminer le rang des familles suivantes et reconnaitre les
familles libres, les familles génératrices et les bases de E :
1. (u;u—2v 4+ w; —v +w) 5. (u+v;u+ w;w —v)
2. (u—v;v—w;w—u) 6. (—u+v+wyu—v+wu+v—w)
3. (—uju —2v+w) 7. (vyw;u)
4. (w;u+viu+v+w) 8. (u—v;v—u;w—v;v—u)
2 Exercices classiques

Soit E un espace vectoriel de dimension finie dont B = (ey, €2, ..., e,) est une base.
La famille (e1,e1 +e2,e1 +e2+e3,...,e1 +e2+ ...+ e,) est-elle une base de E'?

Déterminer le rang de la famille de vecteurs (ey, ..., e5) de R* en discutant suivant la valeur des parameétres
réels a et b, puis donner une base du sous-espace engendré par ces vecteurs :

e1 = (a,—1,-1,1), ea = (—a,a,1,-1), e3 = (1,b,1,0), es = (1,b,a,b), e5s = (1,—1, —a, 1).
IE' On considere les polynémes Py = —2X? + X +1, P, = X2 +3X 4+ 1et Py = —2X?+ X + 3.
1. Montrer que la famille B = (Py, P», P3) est une base de Ry[X].

2. Déterminer les coordonnées du polynéme P = —X? 4+ 4X dans cette base.

1. Montrer que les polynémes 1, X — 1, (X — 1)? forment une base B de Ry[X].
Soit le polynéme P = aX? + bX + c avec a, b, ¢ réels.
2. Quelles sont les coordonnées du polyndéme @ défini par Q(X) = P(X — 1) dans la base B et dans la
base canonique de Ro[X]?

3. Méme question avec le polynéme R défini par R(X) = P(X +1).
Soit n € N* et P un polynome réel de degré n. Montrer que (P, P', P", ..., P(™) est une base de R, [X].
@ 1. Rappeler la base canonique B, de .#3(R) et la dimension de .Z5(R).
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2. Montrerquelafam111e8-{<1 1>,<1 0),(_1 0>,<1 1)}65‘5 une base de .#2(R).

L 2) dans la base B, et dans la base B.

3. Donner les coordonnées de A = <3 4

Soit E le R-espace vectoriel des fonctions de R dans R de classe C°.
Pour « réel strictement positif, on note F,, I’ensemble des fonctions de E de la forme z — P(z) e**+Q(x) e "
ou P et @ sont des polynémes de degré inférieur ou égal a 1.



1. Montrer que F,, est un sous-espace vectoriel de FE.

2. On considere les fonctions fi : x — €*® fo:x — xe®®, f3:x— e et fq:x — xe ¥,
Montrer que la famille B = (f1, f2, f3, f4) est une base de F,. En déduire la dimension de Fj,.

3. Etant donné f € F,,, déterminer les coordonnées de f et de f’ dans la base B.

On considére ’ensemble F défini par :
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1. Montrer que E est un espace vectoriel.
2. Déterminer la dimension de FE.

3. Montrer que F est stable par produit matriciel et que tous les éléments de F commutent.
Soit @ un réel fixé et I'ensemble F = {P € R,[X] | P(a) = P'(a) = 0}.

1. Montrer que F' est un espace vectoriel.

2. Déterminer une base de F puis préciser sa dimension.

3 Autre exercice

Soit f1 et fo les deux applications définies par : Vo € R, fi (x) =1 et fa (z) = cosz.
Dans 'espace vectoriel des applications de R dans R, soit E le sous-espace vectoriel engendré par fi et fs.

1. Quelle est la dimension de E 7
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2. Montrer que les deux applications g; : & — cos? 5 et go : x > sin? 5 engendrent aussi F.

3. L’application g : x + sin x appartient-elle & £ 7



