
Équations di�érentielles – Suites
Le Samedi 5 octobre 2024 (2h)

DS1
Sujet

Problème

Dans tout le problème, n désigne un entier naturel non nul et I =]0; +∞[.

Partie 1

Soit ϕ une fonction continue sur I donnée. Soit gn la fonction définie sur I par :

gn(x) = xn+1
∫ 1

0
ϕ(tx) dt .

1. On suppose que la fonction ϕ est déjà programmée en Python sous le nom phi. Programmer alors une
fonction g(n,x) prenant en entrée un entier n, un flo�ant x, et retournant en sortie une valeur approchée
de gn(x) calculée par la méthode des rectangles avec 100 rectangles.

2. a) Soit x ∈ I. Montrer que gn(x) = xn
∫ x

0
ϕ(u) du.

b) En déduire que pour tout entier naturel n, gn est une fonction de classe C 1 sur I.

c) Calculer g′n(x) pour x dans I (on ne cherchera pas à simplifier le résultat), et en déduire que pour
tout entier n, gn est solution sur I de l’équation di�érentielle (Dn) suivante :

y ′ − n
x
y = xnϕ(x) (Dn)

3. Dans toute la suite du problème, ϕ est la fonction donnée par ϕ(x) = xex .

a) Résoudre l’équation di�érentielle homogène associée à (Dn) sur I.

b) Soit x > 0. Calculer par intégration par parties :
∫ x

0
ϕ(u)du.

c) En déduire les solutions de (Dn) sur I.

d) Vérifier que la solution de (Dn) vérifiant de plus la condition initiale y(1) = 0 est la fonction fn
définie sur I par :

fn(x) = xn(x − 1)ex .

Partie 2

Dans ce�e partie, on étudie pour tout entier n > 0 l’équation (En) suivante :

fn(x) = 1 (En)

où fn est la fonction donnée à la question 3.d) de la Partie 1.

1. a) Justifier que fn est dérivable et vérifier que :

∀x ∈ I f ′n(x) = xn−1Pn(x)ex où Pn(x) = x2 + nx − n.

b) Vérifier que Pn possède deux racines réelles distinctes αn et βn telles que :

αn ≤ 0 ≤ βn ≤ 1.

c) En déduire le tableau de variations complet de fn sur I (on ne cherchera pas à calculer la valeur de
fn(βn)).

d) Démontrer que pour tout entier naturel n > 0, l’équation (En) admet une unique solution dans I
notée xn dans la suite, et établir que xn > 1.

�
�

�
�

M. Patel
2024-2025
Classes de B2, Rennes

page 1/2



2. a) Soit n ∈ N∗. Montrer que fn+1(xn) ≥ 1 .

b) En déduire le sens de variation de la suite (xn).

c) Montrer que la suite (xn) est convergente. On notera ` sa limite.

3. Dans ce�e question on souhaite prouver que ` = 1.

a) Montrer que ` ≥ 1.

b) On suppose que ` > 1. En partant du fait que (xn − 1)exn =
1
xnn

> 0, aboutir à une contradiction et

conclure.

4. Dans ce�e question, on souhaite trouver un équivalent de xn − 1. Pour cela, on introduit la suite (εn)
définie par :

xn = 1 + εn (on a donc εn > 0 d’après 2.a))

a) Montrer que pour tout entier n > 0 :

n ln(1 + εn) + ln εn + 1 + εn = 0.

b) Montrer alors que : nεn ∼
n→∞

− ln εn. En déduire la limite de nεn en +∞.

c) En remarquant que :
ln n
ln εn

=
ln(nεn)
nεn

× nεn
ln εn

− 1,

montrer que ln εn ∼
n→∞

− ln n.

d) Donner enfin un équivalent de xn − 1.
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