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Partant du sommet s, a ’aide de la fonction choice, on chosit au hasard un pas égal a —1 ou 1 qu’on
ajoute a s pour obtenir un nouveau sommet. Si ce nouveau sommet est égal & p (resp. —1) alors on
lui affecte la valeur 0 (resp. p — 1) :

def suivant(s,p):
nouveau = s + rd.choice([-1,1])
if nouveau == -1:
return p-1
elif nouveau == p:
return O
else:
return nouveau

Pour simuler la variable T},, on part de s = 0 et on fait un déplacement a l'aide de la fonction
suivant, puis, tant que le sommet suivant n’est pas 0, on passe au sommet suivant et on incrémente
un compteur de 1 :

def T(p):
s = suivant (0,p)
nb = 1
while s !'= 0:
s = suivant(s,p)
nb += 1

return nb

On calcule la moyenne de N réalisations de la variable aléatoire T(p) :

def NbDeplMoyen (p):
N = 1000
somme = O
for _ in range(N):
somme += T(p)
return somme / N

for p in [2,3,4,10,30,50]:
print ("p=",p,"nombre moyen de deplacements"=,NbDeplMoyen(p))

Dans la console, on obtient :

= 2 , temps moyen = 2.0
= 3 , temps moyen = 2.949
4 , temps moyen = 3.93

10 , temps moyen = 10.126
30 , temps moyen 30.644
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‘ On peut alors penser que, en moyenne, le nombre de déplacements pour rejoindre 0 est égal a p.

T3 est égal au nombre de déplacements effectués avant de retourner en 0. Partant de A, la fourmi va
nécessairement en B ou C' au premier pas, donc 75(2) = N\ {0, 1}, d’ou (75 — 1)(2) = N*.



SoitneN*, (T3 —1=n)=Ts=n+1)=A1N---NA,NA 1.
D’apres la formule des probabilités composées :

AQ) .. PAilﬂ"-ﬁiAn_l(An) X PEO--'HE(AH+1)
=) =2 (5

— — = — X —

2 2 2 2

1
car a tout instant revenir en A avec la probabilité 5 car, étant en B (resp. C) elle passe en A ou C

P(T; — 1 =n) = P(A;) x P

1
=1X=X---X
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(resp. A ou B) avec équiprobabilité.
On en déduit que :

1
T5 — 1 suit une loi géométrique de parametre 3

Remarque : T3 — 1 est alors le rang du premier retour a 0 a partir du deuxieme pas. Or, la fourmi
peut a tout instant revenir en A avec la probabilité 5 car, étant en B (resp. C) elle passe en A ou C'

(resp. A ou B) avec équiprobabilité.
1
Comme T'3 — 1 suit une loi géométrique de parametre 3 E(T3—-1)=—=2.

Par linéarite de l'espérance, E (13) — 1 = 2, donc E (T') = 3.

‘ Le temps moyen pour retourner en A est 3. ‘

D’apres 'énoncé, la fourmi démarre en A donc ag = 1 et by = ¢g = dg = 0. Alors, Uy
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Pour tout entier naturel n, (A, By, Cy, D,) est un systéme complet d’événements.
La formule des probabilités totales permet d’écrire :

P (Ant1) = P (An) Pa,, (An41) + P (By) Pp, (Ant1) + P (Cn) P, (Ant1) + P (Dn) Pp,, (Any1) -
Or, d’apres I'énoncé,

1
PAn (An+1) =P (Cn) PCn (An+1) =0 e P (Bn) PBn (An+1) =P (Dn) PDn (An+1) = 5

1 1 1 1
On en déduit que P (A,11) = §P (Bn) + §P (Dp) soit any1 = an + §dn.
1 1 1 1
De la méme maniere, on obtient b,11 = 50n + 3G Cntl = §bn + idn’ dpi1 = 50n + 500
On a bien :
01 01
1{f1 010
Vn eN, Uyp1 = MU, avecM:5 01 0 1
1 010

La matrice M est symétrique et a coefficients réels.

Donc M est diagonalisable. ‘
On calcule MXl, MXQ, MX3 et MX4 et on trouve MX1 = —Xl, MX2 = MX3 =0et MX4 = X4.

‘X 1, Xo, X3 et X4 sont des vecteurs propres de M associés aux valeurs propres —1, 0, 0 et 1. ‘

Comme dim (#4171 (R)) = 4, on en déduit que E_; (M) = Vect (X1), Eo (M) = Vect (X2, X3) (car
X9 et X3 ne sont pas colinéaires) et Fy (M) = Vect (X4) et donc que (X1, X9, X3, X4) est une base
de lespace vectoriel .# 4 (R) constituée de vecteurs propres de M.

En posant ) la matrice de passage de la base canonique a cette base :

1 1 0 1 100 0
-1 0 1 1 i 1o 000
Q 1 1 0 1 |@P=@TME=1 4 (¢
-1 0 -1 1 0 00 1




(d) Soit ai,...,aq4 €R

a1 + g +ag = 1 Iy
— _ I
Up=a1 X1 +Xo+azXs+as Xy < aq +az+ oy 0 Lo
a1 — Q2 +a4 = 0 Lg
—on —az+ag = 0 Ly
a1+ a9 + g = 1
PEN 042+a3+2a4 = 1 L2<_L2_+_L1
_2052 = -1 L3<—L3—L1
ar—az+20 = 1 Ly Lo+
2 = 1
Up=a1 X1 +asXo+a3Xs+ Xy < _232+043+ ay -
ag+20y = 1 Ly« (Ly+ Lo)/2
a1:1/4
a2:1/2
< a3:0
ay=1/4
D Uy = 2X1 4 2%, 4+ 2 X
onc : = — _ _ .
0 4 1 5 2 4 4

(e) On peut montrer par récurrence que pour tout n € N*, U,, = (—=1)"a1 X7 + oy Xy.

Initialisation : cas n =1
Ui =MUy=a MX| +asMXs+ asMXs + asMXy 3?) —a1 X1 + g Xy.
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Hérédité : soit n € N* tel que U,, = (—1)"a1 X1 + a4 X4.

Upy1 = MU, = (—1)”a1MX1 + s M Xy 3?) (—1)”+1a1X1 + X4.

‘Pour tout n € N*, U, = (—1)"a1 X1 + a4X4.‘

(f) D’apres ce qui précede,

1
V?”LEN*, a2n202n:§ et by, =dsy, =0

1
VneN, a1 =copp1 =0 et boyp1 =dop1 = 3

On en déduit que la fourmi se trouve équiprobablement en B ou D apres un nombre impair de
déplacements, équiprobablement en A ou C aprés un nombre pair de déplacements.
En particulier, Ty () = {2n, n € N*} = 2N*.
Soit n € N*.
[Th=2n]=A1NAN-- N A1 N Az,

donc, d’apres la formule des probabilités composées,

P(Ty=2n) = P (A7) Pr- () -+ P s (A2)

_ . SIS
Or: P (A1> =1 et pour tout k € N*, PEﬁfTQﬁmﬂm (Agk) = 5 et PAilﬂAigﬂmﬂAigk (A2k+1) = 1.

1 n
Conclusion : Ty (2) = 2N* et Vn € N*, P (T) = 2n) = (2> .




(g) Ty admet une espérance si la série Z 2n P(Ty = 2n) est absolument convergente.
Soit n € N*.
1\" 1 n—1
|2nP (Ty = 2n)| = 2n (2> =n (2> .

On reconnait le terme général d’une série géométrique dérivée premiere convergente car

1
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Ainsi, T4 admet une espérance et

E(Ty) ::Z?"P(n — o) ::Zin (;)n_l _ <111)2 —4
2

‘Conclusion : le temps moyen pour rejoindre A est 4. ‘

Remarque : pour p = 3 et p = 4, la conjecture faite en 1.(d) est vérifiée.



