BCPST 2 Lycée Chateaubriand 2024 - 2025

1 Exercices d'application directe du cours

Soit m € C. On considére 'application f : C2 — C3 définie par :
f(x,y,z):(x—y—i—mz, mx—y+27 II}+y+Z)

1. Justifier que f est un endomorphisme de C3.
2. Déterminer le rang de f suivant la valeur du parametre m. Dans quel cas f est-il un automorphisme ?
3. Préciser une base du noyau et de I'image de f suivant la valeur du parametre m.

On considére les matrices M et M’ suivantes :

1 2 3 4 1 000
M=12 3 4 5 et M'=[0 1 0 0
3 45 6 0000

On note u I'application linéaire de RP dans R™ dont la matrice dans les bases canoniques est M.
1. Que valent p et n? Donner une base de Keru et de Im u.
2. Montrer qu’il existe une base de RP et une base de R" dans lesquelles la matrice de u est M’.

Soit « un endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est :

1 1 0
M=|[0 2 0
1 -1 2
1. Montrer que 1 et 2 sont valeurs propres de M.
2. L’endomorphisme u est-il diagonalisable ?
On considere 'application :
ot Ry[X] — R, [X]
P —Q on YzeR, Qz)=Plx+1)—P(x)

. Vérifier que f,, est un endomorphisme de R, [X].
. Ecrire la matrice M3 de f3 relativement & la base canonique de Rg [X].
. Est-ce que f3 est injective ? Déterminer le noyau de f3.

O

. L’endomorphisme f3 est-il diagonalisable ?

Soit ¢ € £ (Ro[X]) définie par : p(1) = —2X2 —2X +3, (X)) = —2X%2 + 1 et p(X?) = X? — 2X.
1. Donner la matrice M de ¢ relativement a la base canonique % de Ry[X].
2. Onpose P=—-X+1, Q= X2+ X, R=—X?+1. Montrer que Z' = (P,Q, R) est une base de Ro[X].

3. Déterminer la matrice M’ de ¢ relativement a la base %’. Préciser la matrice de passage II de la base
A A la base %', ainsi que 'inverse de cette matrice. Donner une relation entre M, M’ et II.

4. Donner 'image par ¢ du polynéme 1 + X — X2 en utilisant M, puis en utilisant M.
(on commencera par déterminer les coordonnées du polynome 1 + X — X? dans %'

2 Exercices classiques

IE' Soit n € N* et ay,aq,...,ay, des réels distincts deux a deux. Soit f : R,,_1[X]| — R™ définie par :

f(P) = (P(a1), P(a2),...,Play)).
1. Montrer que f est linéaire.

2. Montrer que f est injective. En déduire que f est bijective.
3. On note (e1,ea,...,e,) la base canonique de R™. Déterminer f~!(e;) pour i € [1,n]. 1



On consideére les matrices A et B suivantes :

1 0 -1
A=|-1 -2 3 |etB=
0 -1 1

o o O

1
0
0

S = O

1. On considére f ’endomorphisme de Ro[X] dont la matrice dans la base canonique % est A.
Montrer que A et B sont semblables. On précisera une base %’ dans laquelle la matrice de f est B et
on donnera les matrices de passage de la base % a la base %', et inversement.

2. Calculer (f + 2id)™ pour tout entier naturel n en utilisant la matrice B.

Soient A = (é i’) et ¢ lapplication de .Z2(R) dans .#2(R) définie par p(M) = MA — AM.
1. Vérifier que @ est une application linéaire.
2. Déterminer la matrice de ¢ dans la base canonique de .Z2(R).
3. L’endomorphisme ¢ est-il injectif ? surjectif 7 Déterminer Im ¢ et ker .

4. Montrer que ¢® = 0.

@ Soit E I'espace vectoriel des fonctions polynomes réelles définies sur R* , de degré inférieur ou égal a 4. On
considere I'application ¢ qui a toute fonction de E associe la fonction ¢(P) définie sur RY par :

@(P)(x) = P(x) 4+ 22* P(1/z).

1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de FE.

2. Exprimer ¢? en fonction de ¢ et de I'identité. En déduire une relation vérifiée par les valeurs propres
de . Montrer que ¢ est bijective et déterminer son application réciproque.

3. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de ¢. L’endomorphisme ¢ est-il diagonalisable 7



