Applications linéaires DM9

Corrigé

1. a) Si Pest un polynéme a coefficients réels, P’ aussi. Puisque le produit de polyndomes et la somme
de polynomes de R[X] est dans R[X], il suit que f(P) € R[X].
Soit maintenant P, Q dans R[X] et A un réel, et calculons :

f(P+2Q) 2X(P+AQ) — (X* = 1)(P+ AQ') par définition de f
2XP — (X — )P+ \2XQ — (X* — 1)@Q') par linéarité de la dérivation

f(P) + M(Q) et distributivité du produit notamment

et f est bien un endomorphisme de R[X].

b) Soit P € ker f et non nul, montrons que son degré est 2. Soit a,X" le terme dominant de P. Comme
P #0,a, #0,et n=deg(P) > 0.Ensuite, par régles de calcul sur le degré, on voit que f(P) € R.1[X].
Précisons la valeur du coefficient de X™' dans f(P) (e : valeur dont on se moque) :

coeff de degré n+1 n|{n—1|..]0
pP= 0 an ° o | o

2XP = 2a, ° ° o | o

P = 0 0| na, | @ | @
X*P = nap o o o | o
fP) - | @-mas | s | o | e

Comme f(P) est nul, le coefficient de X™' dans f(P) I'est aussi. Or il vaut (2 — n)a, d’apreés le calcul
ci-dessus. Comme a, # 0,2 — n = 0. Ainsi n = 2 = deg(P).

c) Calculons le noyau de f : d’aprés 1.(b), tout vecteur P non nul du noyau est de degré 2. Quitte a
diviser P par son coefficient dominant, on peut chercher P sous la forme P = ay + a1 X + X2, ap, a;
étant deux réels a déterminer. Comme f(P) = a; + 2(ap + 1)X + a1 X?, la nullité de f(P) implique celle
de ses coefficients, ce qui donne a; = 0, ay = —1.Donc P =1— X2, et comme ker f est un sev,
ker f = Vect(1— X?). C’est aussi par définition le sous-espace propre de f associé a la valeur propre
0. En particulier 0 € sp(f).

n n
2. a) Par définition,si P = Z aX¥, alors P/ = Z ka,X*'. D’ou :

k=0 k=1
1 |def derive(P):
2 n = len(P)
3 if n==1:
4 return []
5 return [kxa[k] for k in range(1l,n)]

b) La multiplication d’un polynéme par X se traduit sur la liste L qui le représente en python par la
concaténation [0]xk + L. Il suffit ensuite de construire les listes représentant 2XP, —X2P et P et
enfin de sommer les coefficients de ces listes en veillant a bien aligner les termes de méme degré
par concaténation. Ce qui donne :

1 |def f(P):

2 if len(P)==0: # cas du polynbéme nul

3 return P

4 else:

5 XP = [0]+P

6 DP = derive(P)

7 X2DP = [0,0]+DP # polyndéme X~2 x P’

8 P1 = DP+[0,0] # P’ vu dans IRn+1[X]

9 return [2xXP[k] - X2DP[k] + P1[k] for k in range(n+1)]
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Soit a une racine d’ordre au moins 2 de P (c’est-a-dire racine multiple de P). Alors : P(a) = P'(a) = 0.
Calculons la valeur en a du polynéme f(P) : f(P)(a) = 2aP(a) + (a*> — 1)P'(a) = 0. Ainsi, a est bien racine
de f(P).

a)
b)

a)

b)

b)

d)

D’apres le tableau de calculs de 1. b), le degré de f(P) est n+ 1si n# 2, et si n =2, il vaut au plus 2.

Comme n+ 1 > n, f est un endomorphisme si et seulement si n = 2, et dans ce cas f est un
endomorphisme de R,[X].

La base canonique de Ry[X] est 4 = (1, X, X?). On calcule: f(1) = 2X, f(X) = 1—X?,  f(X?) = 2X.

0 1 0
La matrice de f dans cette base est donc par définition: A= (2 0 2
0 1 0

On a trouvé une base du noyau de f en 1(c) puisque toute famille non nulle d’un seul vecteur est
libre. Passons a I'image. D’apres le théoréme du rang, Im f est de dimension 2. Or, une famille
génératrice de Im f est donnée par les colonnes de A en coordonnées. Ainsi, deux colonnes libres
de A fournissent une base de Im f, par exemple les deux premiéres. Revenant en vecteurs et apres
normalisation, une base de Im f est (X, 1+ X?)

On travaille en coordonnées : le spectre de f est celui de A. Or, A € sp(A) & rg(A — A\k) < 3.
Calculons :

-2 1 0 0 2—X2 22\ 4 —20;+ )\,
rg(A—AkB)=rg| 2 -\ 2 = rg - 2

0 1 =X
0 AM4—X)\ 41 «—l;+(\—2)

rg—)\ 2

o [1] -\

Ainsi rg(A — Ak) < 3 < A4 — A\?) = 0 et sp(A) = {—2,0,2} = sp(f).

— Comme f posséde trois valeurs propres distinctes et est un endomorphisme d’un espace vecto-
riel de dimension 3, f est diagonalisable et ses sous-espaces propres sont de dimension 1.

— PourvA {—2,0,2} Notons &), le sous-espace propre associée a A\. Comme dim &, = 1, tout
élément non nul en constitue une base. On a déja vu que & admet pour base (1 — X?) par
1c). En résolvant les systémes matriciels (A & 2/5]0) et revenant en vecteurs on trouve que
& = Vect (1+2X + X?) et &5 = Vect (1—2X + X?).

— La juxtaposition de bases de &_,, &, &, fournit une base Z de vecteurs propres de Ry[X] dia-
gonalisant f. Par exemple & = (P;,P,P3)ou P; = 1 —2X+ X2 = (1= X)%, P, = —1+ X2,
Py=1+2X+X2=(1+X)>2

D’aprés la formule de changement de base, en notant I1 les coordonnées de P sur la base cano-
nique, M’ ses coordonnées sur Z et M la matrice du systéme de vecteurs & sur la base canonique
(c’est la matrice de passage de@ a %), on a [1 = MIT. La résolution de ce systéme, qui s’écrit :

1T =1 11

—2 0 2|1 |,donne = (1/4 0 3/4)7, Cest-a-dire P = 1/4P; + 3/4P,.

1 1T 111
L’intérét des bases de vecteurs propres est qu’elles conduisent a des calculs simples sur f. On calcule
donc fX(P) sur la base . Comme la matrice de f* sur la base % est D¥ ot D = diag(—2,0,2) et
que les coordonnées de P sur 4 sont I, il suit que les coordonnées de f¥(P) sur la base & sont
données par D" = ((—2)%/4, 0, 2% x 3/4)T.

(—2)*
4

Finalement fX(P) = Py + 3 x 2k=2p; = 2k=2((—1)kp; + 3P;).
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