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| Nombres complexes

1. Représentations d’un nombre complexe

AP ‘s N ( Srdir
Définition 1 Dans le plan rapporté a un repére orthonormé (0; i,j )
- a chaque point M(x,y), on associe son affixe z = x + iy
- & chaque nombre complexe z = x + iy, on associe son point image M(x,y)

«x = Re(z) est la partie réelle et y = Zm(z) est la partie imaginaire de z

A A
—_ — X — —
- I’angle (i,OM) est I’argument de z (si z # 0). On note (i,OM) =argz (2n)
« le nombre complexe nul n’admet pas d’argument

— —
- la norme de OM est le module de z. On note || OM || = |z|.

L’ensemble des nombres complexes est noté C.

Notations L’écriture du nombre complexe z = x + iy est la forme algébrique de z.

L’écriture du nombre complexe z = re® ol r = |z| et § = argz (27) est la forme exponentielle de z

Proposition1 -Vz e C,z=0 o |z = 0.
VzeCzeRe Im(z) =0 < z=0o0uargz = 0 (7)
VzeC,zeiR & Re(z) =0 z=0ouargz = %(n).

Proposition 2 Soit z = x + iy = re® un nombre complexe non nul
oux = Re(z), y=TIm(z)etr = |z|, 6 = argz.
— 2442
Al x = rcosf ’ vy
ors f=—4 cosf = X
Jx2+y?

—if

y = rsinf et sinf =

Y

En particulier : e? = cosf +isinf et e™ = cos@ — isin0

Exercice 1 Donner modules et arguments des nombres complexes : z; = ‘/g;iﬁ etzo = 1+

Proposition 3 Soit z et z' deux nombres complexes.
ssiz=x+iyety =x'+iyalorsz=7 o x=x"ety =)'
esiz=refetz =re? alorsz =7 o r=retl=0'Q2n).
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Remarque Soit z un nombre complexe, z est de module égal a 1 si, et seulement si: 30 € R |z = ™

Proposition 4 Formule d’Euler

0, i
cosf = %
V0 € R, e = cosf +isinf & 0
. e —e
sinf = &———
2i

2. Opérations dans C

Définition 2 Soit z et 7' deux nombres complexes de formes algébriques z = x + iy et 7' = x' + iy’ et de formes
exponentielles z = re? et 7' = r'e®.

Alors z+7 = (x+x) +i(y+y")

22 = (' —yy) +i(xy' +x'y) = rrei®0),
: 1 _ 1 -
etsiz#0, = = e
2
Exercice 2 1) Déterminer les forme algébrique et exponentielle de z = 8+—l§3
—i

2) Soit z = ,/ 2-J3 —i \/ 2 + /3 . Calculer z2, en déduire la forme exponentielle de z.

Proposition 5 Inégalité triangulaire : |z + 2’| < |z| + ||
|2Z'| = |z||z'| et arg(zz") = (argz) + (argz’) (27)
‘J_‘ _ =L
Z [

Proposition 6 Formule du bindme de Newton :

V(@) € €L Ve N, (@ +2) = 3 ()
k=0

et arg(f/—) = (argz) — (argz’) (2m)

Proposition 7 Formule de Moivre :

Soit (z1,22,...,2,) € C" de formes exponentielles : Vk € {1,...,n}, zx = rie*.

n n iz O
Alors sz = H rr |e =1 . En particulier : (cos@ + isin0)" = cos(nf) + isin(n0).
k=1 k=1

Définition 3 Soit z = x + iy = re® un nombre complexe.
Le nombre complexe conjugué de z est le nombre complexe Z = x — iy = re™0.
Proposition 8 Vz € C, z+7 = 2Re(z) et z—7z = 2iZm(z)
vz € C, 2z = |z]>. On en déduit que, si z # 0, % = ﬁ? etsi|z| = 1 alors % =z
z
Vz € C,

Z| = |z| et argz = —argz (27).

V(z,7) € C*z+7 =7z+7, 2z =77 etsiz estnon nul, (%—) = %—
z Z
Proposition9 Vze C,ze Reoz=zetze iR & 7= -z

/
Exercice 3 1) z et z' sont deux complexes de module 1 tels que zz' # —1. Montrer que erﬂ—, est réel.
bod

2) Soit § € [0,2x[. Déterminer la forme exponentielle des nombres complexes e + 1 et e — 1.
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Définition 4 Soit z un nombre complexe de forme algébrique z = x + iy.

On appelle exponentielle de z, le nombre complexe non nul, noté e, défini par :
e’ = e‘e” = e*(cosy +isiny).

Proposition 10 V(z,z') € C?, ¥ = ¢%*
VzeC,et=1o3keZlz=1i2kr
V(z,7) € C? et =¢" o ke Zl7 =z+i2kn

Remarque On prolonge ainsi la fonction exponentielle a C. Si z € C alors |e?| = e®¢ et arg(e®) = Zmz (2x)

3. Résolutions d’équations dans C

Définition 5 Les racines carrées du complexe z sont les deux complexes tw tels que ®? = z.

Proposition 11 Soitz € C.
- Si z = re® alors les deux racines carrées de z sont +pe® ot p = /7 eta = %(ﬂ')

+ Si z = a + ib alors les deux racines carrées de z sont £(x + iy)

x>-y?=a
ou x et y vérifient le systéme x2+y2=Ja>+b? .
2xy = b

Exercice 4 Déterminer les racines carrées de z; = 1 +1i, 720 = 45 -25ietz3 = % i i .

Définition 6 Soitn € N*.
On appelle racine n-ieme de 1’unité les solutions de 1’équation 7 = 1.

Exercice 5 Résoudre dans C les équations z° = letz’ — 1 = 0.
Remarque - les racines n-iémes de 1’unité sont les n nombres : zx = e”‘z:_z”, k € |[0,n—1]|

-ennotantj = e'3, les racines cubiques de I'unité sont 1,j et j2. Onaj = j% > +j+1 =0

Proposition 12 Soit I’équation (E) az?> + bz + ¢ = 0 ou (a,b,c¢) € R3,a + 0.
La forme canonique du trindme est :

2
az2+bz+c=a(z+i> — A oA = b2 —dac.

2a 4a
Soit 0 I'une des deux racines carrées de A, alors les solutions de 1’équation (E) sont :
_—=b=96 _—=b+é

Les relations coefficients-racines du trindme sont :

21tz = —% etzizz = %
Remarque Si A > 0 alors (E) admet deux solutions réelles distinctes z; = % etzy = %.
Si A = 0 alors (E) admet une unique solution réelle z = 5—2.
Si A < 0 alors (E) admet deux solutions conjuguées z; = —b—2+—A etzy = _b+2+_A.
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Exercice 6 Résoudre dans C les équations suivantes :
Dz22+z+1=0
2)73 = (2+ i3
3)1+< ) <Z—1 = 0. On pourra poser Z =

z+1
7 —

4. Fonctions a valeurs dans C

Soit @ une fonction définie de R dans C.
Les définitions et propriétés s’étendent facilement a ce cas en posant f{x) = Re(¢p(x)) et

g(x) = Im(p(x))

*limo(x) = limf(x) + ilim g(x)

-Si fet g sont dérivables en a alors ¢'(x) = f'(x) + ig'(x)
-Si fet g admettent des primitives F et G sur un intervalle I alors ¢ admet une primitive @ définie par

Dd(x) = F(x) +iG(x)
b b b
On pose alorsf o(x)dx = I Sfx)dx + i I g(x)dx

Exercice 7 Pour tout réel x, on pose ¢(x) = ¢® ol z € C. Déterminer ¢'(x).

Il Trigonométrie

1. Trigonométrie réciproque

Définition 7 - la fonction sinus réalise une bijection de [-Z 2 ; 7] vers [—1, 1] dont la fonction réciproque est la

fonction arcsinus définie de [—1, 1] vers [—% > ] par:

Vx € [-1,1],Vy € [-Z; L],y = arcsinx < x = siny

272
Autrement dit, arcsinx est I’'unique angle de [~ l %] dont le sinus vaut x.

sinus

ATCSINE

- la fonction cosinus réalise une bijection de [0; 7] vers [—1, 1] dont la fonction réciproque est la
fonction arccosinus définie de [—1, 1] vers [0; 7] par :
Vx € [-1,1],Vy € [0;7],y = arccosx < x = coSy

Autrement dit, arccos x est I’'unique angle de [0; 7] dont le cosinus vaut x.
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4 cosinus

- 1a fonction tangente réalise une bijection de | — Z-; %[ vers R dont la fonction réciproque est la
fonction arctangente définie de R vers ] — %; %[ par :

] — Z; Z[ dont la tangente vaut x.

272

(¢}

Autrement dit, arctanx est I’unique angle d

tangente

N

Exercice 8 Résoudre 1’équation et I’inéquation suivantes :
1) 2005(2x + %) = J/3 dans R

2) sinx < —% dans [0,27]

2. Transformation de acos6 + bsin OU a,b €t § sont réels

On suppose (a,b) + 0 et on écrit :

acosf + bsinf = Ja? + b? (

b .
cosf + —m sm@)

etsing =

a

Si on peut, on cherche alors un angle usuel ¢ tel que cosg = b

a

Ja* +b?
b
a

On a alors acosf + bsin0 = Ja? + b? (cosOcos @ + sinfsing) = rcos(0 — @) avec r = Ja* + b?.

Sinon, on pose ¢ = arctan
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Exercice 9 Résoudre 1’équation suivante : cos(2x) — /3 sin(2x) = 1 dans R

3. Linéarisation d’expression de la forme cos”9sin"0

Tout produit de la forme cos™6 sin"6 peut s’écrire sous la forme d’'une somme de cos(k6) et de sin(k6)

i0 —io\m i0 —if \ "
En effet : V(m,n) € N2, cos”f = (e Ee ) et sin"t) = (e Eie )

Donc V(m,n) € N2, cos”0 = %(e"e +e )" et sin"@ = ﬁ(e"e —e0)",
On développe (e + e7)" et (e — e7)" a I’aide de la formule du bindme puis leur produit.
Enfin, on regroupe les termes e™*? + =% pour retrouver 2 cos(kf) ou 2isin(k0)

Exercice 10 Linéariser les expressions trigonométriques suivantes :
1) cos*x
2) cosxsin’x

4. Transformation de cos(nx) et sin(nx) en fonction de cosx et sinx

On utilise la formule de Moivre : cos(nx) + isin(nx) = (cosx + isinx)”.

N

On développe (cosx + isinx)” a I’aide de la formule du bindme
puis on identifie les parties réelles (cos(nx)) et imaginaires (sin(nx)).

Exercice 11 Exprimer cos(560) en fonction de cos6 et sin(56) en fonction de sin .
Y Z 0 dédui ¥
De cos( 2 ) 0, déduire la valeur de cos( 10 )

5. Formules trigonométriques

a connaitre par coeur :

. cos?a +sin’a = 1

- cos(a + b) = cosacosb — sinasinb
«sin(a + b) = sinacosb + sinbcosa

tan(q + b) = _tana +tanb
( ) 1 —tanatanb
. cos2a = cos?a —sin%a = 2cos?a—1 = 1 - 2sin%a

«sin2a = 2sinacosa

a savoir retrouver rapidement :

2 2

a = 1—sin’aetsin’a = 1 — cos’a
- cos(a — b) = cosacosb + sinasinb
«sin(a — b) = sinacosb — sinbcosa

.tan(q — b) = _tana—tanb
( ) 1 + tanatanb

¢ COS

.cosla = 1 +c20s2a et sinZa = 1 —02052a
.tan2q = —2tand
1 — tan’a

Exercice 12 Soitn € Netx € R. On pose A,(x) = >_cos(kx) et B,(x) = D _ sin(kx).
k=0 k=0

Calculer A,(x) + iB,(x). En déduire A, (x) et B,(x) pour tout x € R.
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